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هاي الکتروهیدرودینامیک ارائه کسري حاکم بر جریانپژوهش حاضر یک روش عددي کارآمد براي حل معادلات دیفرانسیل  :چکیده

اي برنولی و توابع سینوس هایپربولیک، استوار اسـت. در ایـن راسـتا، یـک هاي چندجملهدهد. این روش بر ترکیب مؤثري از پایهمی
رد. ابتدا، بـالاترین مرتبـه مشـتق بزدن بهره میهایپربولیک براي تقریب-هاي ترکیبی برنولیمکانی توسعه داده شده که از پایهروش هم

هاي برنولی مرتبه کسري و تـابع سـینوس هایپربولیـک تقریـب زده ايکسري موجود در معادله، از طریق یک بسط مبتنی بر چندجمله
و  هـایی بـراي تـابع جـوابیوویل و اعمال شرایط مرزي مسئله، تقریبل–کارگیري اپراتور انتگرال کسري ریمانشود. سپس، با بهمی

هاي هاي ریشـهمکانی آن در گرهگردد. در نهایت، با تشکیل تابع باقیمانده و همتر آن استخراج میهمچنین مشتقات کسري مرتبه پایین
آید که با استفاده از الگوریتم نیوتن حل شده و جواب یافته، یک دستگاه معادلات جبري غیرخطی حاصل میاي لژاندر انتقالچندجمله

دهد روش پیشنهادي با تعداد اندکی آید. همچنین، تحلیل همگرایی روش ارائه شده و نتایج ارزیابی نشان میبه دست میعددي مسئله 
  یابد.مکانی به دقت بالایی دست مینقاط هم
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Abstract: The present study introduces an efficient numerical method for solving fractional differential equations governing 
electrohydrodynamic flows. This method relies on an effective combination of Bernoulli polynomial bases and hyperbolic 
sine functions. To this end, a collocation method has been developed that utilizes these combined Bernoulli-hyperbolic 
bases for approximation. First, the highest-order fractional derivative in the equation is approximated using an expansion 
based on fractional-order Bernoulli polynomials and the hyperbolic sine function. Next, by employing the Riemann–Liouville 
fractional integral operator and applying the problem's boundary conditions, approximations for the solution function and 
its lower-order fractional derivatives are derived. Finally, by formulating a residual function and collocating it at the roots of 
shifted Legendre polynomials, a system of nonlinear algebraic equations is obtained; this system is solved using Newton's 
algorithm to yield the numerical solution. Additionally, a convergence analysis of the proposed method is presented, and 
evaluation results demonstrate that the method achieves high accuracy with a small number of collocation points. 

Keywords: Fractional differential equations; electrohydrodynamic flow; collocation method; Bernoulli-hyperbolic bases; Riemann-
Liouville fractional integral; Caputo fractional derivative; convergence. 
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  مقدمه .1
 يهادر سال )EHD(١ کینامیدرودیالکتروه الیس يهاستمیس
توجه  ،یگسترده در علوم و مهندس يکاربردها لیدلبه ر،یاخ
. ]٣[-]١[ انداز پژوهشگران را به خود جلب کرده ياریبس
 کیو مکان کیزیاز ف يارشتهانیم ياشاخه EHD يدهیپد
 یکیالکتر يهادانیم انیم کنشبرهم یاست که به بررس الاتیس

وجود  ده،یپد نی. در اپردازدیباردار م يهاالیو حرکت س
 دانیتا م شودیموجب م الیدر س ونیزاسیونی ایآزاد  يبارها
انتقال  جه،یرا بر ذرات اعمال کرده و در نت ییروهاین یکیالکتر

]. 4[ دیرا کنترل نما الیجرم و تکانه (مقدار حرکت) درون س
 یکیالکترواستات يهادانیم يلهیوسمعمولاً به EHD يهاانیرج
 الاتیدر س یکیالکتر لیکه اختلاف پتانس شوندیم جادیا
فشار  انیگراد يریگرا سبب شده و منجر به شکل کیالکتريد
 نی. چنگردندیم الیحرکت س تیو در نها یکیدرواستاتیه

و  یونی يهاپاز جمله پم یگوناگون يهادر سامانه ییندهایفرآ
 مرها،ینانوپل يجوهرافشان، فناور يهادستگاه ک،یالکتريد

کار گرفته به یالیس يهاستمیکروسیو م یکیالکتر يسازخنک
در  ینقش مهم EHD يمطالعه ،یطور کل]. به8[-]5[ شوندیم

 يهادانیدر حضور م رسانامهین ایرسانا  الاتیدرك رفتار س
هوشمند و  يهااز سامانه ياریبس لیتحل انیدارد و بن یکیالکتر

 يهاتوسعه مدل رو،نی. ازادهدیم لیرا تشک نینو یالیکروسیم
 يهاانیجر يسازهیشب يکارآمد برا يعدد يهاو روش قیدق

EHD برخوردار است. ياژهیو تیاز اهم 

 کیدر  یونیکشش  يکربندیدر پ الیس کی EHD انیجر
 شودیارائه م ریز يتوسط معادله يا رهیدا يااستوانه يمجرا

]9[، ]١٠ :[  

                                                             
١ Electrohydrodynamics 
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  : هیاول طیبا شرا
(0)′ݑ  )2( = ܽଵ,        (1)ݑ = ܽଶ. 

) از نوع کاپوتو است؛ در 1ي (کاررفته در معادلهمشتق کسري به
هاي کسري ي مشتقبیانگر مرتبه ߚ و ߥ این تعریف، پارامترهاي

باشد، بیانگر که مجهول مسئله می (ݐ)ݑ کاپوتو هستند. تابع
ي شعاعی از مرکز مجرا را فاصله ݐ سرعت سیال است و متغیر

که به عنوان عدد هارتمن الکتریکی  ܪ دهد. پارامترنشان می

ܪ شود، به صورتشناخته می = ට ூబ௥మ

ఓఞమா
گردد. در تعریف می 

 ݎتریکی یکنواخت در ورودي، چگالی جریان الک ଴ܫاین رابطه، 

 ߤها، میزان تحرك یون ߯بعدسازي)، شعاع مجرا (پیش از بی

شدت میدان الکتریکی است. شایان ذکر  ܧ ویسکوزیته سیال و
یابد. است که با کاهش ویسکوزیته، عدد هارتمن افزایش می

ߙ ي بودن و با رابطهبه عنوان پارامتر غیرخطی ߙهمچنین،  =
∇௉ ఞ
ூబ

− گرادیان فشار در نظر  ܲ∇ شود که در آنیان میب  1
 .گرفته شده و ثابت فرض شده است

 هايبا وجود گستردگی کاربردهاي صنعتی و علمی جریان

EHDها ماهیتی غیرخطی و ، معادلات حاکم بر این نوع جریان
ها وجود ندارد. مدل تکین دارند و معمولاً حل تحلیلی براي آن

هاي اي، شامل عبارتدر مجراي استوانه EHD کلاسیک جریان
غیرخطی است که رفتار سیال را در حضور پارامترهاي میدان 

در این  .]11[ ]،9[ کندالکتریکی و عدد هارتمن توصیف می
هاي فیزیکی دیگر، ابتدا فقط از مشتقات ها و بسیاري مدلمدل

 شد که به دلیل ماهیت ذاتاً مرتبه صحیح (کلاسیک) استفاده می
محلی، تنها قادر به توصیف رفتار آنی سیستم در یک لحظه و 

 نظر در جاي به مشتقات نوع این واقع، درنقطه خاص بودند. 
 در تغییرات به تنها سیستم، توسط شده طی مسیر کل گرفتن



 

 

 رویکرد این. دارند توجه نقطه یک کوچک نهایتبی همسایگی
 و منديحافظه مانند ايپیچیده مفاهیم کردن لحاظ توانایی سنتی
هاي ریاضی نداشت و در نتیجه مدل در را غیرموضعی اثرات
 ها را بازنمایی کند. توانست رفتار واقعی بسیاري از پدیدهنمی

مفهوم  ٢کسري حساب در کلاسیک، هايمدل برخلاف
مندي به این معناست که وضعیت فعلی یک سیستم به حافظه

تمامی سوابق و مقادیر گذشته آن از لحظه شروع فرآیند بستگی 
 هستند واقعیت این بیانگر غیرموضعی اثرات همچنین،]. 12دارد [

 به صحیح، مرتبه عملگرهاي خلاف بر کسري عملگرهاي که
 به و بوده وابسته مانیز بازه یا ناحیه یک در موجود اطلاعات

 ذاتی هايویژگی این]. 13[ شوندنمی محدود خاص نقطه یک
سازي آل براي مدلایده ابزاري کسري حساب که شودمی باعث

 از بسیاري درهاي دوربرد باشد. هاي پیچیده با همبستگیسیستم
 و نانوسیالات ویسکوالاستیک، مواد مانند پیشرفته سیالات
 دما تنش، سرعت، نظیر متغیرهایی کنونی حالت پلیمري، سیالات

 وابسته گذشته در تغییرات زمانی تاریخچه به شدت به غلظت و
 این کسري مشتق بر مبتنی هايتکنیک از استفاده]. 14[ است

 این رفتار تردقیق بینیپیش امکان و کرده برطرف را هامحدودیت
 هايمدل که دهندمی نشان تحقیقات. است ساخته فراهم را مواد

 با بهتري بسیار انطباق سنتی، هايمدل با مقایسه در کسري
.  ]16[ ]،15[دارند   بیولوژي و مهندسی علوم در تجربی هايداده

 EHD هايکارگیري مشتقات کسري در مدلبه همین دلیل، به

دار سیال با دقت شود رفتارهاي زمانی و اثرات حافظهباعث می
ها، طیف سازي شوند.  براي حل عددي این مدلبیشتري شبیه

اند که تحلیلی و عددي گزارش شدههاي نیمهوسیعی از روش
هاي ]، روش1ها [ايهاي طیفی مبتنی بر چندجملهشامل روش

یافته اي لوکاس انتقالهايکلوکیشن و گالرکین مبتنی بر چندجمله
هاي تکراري پیکارد و ]، رویکرد ترکیبی تابع گرین با طرح17[

                                                             
٢ Fractional Calculus 

]، 20]، روش کمترین مربعات [19]، کلوکیشن برنشتاین [18من [
]، 22] ، روش موجک [21شده گسسته [تحلیل هموتوپی بهینه

]، 24]، تحلیل هموتوپی [23هموتوپی [-هاي ترکیبی طیفیروش
هاي کسري هسته بازتولیدکننده براي مدل ]،25سري تیلور [

] 27هاي ترکیبی شبکه عصبی و ژنتیک []، الگوریتم26[
ها هاي طیفی، بسیاري از آنباشند. با وجود دقت بالاي روشمی

هاي غیرخطی در تقریب مشتقات مرتبه بالا یا در حضور عبارت
کسري دچار ناپایداري عددي و افزایش پیچیدگی محاسباتی 

هاي هاي موجود از پایهند. علاوه بر این، بیشتر پژوهششومی
اند که براي برخی کلاسیکی مانند چبیشف یا لژاندر استفاده کرده

هاي از توابع با رفتارهاي نوسانی، همگرایی کندي دارند. در سال
هاي ویژه در بسط توابع و ايي استفاده از چندجملهاخیر، ایده

. یکی از این توابع، تقریب مشتقات مطرح شده است
ي هایپربولیک یافتههاي بسطهاي برنولی و گونهايچندجمله

ها هستند که به دلیل داشتن پایداري عددي بالا، قابلیت آن
هاي کسري دارند. این مناسبی در تقریب مشتقات و انتگرال

شود که خطاي گرد کردن و برش عددي به ویژگی سبب می
دقت همگرایی افزایش یابد. از حداقل برسد و در عین حال 

هاي برنولی سوي دیگر، استفاده از توابع هایپربولیک در بسط
پذیري بالاتري در بازتولید رفتار غیرخطی سیالات باعث انعطاف

 .شودمی

بنابراین، یک شکاف علمی مشخص در ادبیات پژوهش دیده 
شود. این شکاف، نبود یک روش عددي پایدار و دقیق براي می

هاي غیرکلاسیکی با استفاده از پایه EHD معادلات کسريحل 
است. در این پژوهش، با هدف پر کردن این خلاء، یک روش 

در مجراي  EHD ي کسري جریانعددي جدید براي حل معادله
شود. در این روش، مشتق مرتبه بالاي تابع اي ارائه میاستوانه

مجهول با استفاده از بسط سینوس هایپربولیک از 
شود، سپس هاي برنولی مرتبه کسري تقریب زده میايچندجمله



 

 

شود تا اپراتور از دو طرف معادله انتگرال کسري گرفته می
گیري از روش انتگرال کسري استخراج گردد. در ادامه، با بهره

هاي لژاندر، دستگاه ايهاي چندجملهمکانی مبتنی بر ریشههم
د. روش پیشنهادي شوصورت عددي حل میغیرخطی حاصل به

ضمن حفظ پایداري عددي، قادر است با تعداد کم نقاط 
مکانی به دقت بالا دست یابد. نوآوري اصلی این پژوهش، هم

ي یک رویکرد عددي پایدار و با دقت بالا براي حل ارائه
- هاي برنولیبا استفاده از پایه EHD معادلات کسري جریان

هاي کلاسیکی هاي روشهایپربولیک است که بتواند محدودیت
موجود را برطرف سازد و دقت تقریب مشتقات کسري و 

گیري بهبود دهد، که بر سه طور چشمسرعت همگرایی را به
گیري از دستاورد اصلی استوار است: نخست، بهره

که  ߣ هاي برنولی مرتبه کسري با پارامتر کسريايچندجمله
توجه به رفتارهاي پذیر تقریب را با امکان تنظیم انعطاف

 انتگرال عملگر يهکند. دوم، محاسبغیرخطی مسئله فراهم می
 نوع فژر سازيانتگرال قاعده از استفاده با لیوویل-ریمان کسري

 ها،گره هوشمند توزیع و مثبت هايوزن از گیريبهره با که دوم
 سازيگسسته در رایج عددي هايناپایداري از دوري ضمن

 نواحی در را گیريانتگرال دقت کسري، هايانتگرال مستقیم
 یک به مسئله تبدیل سوم،]. 28[ بخشدمی بهبود مبدأ به نزدیک
 هايریشه بر مبتنی مکانیهم طریق از غیرخطی جبري دستگاه

ن با الگوریتم نیوتن. آ حل و یافتهانتقال لژاندر هايايچندجمله
مکانی وان نقاط همها به عنايهاي این نوع چندجملهریشه

شوند زیرا توزیع غیریکنواخت آنها در نزدیکی مرزها انتخاب می
هاي تیز را تر است که دقت در ثبت رفتار مرزي و گرادیانمتراکم

اي از نقاط با دهد. این توزیع همچنین مجموعهافزایش می
کند و به پراکندگی مناسب را در سراسر دامنه تضمین می

ها به کند. این ویژگیش عددي کمک میپایداري و دقت رو
ویژه براي مسائلی که تکین (منفرد) و به شدت غیرخطی هستند، 
بسیار حائز اهمیت هستند. روش پیشنهادي ضمن حفظ پایداري 

مکانی، به دقت عددي، قادر است با تعداد کمی از این نقاط هم
ک ي یطور خلاصه، هدف این پژوهش، ارائهبالایی دست یابد. به

رویکرد عددي پایدار و با دقت بالا براي حل معادلات کسري 
هایپربولیک است که -هاي برنولیبا استفاده از پایه EHD جریان

هاي کلاسیکی موجود را برطرف هاي روشبتواند محدودیت
سازد و دقت تقریب مشتقات کسري و سرعت همگرایی را 

 .گیري بهبود دهدطور چشمبه

صورت زیر تنظیم شده است. ساختار پژوهش بهي مقاله، در ادامه
، مفاهیم پایه و تعاریف مربوط به حساب کسري، 2در بخش 
ي انتگرال گیري هاي برنولی مرتبه کسري و قاعدهايچندجمله

, روش عددي پیشنهادي بر 3فِژر اختصاص دارد. در بخش 
 مکانیهم الگوریتم و هایپربولیک–هاي برنولیي تقریبپایه

 تشریح آن سازيپیاده مراحل و شده ارائه یافتهانتقال رلژاند
به تحلیل همگرایی روش اختصاص  4 بخش ادامه، در. گرددمی

، 5دارد و سپس  براي اعتبارسنجی روش پیشنهادي، در بخش 
با پارامترهاي مختلف حل شده و  EHD ي کسري جریانمعادله

گردد، و بخش نتایج عددي در قالب جداول و نمودارها ارائه می
بندي از نتایج و پیشنهاد مسیرهاي ي جمعپایانی مقاله به ارائه

 .آتی پژوهش اختصاص یافته است

 نیازهاپیش  .2

در این بخش، مفاهیم و تعاریف مورد نیاز براي تدوین روش 
کردن چارچوبی ریاضی شود. هدف، فراهمپیشنهادي مرور می

هایپربولیک در -برنولیهاي براي استفاده از حساب کسري و پایه
 .است EHD ي کسري جریانحل معادله

 هاي کسريانتگرال و مشتق. 1,2

لیوویل و مشتق کسري کاپوتو از -انتگرال کسري ریمان 
هاي داراي حافظه سازي پدیدهپرکاربردترین تعاریف در مدل



 

 

لیوویل براي تابعی -. انتگرال کسري ریمان]30[ ]،29[هستند  
ߥ ت ي مثبمرتبه و (ݐ)ݑ پیوسته >   ]31[ صورت، به0

)3(  (ℐఔݑ)(ݐ) =
1

න(ߥ)߁
௧

଴
ݐ) −  ,ݏ݀(ݏ)ݑఔିଵ(ݏ

صورت طور مشابه، مشتق کسري کاپوتو بهشود. بهتعریف می
 :شودزیر تعریف می

(஼ࣞఔݑ)(ݐ) =
1

Γ(݊ − (ߥ
න
௧

଴
ݐ) − ,ݏ݀ (ݏ)(௡)ݑ௡ିఔିଵ(ݏ

݊ − 1 < ߥ ≤ ݊, 

)4( 

݊ که در آن =  تر یا مساويعدد صحیح بزرگترین کوچک ⌈ߥ⌉

هاي سازي سامانهست. کاربرد این تعاریف در مدلا ߥ
هاي پراکندگی دار و پدیدههاي حافظهویسکوالاستیک، جریان
هاي مهم . حال، برخی ویژگی]33[ ]،32[کسري گسترده است 

صورت کاپوتو و انتگرال کسري مربوط به مشتق کسري به
 اثبات در کلیدي نقش هاویژگی این. شودمی ارائه لیوویل–ریمان
 .) دارند1ي (عددي معادله سازيپیاده و روابط

  :]29[ زاند اهاي مهم این دو اپراتور عبارتویژگی

)5(   ஼ࣞఔ ℐఔ(ݐ)ݑ =  ,(ݐ)ݑ

)6(  ℐఔ (஼ࣞఔ)(ݐ)ݑ = (ݐ)ݑ −෍
௡ିଵ

௜ୀ଴

(0)(௜)ݑ
݅!

௜ݐ , 

)7(   ஼ࣞఔ(ݐ)ݑ = ℐ௡ିఔ (஼ࣞ௡)(ݐ)ݑ, 

)8(  
 ஼ࣞఔݐఉ

= ቐ
0, ߚ ∈ ℕ଴,ߚ < ,⌈ߥ⌉
Γ(ߚ + 1)

Γ(ߚ + 1− (ߥ
ఉିఔݐ , درغیراینصورت  

)9(  ℐఔݐఉ =
Γ(ߚ + 1)

Γ(ߚ + 1 + (ߥ
ఉାఔݐ , 

)10(   ஼ࣞఔߟ = 0, 

଴ܰعدد حقیقی،  ߟ که در آن = {0, 1, 2, … ݊ و  { − 1 <

ߥ ≤  .ستا  ݊

 توابع برنولی مرتبه کسري. 2,2

پردازیم که مرتبه کسري میدر این بخش به معرفی توابع برنولی  
شوند. هاي کلاسیک برنولی محسوب میايتعمیمی از چندجمله

به صورت زیر  ݉ از مرتبه (ݐ)௠ߚ فرم تحلیلی تابع برنولی
  :است

(ݐ)௠ߚ  )11( = ෍
௠

௜ୀ଴

ቀ݉݅ ቁߚ௠ି௜ݐ௜ ,    0 ≤ ݐ ≤ 1, 

:௜ߚکه در این رابطه،  = ݅ براي ௜(0)ߚ = 0,1, … ,݉ 

 .اعداد برنولی است يدهندهنشان

ݐ توابع برنولی مرتبه کسري با اعمال تغییر متغیر → در  ఒݔ
شوند، که در آن هاي برنولی استاندارد تعریف میايچندجمله

0 < ߣ ≤  پارامتر مرتبه کسري است. این توابع با نماد 1

௠ఒߚ شوند. فرم تحلیلی تابع برنولی مرتبه شان داده مین  (ݔ)
௠ఒߚ کسري   :شودبه صورت زیر بیان می ߣ݉ از مرتبه (ݔ)

௠ఒߚ  )12( (ݔ) = ෍
௠

௜ୀ଴

ቀ݉݅ ቁߚ௠ି௜ݔ௜ఒ,    0 ≤ ݔ ≤ 1, 

 :چند تابع اول از این خانواده به شرح زیر هستند

(ݔ)଴ఒߚ  = 1, 

(ݔ)ଵఒߚ  = ఒݔ − ଵ
ଶ
, 

(ݔ)ଶఒߚ  = ଶఒݔ − ఒݔ + ଵ
଺
, 

(ݔ)ଷఒߚ  = ଷఒݔ − ଷ
ଶ
ଶఒݔ + ଵ

ଶ
ఒݔ . 

هاي عددي ها در بسطهموار، استفاده از آندلیل داشتن رفتار به 
 شودباعث کاهش خطاي گردکردن و بهبود پایداري عددي می

]34[. 



 

 

  گیري عددي به روش فِژرانتگرال .3,2

ي اپراتور انتگرال کسري، براي تقریب عددي انتگرال در محاسبه 
ها و ي گرهشود. این روش بر پایهاستفاده می ٣ي فژراز قاعده

گردد. فرمول کلی به صورت زیر هاي چبیشفی تعریف میوزن
  :است

)13(  න
ଵ

଴
ݔ݀ (ݔ)݂ ≈ ෍

௡

௞ୀ଴

߱௞  ݂ ൬
1 + ௞ݔ

2
൰, 

 که در آن، 

௞ݔ = cos(ݒ௞),    ߱௞ = ଶୱ୧୬(௩ೖ)
௡

∑
ቔ೙మቕ
௝ୀ଴ sinቀ(ଶ௝ିଵ)௩ೖ

ଶ௝ିଵ
ቁ ,

௞ݒ = ௞గ
௡

,    ݇ = 0,1, … ,݊.
 )14(  

براي هاي دقیق و پایدار ي عددي فژر یکی از روشقاعده 
]. در این روش، تابع 35هاي معین است [تقریب عددي انتگرال

هاي چبیشف ايمورد نظر ابتدا با یک سري محدود از چندجمله
صورت تحلیلی شود و سپس انتگرال هر جمله بهتقریب زده می

نوع «ي ي فژر، نسخهگردد. در میان دو نوع قاعدهمحاسبه می
مکانی دارد اي طیفی و همهبیشترین کاربرد را در روش» دوم

هاي داخلی هاي مرزي آن صفر بوده و تنها از گرهزیرا وزن
شود در ]. این ویژگی باعث می36کند [استفاده می

، دقت بالا با پیچیدگی )ℐఔرنظیر اپراتو( هاي کسريگیريانتگرال
ي فژر نوع دوم از طور کلی، قاعدهدست آید. بهمحاسباتی کم به
پایداري عددي مناسب و سازگاري عالی با دقت طیفی، 

هاي چبیشفی برخوردار است و به همین دلیل در الگوریتم بسط
 هاي کسري به کار گرفته شده استحاضر براي تقریب انتگرال

]37[.  

                                                             
٣ Fejér Quadrature 

 ي کسري جریانروش عددي براي حل معادله .3

EHD 
ي در این بخش، روش عددي پیشنهادي براي حل معادله  

شود. ) ارائه می1ي (شده در رابطهارائه EHD کسري جریان
ي اصلی روش، تقریب بالاترین مشتق مرتبه کسري با ایده

هاي برنولی مرتبه کسري و استفاده از بسط هایپربولیک از پایه
 یک تا است لیوویل–سپس اعمال عملگر انتگرال کسري ریمان

با  به دست آید. در ادامه، (ݐ)ݑ مجهول تابع از تحلیلی نمایش
هاي لژاندر یابی آن در گرهمکانتشکیل تابع باقیمانده و هم

یافته، مسئله به یک دستگاه معادلات جبري غیرخطی تبدیل انتقال
 .کندشود که حل آن ضرایب مجهول را تعیین میمی

 هایپربولیک- هاي برنولیبسط تابع مجهول با پایه .1,3

) را، 1ي (در معادلهي مشتق براي تقریب بهتر، بالاترین مرتبه 
  :گیریمبصورت بسطی از نوع هایپربولیک برنولی در نظر می

)15(   ஼ࣞఔ(ݐ)ݑ ≅ sinh(۱்۰(ݐ)) =஼ ࣞఔ(ݐ)⋆ݑ, 

۱و  (ݐ)ݑ نمایش تقریبی از (ݐ)⋆ݑ که در آن  =

[ܿ଴, ܿଵ, … , ܿ௠]்  (ݐ)۰و بردار ضرایب مجهول =

,(ݐ)ଵఒߚ,(ݐ)଴ఒߚ] … ௠ఒߚ, هاي برنولی مرتبه دار پایهبر  ்[(ݐ)
 .کسري است

) 15ي (معادله طرف دو از لیوویل- ریمان گیري کسريبا انتگرال
 :آیدي زیر به دست می) رابطه6گیري از ویژگی (و بهره

(ݐ)ݑ  ≅ ℐఔ(sinh(۱்۰(ݐ))) + (0)ݑ +   .ݐ (0)′ݑ
)16(  

,ݐ)Λ حال، عملگر انتگرال کسري  را به صورت زیر تعریف  (ߥ
 کنیممی

)17(  Λ(ݐ, (ߥ = ℐఔ(sinh(۱்۰(ݐ))). 



 

 

 بیان در کلیدي نقش عددي، الگوریتم يهاین عملگر در ادام 
 کند. با تعریف عملگرایفا می (ݐ)ݑ جواب تقریب صریح

Λ(ݐ,  يهسازي روش عددي، محاسب، گام بعدي در پیاده(ߥ
 تحلیلی گیريانتگرال که آنجا از. است کسري انتگرال این کارآمد

طور مستقیم دشوار است، به ((ݐ)۱୘۰)sinh عبارت مورد در
 تقریب براي پایدار و دقیق عددي يهلازم است از یک قاعد

 فژر گیريانتگرال يهقاعد راستا، این در. بگیریم بهره انتگرال
 و عددي پایداري بالا، طیفی دقت دلیل به) آن دوم نوع ویژهبه(

 مناسبی انتخاب ها،ايچندجمله هايبسط با مطلوب سازگاري
 فِـژر گیريانتگرال يقاعده اعمال چگونگی بعد، بخش در. است
,ݐ)Λ عددي يمحاسبه براي دوم نوع  .، ارائه خواهد شد(ߥ

 ي فژرتقریب عملگر انتگرال کسري با قاعده  .2,3

,ݐ)Λ ي عملگردر این بخش، براي محاسبه  ي در رابطه (ߥ
گیریم. ابتدا گیري فژر نوع دوم بهره میي انتگرالقاعده)، از 17(

 م:) داری3لیوویل (-با استفاده از تعریف انتگرال کسري ریمان

 Λ(ݐ, (ݒ = ℐఔ൫sinh(۱்۰(ݐ))൯ = ℐఔ(߮(۱,ݐ)) 

 = ଵ
୻(ఔ)∫

௧
଴ ݐ) −  ݏ݀ (۱,ݏ)ఔିଵ߮(ݏ

 = ௧
୻(ఔ)∫

ଵ
଴ ݐ) −  .ݏ̃݀(۱,ݏ̃ݐ)ఔିଵ߮(ݏ̃ݐ

  :گیري فژر داریمانتگرالگیري از قاعده حال، با بهره

Λ(ݐ, (ݒ =
ݐ

Γ(ߥ) ෍ݓ௝

௡

௞ୀ଴

൭ݐ − ݐ ൬
1 + ௝ݔ

2
൰൱

ఔିଵ

× ߮ ൬ݐ ൬
1 + ௝ݔ

2
൰ ,۱൰ ,

 

  و در نتیجه، 

Λ(ݐ, (ߥ =
ݐ

Γ(ߥ)෍ ௝߱

௡

௝ୀ଴

൤ݐ ൬1−
1 + ௝ݔ

2
൰൨

ఔିଵ

× sinh ൭۱்۰൬ݐ
1 + ௝ݔ

2
൰൱ ,

 

)18(  

௝߱ و ௝ݔ که در آن ي فژر نوع هاي قاعدهها و وزنترتیب گرهبه 
 .دوم هستند

سازي روش معادلات جبري و پیادهتشکیل دستگاه . 3,3
 مکانیهم

,ݐ)Λ با در دست داشتن تقریب عددي  )، 18ي (از رابطه (ߥ
و مشتقات کسري مرتبه  (ݐ)ݑ توان تقریب جواباکنون می

طور صریح بیان کرد. سپس با جایگذاري در تر را بهپایین
مکانی، دستگاه معادلات ي اصلی و اعمال شرط هممعادله

 :شود. مراحل تفصیلی به شرح زیر استحاصل میغیرخطی 

توان ) را می16( ي)، رابطه2ي (با توجه به شرایط اولیه
 ،صورت زیر بازنویسی کردبه

(ݐ)ݑ  )19( ≅ Λ(ݐ, (ߥ + (0)ݑ + ܽଵݐ. 

ݐ با قرار دادن  = (1)ݑ ) و استفاده از شرط19در  ( 1 = ܽଶ 

  داریم

(0)ݑ  )20( = ܽଶ − ܽଵ − Λ(1,  ,(ߥ

  ود:شصورت زیر نوشته مینتیجه، تابع تقریبی نهایی بهدر  

(ݐ)ݑ  )21( ≅ Λ(ݐ, (ߥ − Λ(1, (ߥ + (ܽଶ − ܽଵ)
+ ܽଵݐ =  .(ݐ)⋆ݑ

  ) و8)،  (7با استفاده از خواص عملگرهاي کسري (معادلات ( 

 :)، داریم)10(

)22(  
 ஼ࣞఉ(ݐ)ݑ ≅ ,ݐ)߉ ߥ − (ߚ − ,1)߉ ߥ − (ߚ

+ ܽଵ
(2)߁

2)߁ − (ߚ
ଵିఉݐ

= ࣞఉ(ݐ)⋆ݑ. 

  

 :کنیمرا به صورت زیر معرفی می (۱,ݐ)ℛ تابع باقیمانده



 

 

 ℛ(ݐ, ۱) = (1 − ((ݐ)⋆ݑߙ ቂ ஼ࣞఔ(ݐ)⋆ݑ +
ଵ
௧

஼
ࣞఉ(ݐ)⋆ݑ + ଶ(1ܪ − ߙ) +   .ቃ((ݐ)⋆ݑ(1

)23( 

ي فوق، ) در معادله22) و (21)، (15با جایگذاري تقریب هاي ( 
   د:شوصورت زیر تعریف میتابع باقیمانده به

ℛ(۱,ݐ) = ൫1− ,ݐ)Λ)ߙ (ߥ − Λ(1,ߥ) + (ܽଶ − ܽଵ) + ܽଵݐ)൯
        × [sinh(۱்۰(ݐ)) + ଵ

௧
(Λ(ݐ, ߥ − (ߚ − Λ(1,ߥ − (ߚ

           +ܽଵ
୻(ଶ)

୻(ଶିఉ) ݐ
ଵିఉ) + −ଶ(1ܪ ߙ) + 1)(Λ(ߥ,ݐ)

                                      −Λ(1, (ߥ + (ܽଶ − ܽଵ) + ܽଵݐ))].
)24(  

   مکانیحال با اعمال شرط هم 

)25(  ℛ(ݐ௜ ,۱) = 0,        ݅ = 1,2, … ,݉ + 1, 

௜ݐ که در آن یافته هاي لژاندر انتقالايهاي چندجملهریشه 
݉ يهدرج + هستند، بدین ترتیب یک  [0,1]ي ر بازهد 1

݉ دستگاه + ݉ ي غیرخطی بامعادله 1 + مجهول تشکیل  1
 گردد و حل تقریبیشود که با روش تکراري نیوتن حل میمی

هاي ترکیب پایهآید. روش پیشنهادي با دست میبه  (ݐ)⋆ݑ
 ضمن لژاندر، مکانیهم و فژر گیريانتگرال هایپربولیک،–برنولی
) 1( يمعادله حل براي را بالایی دقت عددي، پایداري حفظ
 .سازدمی فراهم

 تحلیل همگرایی .4

هاي همگرایی راهکار عددي پیشنهادي را در این بخش، ویژگی 

کنیم. بررسی می (1و0)در چارچوب فضاي سوبولف روي بازه 
߬ بدین منظور ابتدا تعریف نرم سوبولف از مرتبه صحیح ≥ 0 

 :]38[ دشویادآوري می

 ∥ ݑ ∥ுഓ(଴,ଵ)= ቀ∑ఛ
௥ୀ଴ ∫

ଵ
଴ ቁݐଶ݀|(ݐ)(௥)ݑ|

భ
మ =

ቀ∑ఛ
௥ୀ଴ ∥ (ݐ)(௥)ݑ ∥௅మ(଴,ଵ)

ଶ ቁ
భ
మ, 

 .است ݑ براي ݎ مشتق از مرتبه (ݐ)(௥)ݑ که در آن

ݑ فرض کنید .1لم    ∈ ߬ با ఛ(0,1)ܪ ≥ ݉و 0 ≥  ∗ݑ، و߬

 يشدهباشد که با استفاده از بسط سري بریده ݑ هترین تقریبب
دست آمده است. هایپربوکیک برنولی کسري بهتوابع سینوس

  ]38[ آنگاه تخمین زیر برقرار است

)26(  ∥ ݑ − ∗ݑ ∥௅మ(଴,ଵ)≤ ఛି݉ܭܿ , 

1و به ازاي  ≤ ݏ ≤ ߬ ، 

 ∥ ݑ − ∗ݑ ∥ுೞ(଴,ଵ)≤ ଶ௦ିభమିఛ݉ܭܿ , 

ܿ که در آن ∈ ℝ وابسته است. همچنین ߬ و به  

)27(  ∥ ′ݑ − ∗′ݑ ∥௅మ(଴,ଵ)≤ ଶ௦ିଵଶିఛ݉ܭܿ , 

)28(  ∥ ′′ݑ − ∗′′ݑ ∥௅మ(଴,ଵ)≤ ଶ௦ିభమିఛ݉ܭܿ ,  

1که در آن   ≤ ݏ ≤ ܭ و  ߬ =∥ (ఛ)ݑ ∥௅మ(଴,ଵ). 

- پذیر کسري ریمانیک تابع مطلقاً انتگرال ݑ فرض کنید .2لم   

باشد. در این صورت نامساوي زیر  [0,1]لیوویل روي بازه 
 :برقرار است

 ‖ℐఊݑ − ℐఊݑ∗‖௅మ(଴,ଵ) ≤ ेଵ‖ݑ −  ,௅మ(଴,ଵ)‖∗ݑ

  که در آن

 ेଵ = ℓభ
୻(ఊାଵ)

, 

  هضریب تبدیلی است ک ℓଵ و
 ∥ ݑ − ∗ݑ ∥௅ಮ(଴,ଵ)≤ ℓଵ ∥ ݑ − ∗ݑ ∥௅మ(଴,ଵ)  

 .کندرا برآورده می

  ) داریم3ي (از رابطه اثبات:  



 

 

|ℐఊݑ − ℐఊݑ∗| ≤
1

Γ(ߛ)
න
௧

଴
ݐ) − (ݏ)ݑ|ఊିଵ(ݏ − ݏ݀ |(ݏ)∗ݑ

≤∥ ݑ − ∗ݑ ∥௅ಮ(଴,ଵ)
1

Γ(ߛ)
න
௧

଴
ݐ) − ݏఊିଵ݀(ݏ

=∥ ݑ − ∗ݑ ∥௅ಮ(଴,ଵ)
1

Γ(ߛ + 1)
ఊݐ

≤∥ ݑ − ∗ݑ ∥௅ಮ(଴,ଵ)
1

Γ(ߛ + 1)
.

 

از دو سوي نامساوي فوق و استفاده از  ଶܮ اکنون با گرفتن نرم
 آید، نتیجه مطلوب زیر به دست میଶܮ و ஶܮ هايرابطۀ بین نرم

‖ℐఊݑ − ℐఊݑ∗‖௅మ(଴,ଵ) ≤
ℓభ

୻(ఊାଵ)   ∥ ݑ − ∗ݑ ∥௅మ(଴,ଵ). 

 .این همان ادعاي قضیه است

 و برقرار باشند  2و  1هاي فرض کنید مفروضات لم .3لم   

ݑ ∈ 0که طوريهب ௡[0,1]ܥ < ߚ ≤ نگاه تخمین زیر آ .1
 :برقرار است

ฮ ஼ࣞఉ(ݐ)ݑ−஼ࣞఉ(ݐ)∗ݑฮ௅మ(଴,ଵ) ≤ ेଶି݉ܭఛ ,

 )29(  

  که در آن 

ेଶ =
ℓଵ

Γ(2− (ߚ
ܿ ݉ଶ௦ିଵଶ. 

0ن ) و با در نظر گرفت4) و (3با استفاده از روابط ( اثبات:   <

ߚ ≤   داریم 1

ห ஼ࣞఉ(ݐ)ݑ−஼ࣞఉ(ݐ)∗ݑห
= หℐଵିఉ(ݐ)′ݑ − ℐଵିఉ(ݐ)∗′ݑห. 

گیریم، سپس می ଶܮ اکنون از هر دو سوي نامساوي فوق نرم
 ،مبری) را به کار می27و نامساوي ( 2و  1هاي لم

 
ฮ ஼ࣞఉ(ݐ)ݑ−஼ࣞఉ(ݐ)∗ݑฮ௅మ(଴,ଵ) ≤ ℓభ

୻(ଶିఉ)
  ∥ ′ݑ − ∗′ݑ ∥௅మ(଴,ଵ)

≤ ℓభ
୻(ଶିఉ)

ଶ௦ିభమିఛ݉ܭܿ .
 

 .شودبنابراین حکم قضیه اثبات می

1براي  3شده در لم با فرض اینکه شرایط بیان نتیجه.   < ߥ ≤

   برقرار باشند، خواهیم داشت 2
‖ ஼ࣞఔ(ݐ)ݑ−஼ࣞఔ(ݐ)∗ݑ‖௅మ(଴,ଵ) ≤ ेଷି݉ܭఛ ,

 )30( 

 .حقیقی استیک ثابت  ଷे که در آن 

(و با استفاده از  3برهان این نتیجه کاملاً مشابه برهان لم  اثبات:  
 .) است2و  1هاي لم

برقرار باشند. در این صورت  3فرض کنید فرضیات لم  ضیه.ق

   تخمین زیر براي نرم باقیمانده برقرار است
‖ℛ(۱,ݐ)‖௅మ(଴,ଵ) ≤ (ेଷ(1 + (ଵߢߙ + ेଶ1)ߜ + (ଵߢߙ

ߙ)ଶܪ)ܿ+   + 1)(1 + (ସߢߙ
ଶߢ)ߙ+   + ߜଷߢ ఛି݉ ܭ(((ଶܪ+ ,

 

   که در آن

ଵߢ =∥ ݑ ∥௅మ(଴,ଵ),
ଶߢ =∥஼ ࣞఔݑ∗ ∥௅మ(଴,ଵ),
ଷߢ =∥஼ ࣞఉݑ∗ ∥௅మ(଴,ଵ),
ସߢ =∥ ݑ + ∗ݑ ∥௅మ(଴,ଵ).

 

 :) داریم1ي (بر اساس تعریف تابع باقیمانده و معادله اثبات:  

ℛ(۱,ݐ) = ஼ࣞఔ(ݐ)ݑ + ଵ
௧
஼ࣞఉ(ݐ)ݑ + ଶܪ

ߙ)ଶܪ− + (ݐ)ݑ(1 − (ݐ)ݑ஼ࣞఔ(ݐ)ݑߙ
− ଵ

௧
(ݐ)ݑ஼ࣞఉ(ݐ)ݑߙ (ݐ)ݑߙଶܪ−

ߙ)ߙଶܪ+ + (ݐ)ଶݑ(1 − ஼ࣞఔ(ݐ)∗ݑ
− ଵ

௧
஼ࣞఉ(ݐ)∗ݑ − ଶܪ ߙ)ଶܪ+ + (ݐ)∗ݑ(1

(ݐ)∗ݑ஼ࣞఔ(ݐ)∗ݑߙ+ + ଵ
௧
(ݐ)∗ݑ஼ࣞఉ(ݐ)∗ݑߙ

(ݐ)∗ݑߙଶܪ+ − ߙ)ߙଶܪ + .(ݐ)ଶ∗ݑ(1
بندي جملات، نامساوي مثلث را اعمال سازي و دستهبا مرتب

 :کنیممی



 

 

‖ℛ(۱,ݐ)‖௅మ(଴,ଵ) ≤ ฮݑߥࣞܥ − ฮ௅మ(଴,ଵ)∗ݑߥࣞܥ

ߜ+ ቛݑߚࣞܥ − ቛ∗ݑߚࣞܥ
௅మ(଴,ଵ)

ߙ)ଶܪ+                           + ݑ‖(1 − ௅మ(଴,ଵ)‖∗ݑ

ݑߥࣞܥ ݑฮߙ+          − ∗ݑߥࣞܥ ݑ + ∗ݑߥࣞܥݑ − ฮ௅మ(଴,ଵ)∗ݑߥࣞܥ ∗ݑ

ߙߜ+      ቛݑߚࣞܥ ݑ − ∗ݑߚࣞܥ ݑ + ∗ݑߚࣞܥݑ − ቛ∗ݑߚࣞܥ ∗ݑ
௅మ(଴,ଵ)

ݑ‖ߙଶܪ+       − ௅మ(଴,ଵ)‖∗ݑ ߙ)ߙଶܪ+ + ଶݑ‖(1 − .ଶ‖௅మ(଴,ଵ)∗ݑ

 

اکنون با استفاده مجدد از نامساوي مثلث و خاصیت ضرب در 
 :ها، داریمنرم

‖ℛ(۱,ݐ)‖௅మ(଴,ଵ) ≤ ൫1 + ݑఔࣞܥ௅మ(଴,ଵ)൯ฮ‖ݑ‖ߙ − ฮ௅మ(଴,ଵ)∗ݑߥࣞܥ

൫1ߜ+ + ݑߚࣞܥ௅మ(଴,ଵ)൯ቛ‖ݑ‖ߙ − ஼ࣞఉݑ∗ቛ
௅మ(଴,ଵ)

ߙ)ଶܪ)+ + 1)൫1 + ݑ‖ߙ + ௅మ(଴,ଵ)൯‖∗ݑ

  + ฮ௅మ(଴,ଵ)∗ݑߥࣞܥฮ)ߙ + ߜ ቛݑߚࣞܥ∗ቛ
௅మ(଴,ଵ)

((ଶܪ+ × ݑ‖ − .௅మ(଴,ଵ)‖∗ݑ

 

) و 29)، (26آمده از (دستهاي بهدر نهایت با جایگذاري کران
  رسیم)، به نامساوي زیر می30(

‖ℛ(۱,ݐ)‖௅మ(଴,ଵ) ≤ (ेଷ(1 + (ଵߢߙ + ेଶ1)ߜ + (ଵߢߙ
ߙ)ଶܪ)ܿ+   + 1)(1 + (ସߢߙ
ଶߢ)ߙ+   + ߜଷߢ ఛି݉ ܭ(((ଶܪ+ .

 

 شود کهاز این نامساوي به روشنی نتیجه می

 lim
௠→ஶ

∥ ℛ(۱,ݐ) ∥௅మ(଴,ଵ)= 0. 

 نتایج عددي  .5

هاي در این بخش، کارایی و دقت روش پیشنهادي مبتنی بر پایه 
 )EHD )1 ي کسري جریانهایپربولیک براي حل معادله-برنولی

 Wolfram گیرد. تمامی محاسبات در محیطمورد بررسی قرار می

Mathematica 12  يانهوي رایر Asus DESKTOP-L7SUP39 

-13th Gen Intel(R) Core(TM) i7 يهجهز به پردازندم 

13620H (2.40 GHz)  شده انجام گیگابایت 32 يهحافظ و 
 .است

 و ߥ پارامترهاي از مختلفی مقادیر کسري، يهبراي مشتقات مرتب
 نتخاب شده است. با توجه به اهمیت شدت پارامتر غیرخطیا  ߚ

مقادیر با درنظرگرفتن  EHD در جریان ܪ ، و عدد هارتمنߙ
) 1ي (متفاوت براي این پارامترها، تأثیر هر یک بر پاسخ مسئله

مورد بررسی و تحلیل قرار گرفته است. از آنجا که تاکنون جواب 
) ارائه نشده است، 1ي مقدار مرزي (تحلیلی دقیقی براي مسئله

ي ي مطلق رابطهبراي سنجش دقت روش، از خطاي باقیمانده
اي سنجش میزان انطباق پاسخ تقریبی با ) به عنوان معیاري بر23(

 :شودي حاکم استفاده میمعادله

(ݐ)୰ୣୱܧ  = |ℛ(۱,ݐ)|. 

ߥ ي که براي پارامترها 1نتایج جدول   = ߚ، 1.9 = 0.9 ،

݉ = ߣ و 12 = ଵ
ସ
دهد که با محاسبه شده است، نشان می 

ଶܪ افزایش عدد هارتمن از = ଶܪ به   0.5 = ، سرعت 2
یابد. طور قابل توجهی افزایش میبهسیال در تمام نقاط مجرا 

ߙ عنوان مثال، برايبه = ݐر د 0.5 = ، سرعت از 0.1
تأثیر  يدهندهافزایش یافته که نشان 710791/0 به 272728/0

ي مستقیم تقویت میدان الکتریکی بر افزایش نیروي محرکه
الکتریکی و در نتیجه افزایش سرعت جریان است. از سوي 

، سرعت سیال 2به 0.5 از  ߙ رامتر غیرخطیدیگر، با افزایش پا
یابد که ناشی از افزایش گرادیان فشار و مقاومت بیشتر کاهش می

شده در ي گزارشباشد. خطاي باقیماندهدر برابر حرکت سیال می
قرار دارد که دقت بالاي روش  10ିଵଵتا  10ି଺ يمحدوده

أیید فیزیکی مورد نظر ت يسازي پدیدهپیشنهادي را در شبیه
نشان  1شده در انتهاي جدول درج يهاي اجراکند.  زمانمی
ଶܪ دهد که افزایش عدد هارتمن ازمی = ي ، هزینه2به  0.5

دهد. این پدیده محاسباتی را به میزان قابل توجهی کاهش می
هاي ناشی از کاهش نسبی غیرخطی بودن مسئله در میدان

را تسریع  تر است که همگرایی روش نیوتنالکتریکی قوي
بر زمان اجرا وابسته  ߙ کند. همچنین، تأثیر پارامتر غیرخطیمی
زمان را افزایش  ߙ کوچک، افزایش ଶܪ است؛ در ଶܪ به

زمان را اندکی کاهش  ߙ بزرگ، افزایش ଶܪ دهد، اما درمی



 

 

 .سرعت همگرایی است و مقاومت غیرخطی در تعییني الکتریکی دهد که حاکی از تعامل پیچیده بین نیروي محرکهمی

 ૛ࡴ و عدد هارتمن ࢻ براي مقادیر مختلف (ثانیه)نتایج عددي، خطاي باقیمانده و زمان اجرا  :)1(جدول 

2ܪ  = 2ܪ 0/5 = 2 

ߙ  = ߙ 0/5 = ߙ 2 = ߙ 0/5 = 2 

t ܧ (ݐ)∗ݑ୰ୣୱ ܧ (ݐ)∗ݑ୰ୣୱ(ݐ) ܧ (ݐ)∗ݑ୰ୣୱ ܧ (ݐ)∗ݑ୰ୣୱ 

0/1 0/272728 7/80݁ − 07 0/226361 5/16݁ − 07 0/710791 2/30݁ − 06 0/405051 5/58݁ − 05 

0/2 0/244181 5/07݁ − 07 0/202541 3/58݁ − 07 0/632795 1/72݁ − 06 0/310322 3/20݁ − 05 

0/3 0/217408 5/95݁ − 08 0/180384 4/47݁ − 08 0/560526 2/19݁ − 07 0/236461 1/60݁ − 06 

0/4 0/190418 7/61݁ − 09 0/158198 6/00݁ − 09 0/489874 2/98݁ − 8 0/183023 4/73݁ − 08 

0/5 0/162468 6/75݁ − 12 0/135293 1/95݁ − 11 0/418508 2/25݁ − 11 0/145833 4/93݁ − 10 

0/6 0/133216 7/50݁ − 10 0/111298 6/61݁ − 10 0/344771 3/41݁ − 09 0/118416 3/09݁ − 08 

0/7 0/102466 5/67݁ − 10 0/085966 4/88݁ − 10 0/267297 2/55݁ − 09 0/094515 2/57݁ − 08 

0/8 0/070085 2/45݁ − 10 0/059095 2/16݁ − 10 0/184832 1/15݁ − 09 0/069134 9/29݁ − 09 

0/9 0/035964 7/78݁ − 11 0/030501 7/23݁ − 12 0/096152 8/63݁ − 11 0/038559 2/61݁ − 09 

 زمان
  اجرا

9/891 11/688 5/265 4/953 

هایپربولیک، -هاي برنولیدر پایه ߣ براي بررسی تأثیر پارامتر
ߥ با ) 1ي (معادله = ߚ، 2 = ଶܪ، 1 = ߙ، 1 =  و 1

݉ = گزارش شده است.  2ل شده و نتایج در جدول ح  12

ߣ شود، در این مسئله، مقدارطور که مشاهده میهمان = ଵ
ସ
 

باقیمانده را تولید کرده و عملکرد بهتري نسبت کمترین خطاي 

ଵاز  ߣ به سایر مقادیر دارد. با افزایش
ସ

طور ، خطا به 1تا  
ݐ یابد؛ به عنوان مثال، درمحسوسی افزایش می = خطا از  0.1

1.13 × 10ି଺ ߣ براي = ଵ
ସ
1.11به   × 10ିଷ ߣي برا =

ي حساسیت روش نسبت به دهندهرسد. این رفتار نشانمی 1

هاي طیفی و تأثیر مستقیم این پارامتر بر ویژگی ߣ انتخاب
 ߣ هاي مورد استفاده است. بنابراین، تعیین مقدار مناسبپایه

ي نقش مهمی در دستیابی به دقت مطلوب داشته و مقدار بهینه
آن به ساختار مسئله و پارامترهاي کسري وابسته است.  در 

گزارش شده  ߣ هر مقدار، زمان اجرا متناظر با 2انتهاي جدول 

ߣ شود که اگرچهاست. مشاهده می = ଵ
ସ
بیشترین دقت را ارائه  

ߣ دهد، زمان محاسباتی آن نسبت به مقادیرمی = ଵ
ଶ

, ଶ
ଷ

, 1 

ي دستیابی به دقت بالاتر با بیشتر است. این افزایش زمان، هزینه
کوچکتر محسوب  ߣ هایپربولیک با-هاي برنولیاستفاده از پایه



 

 

ߣ بل توجه است که مقدارشود. قامی = ଵ
ଷ
تنها بزرگترین نه 

ثانیه) نیز  20.156خطاي باقیمانده را دارد، بلکه زمان اجرا آن (
ي دهندهطور چشمگیري از سایر مقادیر بیشتر است که نشانبه

مکانی و حل رفتار نامناسب عددي این پارامتر در فرآیند هم

ߣ باشد. بنابراین، انتخابدستگاه غیرخطی می = ଵ
ସ
با وجود  

ي ي محاسباتی بالاتر، به دلیل دقت بسیار مطلوب، گزینههزینه
 .مناسبی براي مسئله است

 ࣅ ف اي مقادیر مختلبر خطاي باقیمانده و زمان اجرا (ثانیه) :)2(جدول 

t 
ߣ =

1

4
ߣ  =

1

3
ߣ  =

1

2
ߣ  =

2

3
 

ߣ = 1 

0/1 1/13݁ − 06 4/68݁ − 01 8/35݁ − 06 2/80݁ − 05 1/11݁ − 03 

0/2 7/82݁ − 07 5/30݁ − 01 1/28݁ − 05 7/08݁ − 05 3/79݁ − 03 

0/3 8/48݁ − 08 5/46݁ − 01 2/67݁ − 06 2/26݁ − 05 5/72݁ − 03 

0/4 9/69݁ − 09 5/54݁ − 01 5/37݁ − 07 6/23݁ − 06 2/84݁ − 03 

0/5 2/43݁ − 11 5/59݁ − 01 2/24݁ − 12 7/85݁ − 13 2/45݁ − 11 

0/6 8/19݁ − 10 5/63݁ − 01 1/13݁ − 07 2/05݁ − 06 2/29݁ − 03 

0/7 4/10݁ − 10 5/65݁ − 01 1/05݁ − 07 2/24݁ − 06 3/57݁ − 03 

0/8 2/92݁ − 10 5/67݁ − 01 6/82݁ − 08 1/68݁ − 06 3/66݁ − 03 

0/9 4/18݁ − 11 5/68݁ − 01 2/70݁ − 09 7/54݁ − 08 2/17݁ − 04 

 4/031 4/468 4/953 20/156 10/531 زمان اجرا

ߥي که براي حالت کلاسیک با پارامترها 3در جدول   = 2 ،

ߚ = ߙ، 1 = 1 ،݉ = ߣ، 16 = ଵ
ଷ

، محاسبه شده است، 
ଶܪ شود که با افزایش عدد هارتمن ازمشاهده می =  به 0.5

ଶܪ =  این رفتار فیزیکییابد. ، سرعت سیال افزایش می4
دهد روش پیشنهادي براي هر دو مطابق با انتظار بوده و نشان می

شده درج يهاي اجرامدل کسري و کلاسیک کارایی دارد. زمان
 دهد که با افزایش عدد هارتمن ازنشان می 3در انتهاي جدول 

ଶܪ = ଶܪه ب  0.5 = توجهی طور قابلزمان محاسبات به ، 4
فتار ناشی از کاهش مؤثر غیرخطی بودن یابد. این رکاهش می

 ଶܪ تر است؛ چرا که افزایشهاي الکتریکی قويمسئله در میدان

ي الکتریکی را تقویت کرده و وابستگی جواب به نیروي محرکه
دهد. در نتیجه، همگرایی را کاهش می (ݐ)ݑߙ ي غیرخطیجمله

ي روش نیوتن در حل دستگاه غیرخطی شتاب گرفته و هزینه
   .یابدمحاسباتی کاهش می

 ૛ࡴ : نتایج عددي، خطاي باقیمانده و زمان اجرا (ثانیه) براي مقادیر مختلف عدد هارتمن)3(جدول 

2ܪ  = 2ܪ 0/5 = 2ܪ 1 = 2ܪ 2 = 4 



 

 

t ܧ (ݐ)∗ݑ୰ୣୱ ܧ (ݐ)∗ݑ୰ୣୱ ܧ (ݐ)∗ݑ୰ୣୱ ܧ (ݐ)∗ݑ୰ୣୱ 

0/1 0/256284 5/98݁ − 06 0/413503 4/44݁ − 07 0/532940 4/63݁ − 06 0/673579 2/44݁ − 05 

0/2 0/234253 4/19݁ − 06 0/379370 3/37݁ − 07 0/477708 3/08݁ − 07 0/596476 1/67݁ − 06 

0/3 0/211676 2/76݁ − 06 0/343590 3/16݁ − 07 0/427972 7/65݁ − 09 0/530145 1/31݁ − 07 

0/4 0/187467 1/80݁ − 06 0/304921 2/22݁ − 07 0/378963 3/52݁ − 08 0/468170 9/53݁ − 08 

0/5 0/161364 1/19݁ − 06 0/263103 1/59݁ − 07 0/328215 3/24݁ − 08 0/406702 9/17݁ − 08 

0/6 0/133280 7/77݁ − 07 0/217990 1/10݁ − 07 0/274126 3/29݁ − 08 0/342598 1/16݁ − 07 

0/7 0/103165 4/89݁ − 07 0/169399 7/40݁ − 08 0/215432 3/89݁ − 08 0/272924 1/75݁ − 07 

0/8 0/070964 2/85݁ − 07 0/117087 5/20݁ − 08 0/150971 4/03݁ − 08 0/194734 2/13݁ − 07 

0/9 0/036605 1/28݁ − 07 0/060743 3/09݁ − 08 0/079576 6/11݁ − 08 0/104908 4/88݁ − 07 

 62/594 66/875 74/5 99/172 زمان اجرا

ߥي ) با پارامترها1ي (راي تحلیل همگرایی روش، معادلهب =

ߚ، 1.8 = ଶܪ، 0.8 = ߙ، 1 = ߣ و 0.5 = ଵ
ସ
حل شده  

دهد که با افزایش تعداد نشان می 4است. نتایج در جدول 
݉ هاي برنولی ازپایه = ݉ه ب 6 = ، خطاي باقیمانده 12

ݐ یابد. به عنوان مثال، درمیطور چشمگیري کاهش به = 0.1 

×1.05خطا از  10ିଷ  3.86به × 10ି଻  رسیده که این نتایج

کند.  همگرایی سریع و دقت بالاي روش پیشنهادي را تأیید می
دهد که با نشان می 4شده در انتهاي جدول درج يهاي اجرازمان

ه یابد کهاي برنولی، زمان محاسبات افزایش میافزایش تعداد پایه
ي محاسباتی در ازاي دستیابی به دقت بالاتر بیانگر افزایش هزینه

د است. این رفتار، همگرایی طیفی روش پیشنهادي را تأیی
 کند.می

 ࢓ نتایج عددي، خطاي باقیمانده و زمان اجرا (ثانیه) براي مقادیر مختلف  :)4(جدول 

 ݉ = 6 ݉ = 8 ݉ = 10 ݉ = 12 

t ܧ (ݐ)∗ݑ୰ୣୱ ܧ (ݐ)∗ݑ୰ୣୱ ܧ (ݐ)∗ݑ୰ୣୱ ܧ (ݐ)∗ݑ୰ୣୱ 

0/1 0/502850 1/05݁ − 03 0/340929 4/75݁ − 04 0/467764 1/20݁ − 04 0/348498 3/86݁ − 07 

0/2 0/457831 1/82݁ − 03 0/301266 1/54݁ − 05 0/407925 7/39݁ − 06 0/310394 3/40݁ − 07 

0/3 0/408099 4/49݁ − 05 0/265564 1/73݁ − 05 0/357528 1/56݁ − 06 0/276102 4/74݁ − 08 

0/4 0/357217 5/26݁ − 04 0/231354 8/69݁ − 06 0/311070 3/63݁ − 07 0/242377 6/85݁ − 09 

0/5 0/305340 6/70݁ − 14 0/197268 7/61݁ − 14 0/265691 1/14݁ − 15 0/207902 1/11݁ − 11 



 

 

0/6 0/251824 2/30݁ − 04 0/162351 2/18݁ − 06 0/219516 8/11݁ − 08 0/171872 8/52݁ − 10 

0/7 0/195715 8/37݁ − 06 0/125831 9/85݁ − 07 0/171101 6/71݁ − 08 0/133654 7/36݁ − 10 

0/8 0/135894 1/43݁ − 04 0/087030 1/53݁ − 07 0/119184 4/18݁ − 08 0/092663 2/87݁ − 10 

0/9 0/071119 8/56݁ − 05 0/045301 4/19݁ − 07 0/062561 3/52݁ − 08 0/048315 1/06݁ − 10 

 9/953 7/672 4/656 0/282 اجرازمان 

راي اعتبارسنجی کارایی طرح پیشنهادي، ما یک مطالعه ب
اي از حداکثر خطاي باقیمانده در مقایسه با چند تکنیک مقایسه

مبتنی ]، روش عددي 22معروف، از جمله روش موجک هار [
]، ارائه 40] و روش تجزیه آدومیان گسسته [39بر موجک هار [

ߥ دهیم. نتایج برايمی = ߚ ,2 = ߙ ,1 = ݉و  0.5 = 18 

خلاصه شده است. این  5در جدول  ଶܪ و مقادیر مختلف
ها به وضوح عملکرد برتر روش پیشنهادي را از نظر دقت مقایسه

 .دهندو پایداري نشان می

ࣇ : مقایسه حداکثر باقیمانده روش پیشنهادي براي)5( جدول = ૛, ࢼ = ૚, ࢻ = ૙.૞ ࢓ و = ૚ૡ هاي دیگربا برخی روش 

 روش پیشنهادي ]40[ روش ]39[ روش ]22[  روش 2ܪ

0/5 − 4/00݁ − 7 1/63݁ − 8 7/64݁ − 9 

1 4/19݁ − 5 4/00݁ − 7 9/40݁ − 7 8/59݁ − 10 

2 2/42݁ − 7 3/50݁ − 11 4/51݁ − 5 2/82݁ − 8 

ߥ ي که براي پارامترها 1در شکل  = ߚ، 1.9 = 0.9 ،݉ =

ߣ و  10 = ଵ
ସ
رسم شده است، تأثیر عدد هارتمن بر پروفایل  
براي سه  )در دامنه سیال (ݐ)ݑ توزیع تابع سرعت( سرعت

ߙ پارامتر غیرخطیمقدار مختلف  = 0.2, 0.5, مورد بررسی  1
شود، براي هر مقدار طور که مشاهده میقرار گرفته است. همان

، سرعت سیال در تمام 3به  0.2  از ଶܪ ، با افزایشߙ ثابت

یابد. این رفتار فیزیکی طور قابل توجهی افزایش مینقاط مجرا به
ي محرکه وارد بر ناشی از تقویت میدان الکتریکی و افزایش نیرو

شود. ذرات باردار است که منجر به افزایش دبی جریان می
نشان  ߙ هاي مربوط به مقادیر مختلفهمچنین مقایسه منحنی

 .یابددهد که با افزایش این پارامتر، سرعت جریان کاهش میمی



 

 

 
ࢻ و ࡴ مختلف جواب بدست آمده براي مقادیر :)1( شکل = ૙.૛,૙.૞,૚ ࢓ داده شده با = ૚૙  

ߥ ي که براي پارامترها 2شکل  = ߚ، 1.9 = 0.9 ،݉ =

ߣ و 10 = رسم شده است، تأثیر عدد هارتمن بر پروفایل  1
ߙی پارامتر غیرخطتر سرعت را براي مقادیر بزرگ =

1.5, 2, تر، به مقادیر بزرگ ߙ دهد. با افزایشن مینشا  3
شود که سرعت سیال در تمام نقاط مجرا کاهش مشاهده می

دهنده تأثیر کند که نشانیابد و شکل پروفایل نیز تغییر میمی

باشد. همچنین غیرخطی این پارامتر بر توزیع سرعت در مجرا می
دهد که براي مقادیر نشان می 1 شکل با یجنتا این يهمقایس
، اثر افزایش عدد هارتمن بر افزایش سرعت کمتر ߙ تربزرگ

 ها حساسیت کمتري نسبت به تغییراتمحسوس است و منحنی

.دهندشان مین  ଶܪ

ࢻ و ૛ࡴ جواب بدست آمده براي مقادیر مختلف :)2( شکل = ૚.૞,૛,૜ ࢓ داده شده با = ૚૙  

ߥ ي که براي پارامترها 3در شکل  = ߚ، 1.9 = 0.9 ،݉ =

ߣ و 14 =  رسم شده است، رفتار جریان براي اعداد هارتمن 1

ଶܪ = 50, 80, 90, ورد بررسی قرار گرفته است. م 100
هاي ، پروفایل ଶܪ شود که براي این مقادیر بزرگمشاهده می

سرعت تقریباً بر هم منطق شده و تغییرات سرعت نسبت به 

دهد که پس ناچیز است. این پدیده نشان می ଶܪ افزایش بیشتر
از یک حد آستانه، افزایش بیشتر میدان الکتریکی تأثیر چندانی بر 

تواند ناشی از اثرات اشباع در افزایش سرعت جریان ندارد که می
 .سیستم باشد



 

 

 
ࢻ و ૛ࡴ جواب بدست آمده براي مقادیر بزرگ :)3( شکل = ૙.૞,૛ ࢓ داده شده با = ૚૝  

ߥهاي که براي پارامتر 4کل ش = ߚ، 1.8 = 0.8 ،݉ = 14 

ߣ و = و  ߙ رسم شده است، تأثیر همزمان پارامتر غیرخطی 1
طور دهد. همانبر پروفایل سرعت را نشان می ଶܪ عدد هارتمن

  ߙ ، با افزایشଶܪ شود، براي مقادیر ثابتکه مشاهده می

 ଶܪ ، با افزایشߙبت یابد و براي مقادیر ثارعت کاهش میس

یابد. این نتایج تعامل پیچیده بین این دو سرعت افزایش می
  .دهدنشان می پارامتر را در تعیین رفتار جریان

 
૛ࡴ و عدد هارتمن ࢻ جواب بدست آمده براي مقادیر مختلف :)4( شکل = ૙.૞,૚,૛ ࢓ داده شده با = ૚૝  

݉ ي که برا 5در شکل  = ߣ، 14 = ߙ و 1 = رسم  0.2
بر پروفایل سرعت  ߚ و ߥ کسريهاي شده است، تأثیر مرتبه

براي مقادیر مختلف عدد هارتمن بررسی شده است. با تغییر 
شود که پروفایل سرعت تغییرات هاي کسري، مشاهده میمرتبه

تأثیر حافظه بلندمدت و اثرات  يدهندهمحسوسی داشته که نشان

غیرموضعی در سیستم است. این نتایج اهمیت استفاده از 
هاي فیزیکی تر پدیدهسازي دقیقرا در شبیه سازي کسريمدل

دهد. همچنین اثر افزایش عدد هارتمن در هر دسته از نشان می
 .ها به وضوح قابل مشاهده استمنحنی



 

 

 
૛ࡴ و عدد هارتمن ࢼ و ࣇ جواب بدست آمده براي مقادیر مختلف :)5( شکل = ૙.૞,૚,૛ ࢓ داده شده با = ૚૝  

 گیريبحث و نتیجه  .6

در مطالعه حاضر، یک تکنیک جدید و کاربردي براي حل   
 ي مقدار مرزي غیرخطی مرتبه کسري ناشی از جریانمسئله

EHD  اي توسعه داده شده است. ر یک مجراي استوانهد
ي مذکور منفرد و به شدت غیرخطی است. روش طیفی مسئله

هاي برنولی ايمکانی، از طریق ترکیب چندجملهمعروف هم
مرتبه کسري و بسط سینوس هایپربولیک به عنوان توابع پایه 

ي اصلی به کار گرفته براي دستیابی به جواب عددي مسئله
گیري فژر نوع ت. براي این منظور، ما از قاعده انتگرالشده اس

لیوویل بر -دوم براي محاسبه عملگر انتگرال کسري ریمان
ایم. رویکرد پیشنهادي مبتنی بر روش ها بهره بردهروي این پایه

هاي لژاندر ايهاي چندجملهمکانی است که در آن ریشههم
شوند. با نتخاب میمکانی اهاي همیافته به عنوان گرهانتقال

هاي مثبت قاعده فژر، گیري از وزنها و بهرهجایگزینی گره
هاي عددي در همسایگی مبدأ برطرف شد و در ناپایداري

نتیجه، بر تکینگی و همچنین غیرخطی بودن مسئله غلبه کردیم 
و این مزیت تکنیک پیشنهادي است. همانطور که قبلاً اشاره 

یافته در هاي لژاندر انتقالشهکردیم، توزیع غیریکواخت ری
تر است؛ بنابراین با توجه به این ویژگی، نزدیکی مرزها متراکم

مکانی، منجر به ثبت هاي همانتخاب این نقاط به عنوان گره
شود و این مزیت هاي تیز میتر رفتار مرزي و گرادیاندقیق

ي رویکرد پیشنهادي است. روش پیشنهادي براي کاهش مسئله

ی به یک دستگاه جبري غیرخطی اعمال شده است و غیرخط
براي حل دستگاه بدست آمده، از روش تکرار نیوتن استفاده 

 .شده است

 EHD همانطور که قبلاً ذکر شد، دو پارامتر مهم در جریان

وجود دارد. براي تحلیل تأثیر پارامترهاي عملیاتی، معادله را 
عدد الکتریکی و  ߙ براي مقادیر مختلف پارامتر غیرخطی

حل کردیم. همچنین، مقادیر مختلفی براي القاي  ܪ هارتمن
1با  EHD مرتبه کسري مشتقات مدل < ߥ ≤ 0و  2 <

ߚ ≤  :، در نظر گرفته شده و نتایج زیر به دست آمده است1

راي بررسی تأثیر عدد الکتریکی هارتمن : بܪتأثیر عدد هارتمن
قدار این معرفی شده، مهاي عددي روشدر حل EHD جریان

، 2و  1هاي هاي شکلپارامتر را تغییر دادیم. در تمام قسمت
رابطه مستقیم بین سرعت ذرات یونیزه شده و عدد هارتمن 
مشهود است، یعنی با افزایش عدد الکتریکی هارتمن، سرعت 

یابد و برعکس. اما باید توجه جریان در رسانا افزایش می
ریان در ورودي داشت که تفاوت قابل توجهی بین سرعت ج

تر، طور دقیقوجود ندارد. به ଶܪ رسانا براي مقادیر بزرگ
ي اصلی براي برخی از اعداد هارتمن جواب تقریبی مسئله

تقریباً یکسان هستند. در واقع اعداد هارتمن  ߙ بزرگ و ثابت
ݐ ها دربر جواب (0,3)در بازه  = اند (شکل تأثیر گذاشته 0

بینیم، سرعت در می 3ر که در شکل را ببینید)، ولی همانطو 2
ورودي مجرا براي مقادیر بزرگ عدد هارتمن تقریباً یکسان 



 

 

است، چه براي غیرخطی بودن ضعیف و چه براي غیرخطی 
ߙ بودن قوي. در این شکل، عدد هارتمن براي =  و 0.5

ߙ =  است را به خود گرفته 100و 90، 80 ، 50 ادیر مق  2
ଶܪ که نمودارهاي = 80, 90, دیک به هم هستند. نز  100

نشان داده شده است،  2در حالی که، همانطور که در شکل 
ଶܪک تفاوت بین سرعت سیال براي مقادیر کوچ =

0.2, 0.5, 1, 2,  α ، براي غیرخطی بودن قوي و ضعیف3

کاملاً مشهود است. در نتیجه، تأثیر مقادیر بزرگ عدد هارتمن، 
ଶܪي به ویژه برا ≥ بر سرعت سیال چندان چشمگیر  ،80

 .نیست

براي مطالعه تأثیر پارامتر غیرخطی ߙ: تأثیر پارامتر غیرخطی
) را براي هر دو مدل کسري و 1ي (بودن، جواب تقریبی معادله

مشاهده  4آوردیم. همانطور که در شکل غیر کسري به دست 
، سرعت ذرات یونیزه شده جریان ߙ کنیم، با افزایش مقدارمی
 ي دهد که برانشان می 2 یابد. همچنین، شکلهش میکا

ଶܪ = ߙ ، سرعت سیال در مجراي ورودي براي3 = 1.5 

ߙ و براي ،0.7 برابر = توان است. بنابراین، می  0.4 برابر 3
نتیجه گرفت که بین پارامتر غیرخطی بودن و سرعت ذرات 
یونیزه شده جریان رابطه معکوس وجود دارد، یعنی سرعت 

 .یابدکاهش می ߙ راي مقادیر بزرگترجریان ب

اثر القاي مشتق کسري: براي مطالعه تأثیر مشتقات مرتبه کسري 
 ߙ )، مقادیر ثابتی را براي پارامتر غیرخطی بودن1ي (در معادله

 گیریم و مقادیر مختلفی را برايدر نظر می ଶܪ و عدد هارتمن

هاي جواب، نمودارهاي 5دهیم. در شکل قرار می ߥ و  ߚ
ߙي عددي برا = ଶܪ ،0.2 = 0.5, 1, براي مقادیر  2

توان مشاهده کرد که با افزایش اند. میرسم شده ߥ و ߚ مختلف
یابد و رابطه مرتبه مشتقات کسري، سرعت جریان کاهش می

معکوسی بین مشتقات مرتبه کسري و سرعت جریان وجود 
هاي هاي مدل مرتبه کسري به جوابدارد. همگرایی جواب

ߚ) مدل غیر کسري = 1, ߥ = توان از نمودارهاي را می (2
 .نتیجه گرفت 5شکل 

بر اساس نتایج این پژوهش، مسیرهاي زیر براي تحقیقات آتی 
شود: تعمیم روش براي حل معادلات دیفرانسیل پیشنهاد می

جزئی کسري، بکارگیري روش در مسائل دینامیک سیالات 
هاي معادلات اي سیستممحاسباتی پیشرفته و توسعه روش بر

دیفرانسیل کسري غیرخطی.  همچنین، اگرچه روش طیفی 
 و دقت از هایپربولیک–هاي برنولیپیشنهادي مبتنی بر پایه

 حوزه در اخیر هايپیشرفت است، برخوردار مطلوبی همگرایی
 براي را جدیدي هايافق مصنوعی، هوش و ماشین یادگیري

 توسعه و بررسی رو،ازاین. اندگشوده کسري مسائل حل
 فیزیک از آگاه عصبی هايشبکه نظیر محورداده رویکردهاي

هاي عصبی ویژه معادلات هاي نوین شبکه]، معماري41[
هاي ترکیبی مبتنی بر تکامل ] و روش42دیفرانسیل کسري [

]، 43دستوري و رگرسیون بردار پشتیبان حداقل مربعات [
هاي عددي در کنار روش عنوان مکملی مؤثرتواند بهمی

کلاسیک مورد توجه قرار گیرد. در این راستا، ارزیابی و مقایسه 
دقت، نرخ همگرایی و هزینه محاسباتی این رویکردها با روش 

ساز توسعه تواند زمینهطیفی پیشنهادي حاضر، می
هاي محاسباتی کارآمدتر براي حل مسائل پیچیده چارچوب

شد. همچنین، همانطور که در هاي آینده باکسري در پژوهش
تأثیر چشمگیري بر  ߣ این مطالعه مشاهده شد انتخاب

، )2ي محاسباتی روش دارد (جدول همگرایی، دقت و هزینه
رو، به عنوان یکی از مسیرهاي مهم پژوهش در آینده، ایناز

بر  ߣ هایی براي تعیین مقدار بهینهبررسی سیستماتیک روش
 .شودپیشنهاد میاساس پارامترهاي مسئله 
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