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Abstract: In this paper, a Tabu Search-based algorithm is proposed to find the 𝒍-clique metric generator set in connected 

graphs. The algorithm aims to minimize the size of a set of vertices that can uniquely identify the 𝑙-cliques in the graph. This 

problem, as a generalization of the classical metric dimension, is NP-hard and requires heuristic optimization methods due 

to its computational complexity. The proposed algorithm uses a tabu list and generates neighboring sets to search for an 

optimal solution, and through an evaluation function, it minimizes the number of vertices with identical metric codes. The 

results demonstrate that this approach is highly effective in identifying group structures in complex networks, with 

potential applications in network analysis and data mining. 
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 مقدمه .1

 های متتلف درشناسایی دقیق ساختارهای گروهی و خوشه

گراف و کاربردهای آن در  نظریهها از موضوعات مهم در گراف

های پیییده است. یکی از ابزارهای مؤثر برای شناسایی شبکه

است که برای تعیین  1بعد متریکاین ساختارها، مفهوم 

بر  رود تا هر رأس گراف راای از ر وس به کار میمجموعه

ی کند. با این طور یکتا شناسایاساس فاصله از این مجموعه به

های بزرگ، شناسایی یکتای ر وس حال، در بسیاری از شبکه

تری ی بزرگتر و پیییدهکافی نیست و نیاز است تا ساختارها

طور یکتا قاب  شناسایی باشند. از ، بهتایی-𝑙های خوشههمیون 

عنوان تعمیمی از بعد به  2خوشه𝒍−بعد متریک این رو، مفهوم 

  .شودمیمتریک کلاسیک مطرح 

 u بین فاصله، 𝐺 یک گراف همبند از vو  uرأس برای دو 

,𝑑𝐺(𝑢که با نماد  vو  𝑣) های موجود تعداد یال شودنشان داده می

دهد. یک زیرمجموعه نشان میرا  𝑣 و 𝑢 ترین مسیر بیندر کوتاه

𝑆 مرتب غیرتهی از ر وس = {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑘} مولد عنوان به

س گراف را با أشود اگر بتواند هر رشناخته می متریک

مشتص کند. در  𝑆 فردی نسبت به ر وسهای منحصربهفاصله

ای انتتاب شود که فاصله بین هر گونهباید به 𝑆 واقع، مجموعه

دهنده یک بردار س گراف و ر وس این مجموعه، نشانأر

کوچکترین اندازه ممکن برای یک مولد  .فرد باشدمنحصربه

 dim⁡(𝐺)شود و با نامیده می  𝐺 گراف بعد متریکتریک، م

 .[۲] شودنشان داده می

سازی مسا   واقعی طور وسیعی در مدلاین مفهوم به

های خاص در تواند به یافتن موقعیتکاربرد دارد، چرا که می

اند که محاسبه بعد متریک، ها کمک کند. محققان نشان دادهشبکه

                                                           
1 Metric Dimension 

2 Clique Metric Dimension-l 

برای  . ([۴] ،[۳]ت )ستت اس-NP نو یک مسئله پیییده از 

 [11]و به مرجع  هاناوبری رباتپارامتر در مشاهده کاربرد این 

انوا  دیگر بعد متریک بیشتر با برای آشنایی با  مراجعه نمایید.

  را مطالعه فرمایید. [8]مانند بعد متریک محلی مرجع 

د متریک کلاسیک ، تعمیمی از بعخوشه𝑙− بعد متریک

به جای ر وس فردی استفاده تایی -𝑙 هایخوشهاست که در آن 

 .شوندمی

 𝐺 یک زیرمجموعه از ر وس 𝐺از  ′𝑉 تایی-𝑙 خوشهیک 

 𝑙است که همه ر وس آن با یکدیگر همسایه هستند و اندازه آن 

در گراف،   𝑢 سأو هر ر ′𝑉تایی -𝑙 خوشهاست. برای هر 

,𝑉′ (𝑑𝐺(𝑢 از 𝑢 فاصله 𝑉
 برابر است با کمترین فاصله بین( (′

𝑢  و هر کدام از ر وس 𝑉′.. عبارت دیگر:به 
𝑑𝐺(𝑢, 𝑉

′) = min⁡{𝑑𝐺(𝑢, 𝑣): 𝑣 ∈ 𝑉′} 
𝑆 ،حال، برای یک زیرمجموعه مرتب غیرتهی از ر وس =

{𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑘}  خوشهو یک 𝑙-تایی 𝑉′ ، بردار نمایش

 باشد:صورت زیر میبه 3خوشه𝒍−متریک 

𝑟𝐺
𝑙 (𝑉′|𝑆) = (𝑑𝐺(𝑉

′, 𝑣1), … , 𝑑𝐺(𝑉
′, 𝑣𝑘)). 

مولد متریک یک  𝑉(𝐺)از  𝑆 یک زیرمجموعه غیرتهی

−𝒍های خوشهشود، اگر همه نامیده می 4خوشه𝑙- گراف تایی

 بعد متریک د. دارای بردارهای نمایش متریک متفاوتی باشن

−𝑙ای است که یک مولد متریک ، کمترین اندازهخوشه−𝑙خوشه 

مفهوم  .شودنشان داده می 𝑐𝑑𝑖𝑚𝑙(𝐺)تواند داشته باشد و با می

و در  ه[ معرفی شد1برای نتستین بار در ] خوشه𝑙− بعد متریک

  .مطالعات بعدی نیز مورد بررسی قرار گرفته است

ت برای شناسایی روشی اس خوشه𝑙−بنابراین، بعد متریک 

ها از ی آنفاصلهاساس ها در گراف برخوشهو تمایز دادن 

                                                           
3 vector representation lique metricC-l 

4 Clique metric generators-l 



 

 

متریک کلاسیک  عنوان تعمیمی ازبهو  مجموعه خاصی از ر وس

  .رودکار می به

های گوناگونی در حوزه تعیین بعد متریک گراف، روش

های دقیق اند؛ از جمله الگوریتمبرای مسئله کلاسیک ارا ه شده

های فرااکتشافی مانند های خاص و الگوریتمبرای گراف

ها یک، جستجوی ممنوعه و الگوریتم کلونی مورچهالگوریتم ژنت

[. با این حال، تا زمان نگارش این مقاله، هیچ الگوریتم ۴، ۲]

– تقریبی یا فرااکتشافی برای مسئله تعیین بعد متریک 𝑙در  خوشه

بر اساس اطلاعات ما متون علمی یافت نشده است. در نتیجه، 

عه، نتستین الگوریتم پیشنهادی ما مبتنی بر جستجوی ممنو

رود. این الگوریتم با شمار میروش تقریبی برای این مسئله به

های متنو  نتایج گیری از ساختار مسئله، توانسته در نمونهبهره

 .دقیقی ارا ه دهد و عملکرد مناسبی از خود نشان دهد

، مجموعه ر وس گراف یک 𝑙ازای هر توجه داریم که به

–مولد متریک مجموعه  𝑙 محققان  . برای آن گراف استخوشه

، خوشه𝑙− اند که محاسبه بعد متریکنشان داده [1]در مرجع 

نتیجه، استفاده از در. تستت اس-NP یک مسئله پیییده از نو 

سازی ابتکاری برای ح  این مسئله ضروری به نظر های بهینهروش

های ابتکاری برای ح  مسا   رسد. یکی از موثرترین الگوریتممی

 است 5الگوریتم جستجوي ممنوعها، سازی گرافپیییده در بهینه

. این الگوریتم با استفاده از لیست ممنو  و جستجوی هوشمندانه [۵]

فضای همسایگی، توانایی عبور از نقاط بهینه محلی را دارد و  در

مسئله . گرچه های متریک بهینه کمک کندتواند به یافتن مجموعهمی

ستت است، -NP، از کلاس مسا   تایی-𝑙 هایخوشه یافتن

های معروف بسیاری از خانواده تایی-𝑙 هایخوشه ولی یافتن

های کام  های درخت و گرافها، گرافها مانند ابرمکعبگراف

رغم این که هیچ علی ای قاب  محاسبه است.در زمان چندجمله

این مسئله ح  ای برای الگوریتمی با زمان اجرای چند جمله

نظیر  هاییوجود ندارد، اما الگوریتمبرای هر گراف دلتواه 

 هایخوشهبرای پیدا کردن همه  6کربوش-برونم الگوریت

  .دارد کاربرد شده داده گراف در ماکسیمال

 آورده شده است. [1۲و9و7]سایر نمادها از مراجع 

                                                           
5 Tabu Search 

6 Kerbosch–Bron 

روش فرااكتشافی مبتنی بر جستجوي ممنوعه براي  .2

 خوشه𝒍−محاسبه بعد متریک 

-𝑙 خوشههای ، که به شناسایی مجموعهخوشه𝑙−بعد متریک 

سازی پردازد، چالشی جدید در بهینهها میدر گراف تایی

ترین ساختارهای گرافی ایجاد کرده است، زیرا یافتن کوچک

طور یکتا متمایز های متتلف را بهخوشهکه بتواند  ایمجموعه

 است. ستت -NPکند، یک مسئله 

، ما از الگوریتم جستجوی ممنوعه برای بتشدر این 

های همبند در گراف خوشه-𝑙 مجموعه مولد متریکیافتن 

ای از ترین مجموعهکنیم. هدف این است که کوچکاستفاده می

طور گراف را به تایی-𝑙های خوشهر وس را پیدا کنیم که بتواند 

تواند در آمده از این الگوریتم میدستیکتا شناسایی کند. نتایج به

تحلی  های پیییده، های شناسایی شبکهبهبود کارایی سیستم

های سازی ساختارهای گروهی در گرافهای داده و بهینهخوشه

 .بزرگ مؤثر باشد

 خوشه-𝑙براي پيدا كردن مجموعه متریک  TSالگوریتم : 1الگوریتم 

، 𝑆تایی -𝑘، یک مجموعه تایی-𝑙های خوشه، 𝐺گراف  ورودي:

 .𝑡و حداکثر طول لیست ممنوعه،  𝑁حداکثر تعداد تکرار الگوریتم، 

 تایی.-𝑘یک مجموعه متریک  خروجی:

 ایجاد کن. 𝑇𝐿یک لیست خالی  .1

 ارزیابی کن. 𝑉𝑎𝑙𝑢𝑒 را به کمک تابع  𝑆مجموعه  .۲

است یا  𝑁مادامی که تعداد تکرارهای حلقه کمتر از  .۳

𝑉𝑎𝑙𝑢𝑒(𝑆) >  :انجام بده 0

1.3 .𝑆  را به𝑇𝐿  .اضافه کن 

است، اولین عضوی که  𝑡بزرگتر یا مساوی  𝑇𝐿اگر اندازه . 2.3

حذف و لیست را بروز  𝑇𝐿وارد لیست شده است را از لیست 

 کن.

 را پیدا کن. 𝑆از  𝑁𝑆. مجموعه همسایگی ۳.۳

 ارزیابی کن. 𝑉𝑎𝑙𝑢𝑒 را به کمک تابع 𝑁𝑆عضو . هر 4.3

 𝑉𝑎𝑙𝑢𝑒با کمترین مقدار  ⁡𝑁𝑆، عضو 𝑆. بهترین همسایه 5.3

 قرار بده. 𝑁𝑏𝑒𝑠𝑡را در 

𝑉𝑎𝑙𝑢𝑒(𝑆). اگر 6.3 < 𝑉𝑎𝑙𝑢𝑒(𝑁𝑏𝑒𝑠𝑡) آنگاه ،𝑆  را به

 عنوان بهترین جواب برگردان و از حلقه خارج شو.



 

 

7.3 .𝑁𝑏𝑒𝑠𝑡  را جایگزین 𝑆 .کن 

۴. 𝑆  و𝑉𝑎𝑙𝑢𝑒(𝑆)  .را برگردان 

 خوشه-𝑙ترین مجموعه متریک ، یافتن کوچک1 هدف الگوریتم

طور یکتا هب 𝐺 را در گراف تایی-𝑙 هایخوشه توانداست که می

گیری از لیست ممنوعه و شناسایی کند. این الگوریتم با بهره

سازی را بهبود جستجوی محلی در فضای همسایگی، بهینه

های تکراری جلوگیری بتشد و از بازگشت به مجموعهمی

استفاده شده در این الگوریتم  پارامترها و نمادهای .کندمی

 شوند:صورت زیر معرفی میبه

 :هاورودي

 𝐺: گراف همبند ورودی، 

 𝑙 : های گرافخوشهاندازه، 

 𝑆 : مجموعه اولیه متریک𝑘-تایی، 

 𝑁: حداکثر تعداد تکرارهای مجاز برای الگوریتم، 

 𝑡: حداکثر طول لیست ممنوعه. 

 :خروجی

 𝑆  : مجموعه بهینه متریک𝑘-،تایی 

 𝑉𝑎𝑙𝑢𝑒(𝑆)  :دهنده مقدار نهایی تابع ارزش که نشان

 .میزان بهینگی مجموعه است

برای ثبت  𝑇𝐿 ا یک لیست ممنوعه خالیاین الگوریتم ابتد

تا از جستجوی دوباره در  کندهای تکراری ایجاد میمجموعه

 ۲به کمک الگوریتم  𝑆جواب اولیه  .فضاهای قبلی جلوگیری کند

دهای این تابع تعداد کشود. ( ارزیابی می𝑉𝑎𝑙𝑢𝑒(𝑆))تابع ارزیابی 

. حلقه اصلی تا کندمی محاسبهرا  𝑆جموعه یکسان متناظر م

  𝑉𝑎𝑙𝑢𝑒(𝑆) باشد یا مقدار 𝑁کمتر از زمانی که تعداد تکرارها 

یابد. این حلقه شام  مراح  زیر تر از صفر باشد، ادامه میبزرگ

 :است

بیشتر یا  𝑇𝐿اگر اندازه  .شوداضافه می 𝑇𝐿 فعلی به 𝑆مجموعه 

شود تا حذف می 𝑇𝐿 شود، اولین عضو اضافه شده به  𝑡مساوی 

 .های جدید فراهم شودفضای لازم برای ثبت مجموعه

های جایگزین برای عنوان گزینهبه 𝑁𝑆های مجموعه همسایگی

𝑆  ای هر عضو همسایگی بر .شونددر نظر گرفته می𝑁𝑆 مقدار ،

، که 𝑁𝑆بهترین عضو همسایگی و   شودمحاسبه می 𝑉𝑎𝑙𝑢𝑒 تابع

انتتاب  𝑁𝑏𝑒𝑠𝑡را داراست، به عنوان  𝑉𝑎𝑙𝑢𝑒 کمترین مقدار

 .شودمی

𝑉𝑎𝑙𝑢𝑒(𝑆) اگر < 𝑉𝑎𝑙𝑢𝑒(𝑁𝑏𝑒𝑠𝑡)  باشد، مجموعه فعلی𝑆 

به عنوان جواب بهینه در نظر گرفته شده و از حلقه خارج 

شود و می 𝑆ایگزین ج 𝑁𝑏𝑒𝑠𝑡شود. در غیر این صورت، می

 .یابدجستجو با مجموعه جدید ادامه می

را  𝑉𝑎𝑙𝑢𝑒(𝑆)و مقدار بهینه  𝑆در انتها، الگوریتم مجموعه 

 .گرداندعنوان خروجی باز میبه

𝒇ارزیابی ): تابع 2الگوریتم  = 𝑽𝒂𝒍𝒖𝒆(𝑺)) 

تایی -𝑘یک مجموعه  ،تا( 𝑚)تایی-𝑙های ، خوشه𝐺گراف  ورودي:
𝑆 = {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑘}. 

 های دارای کد یکسان.ستعداد رأخروجی: 

𝑀یک ماتریس  .１ = [𝑚𝑖𝑗]𝑚×𝑘 های صفر در نظر با درایه

 بگیر. 

𝑚𝑖𝑗، قرار بده ′𝑉تایی -𝑙 به ازای هرخوشه .２ = 𝑑(𝑉′, 𝑣𝑗). 

1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘. 

 قرار بده. 𝑓را در  𝑀تعداد سطرهای یکسان ماتریس  .３

４. 𝑓  .را برگردان 

 

𝑚 ک ماتریسی ۲الگوریتم  × 𝑘 ( 𝑚  تعداد𝑙-گراف های خوشه

این هر سطر کند. میجاد ای هاخوشهبرای ذخیره کد متریک است( 

یکی از دهنده فاصله نشاندرایه و هر  خوشهنمایانگر یک ماتریس 

 .است  𝑆از اعضای مجموعه  هاخوشه



 

 

با کد  هاخوشه، نمایانگر 𝑀تعداد سطرهای یکسان در ماتریس 

د. این مقدار به شوذخیره می  𝑓متریک یکسان است و در متغیر 

 .شودبرگردانده میعنوان خروجی الگوریتم 

 

 نتایج عددي. ۳

در پژوهش خود قضایایی را برای بعد  [1]افتمی و همکاران 

های های خاص از جمله گرافدر برخی گراف خوشه𝑙− متریک

را  ۲و  1های الگوریتماند. در این بتش، ارا ه کرده کام  و چرخ

سازی کرده و نتایج حاص  پیاده MATLAB افزاربا استفاده از نرم

گزارش  1ها در جدول ها را برای این گرافاز اجرای آن

 .ایمکرده

و  تحلیلی بیان شده در قضایای مرجع جدول مقدار  ۳ ستوندر 

 .مقدار به دست آمده از الگوریتم گزارش شده است ۴در ستون 

های مولد متناظر با مقدار بهینه ، یکی از مجموعه۵در ستون 

در این  𝑆 گزارش شده است. لازم به ذکر است که مجموعه مولد

 .الگوریتم ممکن است منحصر به فرد نباشد

 : مقایسه بعد متریک تحلیلی و به دست آمده از الگوریتم1جدول 

 خوشه𝑙−مولد متریک 

بعد 

 متریک

−𝑙خوشه 

 الگوریتم

بعد 

 متریک

−𝑙خوشه 

 تحلیلی

𝑙 
نام 

 گراف

{1,2,3} 3 3 2 𝐾4 
{1,3,4} 3 3 3 𝐾4 
{1,2,3,4} 4 4 3 𝐾5 
{1,2,3,4} 4 4 4 𝐾5 
{2,3,6} 3 3 3 𝑊1,5 
{3,4} 2 2 3 𝐹1,5 

{3,4,5,6} 4 4 3 𝐹1,7 
{3,4,5,6,9} 5 5 3 𝐹1,9 

{14,2,22,8} 4 - 2 𝑄5 

{۲1۲,9۳,۴8,۳7,118,۲1۵} ۲ - 2 𝑄8 

مقادیر تحلیلی )براساس قضایای افتمی و  مقایسه نتایج 

نشان آمده از اجرای الگوریتم  دست( با مقادیر به[1] همکاران

منظور دهنده عملکرد صحیح و کارایی الگوریتم ارا ه شده است. 

گراف چرخ و  𝑊1,𝑛سی، رأ  𝑛، در جدول گراف کام  𝐾𝑛از 

 𝐹1,𝑛 بعد متریکاست.  7گراف فن −𝑙در ستون تحلیلی خوشه ،

ها در ساس نتایج ازا ه شده برای این گرافا بر سوم جدول،

های مولد یکی از مجموعهنمایش نوشته شده است.  [1]مرجع 

دهنده خروجی برای هر گراف نشاندر ستون پنجم این جدول 

در دو سطر آخر  .واقعی الگوریتم برای هر گراف خاص است

 های جدول نتایج به دست آمده از الگوریتم برای گراف

  𝑄5 و 𝑄8 .نمودار همگرایی  1 شک  نمایش داده شده است

ام به نتیجه  9دهد که در تکرار را نشان می 𝑄5 الگوریتم برای گراف

دهد که نشان می 𝑄8این نمودار را برای گراف  ۲رسیده است و شک  

 ام به نتیجه رسیده است.1۲در تکرار 

 

 𝑸𝟓برای گراف  TS: نمودار همگرایی الگوریتم ۱شکل 

واضح است که خروجی الگوریتم )تعداد کدهای یکسان( برای 

𝑘مقادیر  < 𝑐𝑑𝑖𝑚𝑙(𝐺) 1های جدول برای هر کدام از گراف ،

بایستی مقداری متالف صفر باشد. بعضی از این مقادیر در 

 گزارش شده است. ۲جدول 

 

                                                           
7 an graphF 



 

 

 

 𝑸۸برای گراف  TS: نمودار همگرایی الگوریتم ۲شکل 

𝒌: خروجی الگوریتم برای مقادیر ۲جدول  < 𝒄𝒅𝒊𝒎𝒍(𝑮) متناظر ،

 1های جدول گراف

f  𝑘 𝑙 نام گراف 

4 2 2 𝐾4 
2 2 3 𝐾4 
6 3 3 𝐾5 
2 2 3 𝑊1,5 
3 1 3 𝐹1,5 

2 3 3 𝐹1,8 

2 4 3 𝐹1,9 

 

 كاربرد. ۴

های فراوانی در مسا   موجود در کاربرد مولد متریکمفهوم 

ها اشاره دنیای واقعی دارد که در این بتش به برخی از آن

عنوان خدماتی که بهخدمات تکمیلی عبارت است از  .کنیممی

در  شوند.نتیجه حاص  از فروش محصولات ملموس ارا ه می

در خدمات  مولد متریک هایکاربردی از مجموعه ،این بتش

آید، ارا ه شمار می تحوی  کالا که یک نو  خدمات تکمیلی به

کنیم. فرض کنید شرکتی بتواهد برای مشترکین خود کُد می

طوری که براساس آن کُد، فردی اختصاص دهد بهمنحصربه

از طرفی تمای  این  موقعیت مشترک مربوطه مشتص شود.

باشد. اگر این مسئله را با الامکان کوتاه میشرکت به کدهای حتی

عنوان گراف مدل کنیم، یعنی مشترکین و شعب خدماتی را به

ها درنظر عنوان یالها را بههای مسیری بین آنر وس و ارتباط

یک ر وس ه کُدهای مورد نظر متناظر با نمایش متربگیریم، آنگا

 باشد.مینیمم می مولد متریک نسبت به مجموعه

-۲کاربرد بعد متریک عنوان کاربردی دیگر، به به 

و شهرهای  (ITS) ونق  هوشمنددر سیستم حم  خوشه

وقتی صحبت از شهر هوشمند به میان کنیم. اشاره می هوشمند

یکی از اولین اجزایی  (ITS) هوشمندونق  آید، سیستم حم می

شود. در چنین سیستمی، خودروهای خودران است که تصور می

نقش کلیدی خواهند داشت. این خودروها برای تعیین موقعیت 

فردی های شهر نیازمند کدهای منحصربهدقیق خود در خیابان

طور یکتا مشتص کند. اگر شهر را با هر خیابان را بههستند که 

ها هستند(، های آن معادل خیابانمدل کنیم )که یال ف یک گرا

در نظریه گراف، ابزاری است که  خوشه-۲مفهوم مولد متریک 

برای  .دها ایجاد کنیکتا را برای خیابانتواند این کدهای می

 مراجعه نمایید. ]11و8[جع اکسب جز یات بیشتر به مر

 

 سپاسگزاري

 هیئت تحریریه مجلـۀ  نویسندگان این مقاعه از همفکری اعضای

علمی ترویجی محاسبات نرم کمال سپاسگزاری را دارند. 
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