
 

 

 

 

ا ی با استفاده از -حل عددی معادلات انتگرال فازی ولتر خطی تاختر هامرشتاین غتر
های لژاندرموجک  
واری ز  نیاسر مرتضز بیشه ،∗ مهدی سب 

 
، دانشگاه کاشان، کاشان، ایران  گروه ریاضز کاربردی، دانشکده علوم ریاضز

 
  

 چکیده: 
اهای لژاندر در این مقاله، یک روش عددی بر مبنای موجک ی هامرشتاین ت-برای حل معادلات انتگرال فازی ولبر اخبر

خطی ارائه می ی، حالت خاض از این دسته از معادلات انتگرال فازی است و این دهیم. مدل ریاضز یک مسئله همهغبر گبر
و نيز ی لات فازپس از بيان تعاريف مقدماتي مرتبط با معادنماید. در این مقاله موضوع اهمیت این معادلات را دوچندان می

امعادلات ی فرم پارامترهای لژاندر، جکاوليه موی هاويژگي خطی، -انتگرال فازی ولبر ی غبر كه در واقع هامرشتاین تاخبر
ی غبر دستگاهي از معادلات انتگرال  ای تاخبر

سپس با استفاده از نماييم. است را معرفي ميی خطي در حالت غيرفازولبر
ی گاوسمکانز و قاعده انتگرالهمهای لژاندر به همراه روش موجک لژاندر، معادله انتگرال را به یک دستگاه معادلات -گبر

ی تبدیل و آن را حل می ز همجب  ثال دهیم. دقت روش با چندین مگرانی روش را مورد بررسی قرار میکنیم. علاوه بر آن، آنالبر
شود. این اسپلاین مقایسه میB-های برنولی ووش موجکشود و نتایج حاصل با نتایج به دست آمده از ر عددی نشان داده می

 .کنندها دقت و کارآمدی روش ارائه شده را تایید میمقایسه
ا کلمات کلیدی:  ی؛ روش هم-معادله انتگرال ولبر ؛ قاعده انتگرالهامرشتاین؛ معادله انتگرال فازی تاخبر ی گاوسمکانز -گبر

ی. لژاندر؛ مسئله همه  گبر

 

 

  

 مقدمه 1
 

یک و علوم طبیعی معادلات انتگرال یکی از ابزارهای قدرتمند برای مدل  ز سازی مسائل متنوعی در مهندسی، فبر
ممکن است، لذا استفاده 12هستند ] [. با توجه به اینکه در بسیاری از موارد، حل تحلیلی معادلات انتگرال دشوار و یا حتر غبر
وری به نظر میاز روش ، محققان انواع مختلفز از وع باعث شده است که در سالرسد. این موضهای عددی ضز های اخبر
ی  هاها عمدتا شامل رویکردهای مبتتز بر روشهای عددی را برای حل انواع معادلات انتگرال ارائه دهند. این روشروش

ز  ی، قواعد انتگرال3، حداقل مربعات1مکانز ، هم2گالرکیر [، 6توانیم به ]عنوان نمونه میباشند. به می 5های تکراریروشو  4گبر
 توان به معادلات انتگرال فازی اشاره کرد کهعنوان حالت خاض از معادلات انتگرال، می[ اشاره نماییم. به19[ و ]18[، ]21]

 و مورد بررسی قرار گرفتهدر سال
ز
 .اندهای اخبر معرف

دهمعادلات انتگرال فازی حالت خاص و مهمی از معادلات انتگرال هست های ای در زمینهند که کاربردهای گسبر
ل بهینه پیدا کردهمختلف از جمله پزشکی، اقتصاد، زیست ونیک و نظریه کنبر اند. ادغام مفاهیم فازی شناسی، مهندسی الکبر

 های پیچیده که با عدم قطعیت و ابهام ذانر ها و پدیدهسازی و تحلیل سیستمدر چارچوب معادلات انتگرال، امکان مدل
توان شود که بدانیم بسیاری از مسائل واقعی را نمیشوند را فراهم آورده است. اهمیت این موضوع زمانز بیشبر میمشخص می

فازی سنتر به طور مناسب توصیف کرد  .با رویکردهای غبر

                                                      
1 Galerkin 
2 collocation 
3 least squares 
4 quadrature rules 
5 iterative schemes 



 

 

ز بار در سال ” فازی”مفهوم  زاده اوغلو عسکرزاده مشهور به لطفز علی رحیم توسط پرفسور لطف 2965برای اولیر
 شد ]

ز
فت به سرعت کاربرد اصول فازی را از نظریه مجموعه33به دنیای ریاضیات معرف ایر ها فراتر برده و به س[. این پیشر

یک ]حوزه ش داد. این 14[ و فضاهای توپولوژیک ]13[، معادلات دیفرانسیل ]11های ریاضز از جمله فضاهای مبر [ گسبر
فت ده منطق فازی و نظریه مجموعهها، زمینه را برای کاربرد گپیشر وم پایه و مهندسی های علهای فازی در بسیاری از رشتهسبر

 .فراهم کرد

ز بار توسط دابویس  شد ] 2981در سال  7و پرید 6مفهوم انتگرال فازی برای نخستیر
ز
[. این مفهوم، زمینه 32معرف

برای  9و مینگ 8، کانگژین2992ای که در سال گونه  را برای تحقیقات بیشبر در مورد معادلات انتگرال فازی فراهم کرد، به
 کردند ]

ز
ز بار معادلات انتگرال فردهلم فازی نوع دوم را معرف ساز تعریف و بررسی انواع [. این دستاورد، زمینه22نخستیر

ه ی، هامرشتاین، منفرد و غبر ا، تاخبر
کاربردهای   شد و  دیگری از معادلات انتگرال فازی، از جمله معادلات انتگرال فازی ولبر

 .زیادی از آنها در علوم مختلف پدیدار گشت

، انواع روشدر سال  CAS های[، روش موجک3های چبیشف ]های عددی و تحلیلی مانند روش موجکهای اخبر
وم ][4] ز ] تجزیه [، روش5، روش سری نیسبر -[، روش توابع بلاک24[، روش تکراری بر اساس فرمول کوادراتور ]8آدومیر

گونه [ برای حل این16[ و روش هموتونی ]15های برنشتاین ]ایپالس آمیخته با چندجمله-[، روش توابع بلاک27] پالس
 .معادلات ارائه شده است

ا خطی با تاخبر ثا-در این مقاله معادلات انتگرال فازی ولبر یبت به شکل زیر را در نظر میهامرشتاین غبر  م: گبر

 𝑦̃(𝑡) = {
𝑞̃(𝑡) + ∫

𝑡

𝑡−𝜏
𝑘(𝑡, 𝑥)𝐺̃(𝑥, 𝑦̃(𝑥))𝑑𝑥, 𝑡 ∈ [0, 𝑇],

𝜙̃(𝑡), 𝑡 ∈ [−𝜏, 0],
 (1.1) 

ایب ثابت و مثبت هستند و 𝑇 و 𝜏 که در آن  تابع مجهول  𝑦̃ .باشندنمایانگر توابع فازی معلوم می 𝜙̃ و  𝑞̃، 𝐺̃ ضز

,𝑘(𝑡 فازی است و 𝑥)  1] مقدار معلوم است که در مستطیل-تابع مثبت حقیفر, 𝑇] × [−𝜏, 𝑇]  است. تعریف شده
,𝑘(𝑡 اگر 𝑥) = 𝑃(𝑡 − 𝑥)  ی در مطالعه مدل ی ظاهر میهای همهآنگاه این نوع از معادله انتگرال فازی تاخبر وند. شگبر

 :در این حالت
• 𝑦̃(𝑡)  نمایانگر نسبت افراد عفونز در زمان 𝑡 است. 

• 𝐺̃(𝑦̃(𝑡))  های جدید در واحد زمان استدهنده نرخ عفونتنشان. 

• 𝑞̃(𝑡)  نسبت افراد مبتلا است که در زمان دهندهنشان 𝑡 هنوز بیمار هستند. 

 .واحد زمانز است 𝑡 دهنده احتمال تداوم عفونت برای حداقلنشان 𝑃(𝑡) تابع •

ی )با مفروضات بالا می  ش بیماری را توسط معادله انتگرال فازی تاخبر
 .[21] ( توصیف نمود2.2توان گسبر

ااز روش تقریب  22و پوپسکو 21بیکا خطی ولبر ی فازی غبر ( 2.2) هامرشتاین-متوالی برای حل معادله انتگرال تاخبر
ز ساهو9اند ]استفاده کرده ا نبر های برنولی به عنوان توابع پایه، یک روش عددی برای ا استفاده از موجکب 23و ری 21[. اخبر

 کرده
ز
ی فازی معرف  [.31] اندحل این دسته از معادلات انتگرال تاخبر

ی اله، یک روش عددی مبتتز بر موجکدر این مق های لژاندر انتقال یافته دوبعدی برای حل معادلات انتگرال تاخبر
ا خطی ولبر پذیری مناست   ها با انعطافدهیم. این موجک( بیان شده است، ارائه می2.2هامرشتاین که در معادله )-فازی غبر

ی ارائه میکه دارند، روسیر با دقت بالا در تقریب جواب معادله انتگ تعاريف  پس از بيانکنند. در این مقاله رال فازی تاخبر
ی معادلات ی فرم پارامترهای لژاندر، جکاوليه موی هاو نيز ويژگيی مقدماتي مرتبط با معادلات فاز انتگرال فازی تاخبر

ی غبر كه در واقع دستگاهي از معادلات انتگرال (، 2.2) ای تاخبر
ا معرفي مي نماييم. است ری خطي در حالت غيرفازولبر

ی گاوسمکانز و قاعده انتگرالهای لژاندر انتقال یافته به همراه روش همسپس با استفاده از موجک ندر، معادله انتگرال لژا-گبر

                                                      
6 Dubois 
7 Prade 
8 Congxin 
9 Ming 
10 Bica 
11 Popescu 
12 Sahu 
13 Ray 



 

 

ی تبدیل می ی )را به یک دستگاه معادلات جب  ( 2.2کنیم. با حل این دستگاه، تقریت  از جواب معادله انتگرال فازی تاخبر
ز همدست میبه ، آنالبر ز ددی نی روش، چند مثال عادهیم. برای نشان دادن کار گرانی روش را مورد بررسی قرار میآید. همچنیر

کنیم. نتایج حاصل از اسپلاین مقایسه میB- های برنولی وارائه کرده و نتایج حاصل را با نتایج به دست آمده از روش موجک
ز در اسپلاین دقیقB- های برنولی وج حاصل از موجکروش ارائه شده در این مقاله، نسبت به نتای تر هستند. همچنیر

هایهای عددی نشان میمثال یابد؛ و ای کاهش می، خطای مطلق به شکل قابل ملاحظه𝑀و 𝑘 دهیم که با افزایش پارامبر
ز چشم  .گبر استالبته افزایش زمان اجرای برنامه نبر

 

2  
ر
 تعاریف مقدمات

 
اده های بعدی مورد استفقضایای مقدمانر مربوط به اعداد و معادلات فازی که در بخش در این بخش، تعاریف و  

ند را بیان میقرار می  .کنیمگبر

𝑢:ℝ [ یک عدد فازی تابعی است مانند7]  2.1تعریف  ⟶ ایط زیر صدق کند [0,1]  :که در سرر

2. 𝑢  نرمال است. درواقع 𝑥0 ∈ ℝ وجود دارد به قسمی که 𝑢(𝑥0) = 1 . 

1. 𝑢  ای محدب است. در واقع برای هروعهمجم 𝑥, 𝑡 ∈ ℝ  1و ⩽ 𝜆 ⩽  :، رابطه زیر برقرار است1

𝑢(𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑡) ⩾ min{𝑢(𝑥), 𝑢(𝑡)}. 
 

3. 𝑢  از بالا نیمه پیوسته است. درواقع برای هر 𝑥0 ∈ ℝ رابطه زیر برقرار است: 

𝑢(𝑥0) ⩾ lim
𝑥→𝑥0

∓
𝑢(𝑥). 

𝑥} مجموعه .4 ∈ ℝ: 𝑢(𝑥) > ده است {0  .یک مجموعه فشر

  

ℝℱ ادامه این مقاله، مجموعه همه اعداد فازی را بادر    .دهیمنشان می 

ی، به 𝑢 [ عدد دلخواه فازی25]  2.2تعریف  ,𝑢(𝑟)) صورت زوج مرتب از توابعرا به فرم پارامبر 𝑢(𝑟)) دهیم  نمایش می

1که  ⩽ 𝑟 ⩽ ایط زیر را برآورده می  1  :کندو سرر

2. 𝑢(𝑟)   نزولی بر بازه  .است [1,2]تابعی کراندار، از چپ پیوسته و غبر

1. 𝑢(𝑟)   صعودی بر بازه  .است [1,2]تابعی کراندار، از چپ پیوسته و غبر

1به ازای هر  .3 ⩽ 𝑟 ⩽ 1 ،𝑢(𝑟) ⩽ 𝑢(𝑟)  است. 

  

  

𝑢 برای دو عدد فازی دلخواه 2.2تعریف  = (𝑢(𝑟), 𝑢(𝑟)) و 𝑣 = (𝑣(𝑟), 𝑣(𝑟))  و عدد حقیفر 𝜆ب  ، جمع و ضز
 :شودصورت زیر تعریف میاسکالر به

(𝑢 ⊕ 𝑣)(𝑟) = (𝑢(𝑟) + 𝑣(𝑟), 𝑢(𝑟) + 𝑣(𝑟)). 
  

(𝜆 ⊗ 𝑢)(𝑟) = {
(𝜆𝑢(𝑟), 𝜆𝑢(𝑟)), 𝜆 ⩾ 0,

(𝜆𝑢(𝑟), 𝜆𝑢(𝑟)), 𝜆 < 0.
 

ز   𝑢 همچنیر = 𝑣 است اگر و فقط اگر 𝑢(𝑟) = 𝑣(𝑟) و𝑢(𝑟) = 𝑣(𝑟) . 

  

ز دو عدد فازی دلخواه28]  2.2تعریف  𝑢 [ فاصله بیر = (𝑢(𝑟), 𝑢(𝑟)) و 𝑣 = (𝑣(𝑟), 𝑣(𝑟)) صورتبه  

𝐷(𝑢, 𝑣) = sup
0⩽𝑟⩽1

max{|𝑢(𝑟) − 𝑣(𝑟)|, |𝑢(𝑟) − 𝑣(𝑟)|},   (2.1) 

  .شودتعریف می 

  

ℝℱ) [ زوج مرتب26] 2.2قضیه  , 𝐷) ایط زیر است یک کامل با سرر  :یک فضای مبر



 

 

,𝑢 به ازای هر .2 𝑣, 𝑤 ∈ ℝℱ 𝐷(𝑢: داریم  ⊕𝑤, 𝑣 ⊕ 𝑤) = 𝐷(𝑢, 𝑣). 

,𝑢 به ازای هر .1 𝑣 ∈ ℝℱ 𝜆 و  ∈ ℝ داریم :𝐷(𝜆 ⊗ 𝑢, 𝜆 ⊗ 𝑣) = |𝜆|𝐷(𝑢, 𝑣). 

,𝑢 به ازای هر .3 𝑣, 𝑤, 𝑒 ∈ ℝℱ 𝐷(𝑢: داریم  ⊕ 𝑣,𝑤 ⊕ 𝑒) ⩽ 𝐷(𝑢,𝑤) + 𝐷(𝑣, 𝑒). 

  

  

:𝑓 [ تابع31] 2.2تعریف  [𝑎, 𝑏] ⟶ ℝℱ 𝑥0 را در نقطه  ∈ [𝑎, 𝑏] پیوسته گوییم هرگاه به ازای هر𝜀 > 0 ،𝛿 > 0 
𝑥 اگرکه ای وجود داشته باشد به طوری ∈ [𝑎, 𝑏] و |𝑥 − 𝑥0| < 𝜀 گاهآن 𝐷(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥0)) < 𝜀 . تابع 𝑓 را  

,𝑎] روی بازه 𝑏] پیوسته فازی گوییم هرگاه به ازای هر𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]ز توابعی را با ,𝐶ℱ([𝑎 ، پیوسته باشد. فضای چنیر 𝑏]) 
 .دهیمنشان می

:𝑓 [ تابع25] 2.2تعریف  [𝑎, 𝑏] ⟶ ℝℱ ید. برای هر افراز   𝑃 دلخواه را در نظر گبر = {𝑡0, … , 𝑡𝑛} از [𝑎, 𝑏]  و

𝜉𝑖 مقدار دلخواه ∈ [𝑡𝑖−1, 𝑡𝑖]  2به ازای ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛فرض کنید ،  

 𝑅𝑃 = ∑𝑛𝑖=1 𝑓(𝜉𝑖)(𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1), 
 

 Δ = max
1⩽𝑖⩽𝑛

{|𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1|}. 

,𝑎] در بازه 𝑓(𝑡) انتگرال تابع 𝑏] شودصورت زیر تعریف میبه: 

 ∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = lim

Δ→0
𝑅𝑃. (2.2) 

  

  

یک 𝑓(𝑡) [ اگر تابع فازی28] 2.2قضیه  ( وجود دارد 1.1گاه انتگرال تعریف شده در )پیوسته باشد آن 𝐷 در فضای مبر
 ، ز  و نبر

 ∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑡, 𝑟)d𝑡 = ∫

𝑏

𝑎
𝑓(𝑡, 𝑟)d𝑡, 

 

 ∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑡, 𝑟)d𝑡 = ∫

𝑏

𝑎
𝑓(𝑡, 𝑟)d𝑡. 

 

اهای فوق، معادله انتگرال فازی حال، بر اساس تعاریف و گزاره ی ولبر خطی )-تاخبر توان به صورت ( را می2.2هامرشتاین غبر
 :معادل به شکل زیر نمایش داد

 𝑦̃(𝑡, 𝑟) = {
𝑞̃(𝑡, 𝑟) + ∫

𝑡

𝑡−𝜏
𝑘(𝑡, 𝑥)𝐺̃(𝑥, 𝑦̃(𝑥, 𝑟))𝑑𝑥, 𝑟 ∈ [0,1], 𝑡 ∈ [0, 𝑇],

𝜙̃(𝑡, 𝑟), 𝑟 ∈ [0,1], 𝑡 ∈ [−𝜏, 0],
 (2.3) 

ایب ثابت و مثبت هستند و 𝑇 و 𝜏 که در آن  تابع مجهول  𝑦̃ .باشندنمایانگر توابع فازی معلوم می 𝜙̃ و  𝑞̃ ،𝐺̃ ضز

,𝑘(𝑡 فازی است و 𝑥)  1] مقدار معلوم است که در مستطیل-تابع مثبت حقیفر, 𝑇] × [−𝜏, 𝑇] تعریف شده است. 

ی توابع فازی ظاهر شده در معادله )1.1بر اساس تعریف  یم( را به صورت زیر در نظر می1.3، فرم پارامبر  :گبر

𝑦̃(𝑡, 𝑟) = (𝑦(𝑡, 𝑟), 𝑦(𝑡, 𝑟)), 

𝑞̃(𝑡, 𝑟) = (𝑞(𝑡, 𝑟), 𝑞(𝑡, 𝑟)), 

𝜙̃(𝑡, 𝑟) = (𝜙(𝑡, 𝑟), 𝜙(𝑡, 𝑟)). 

ز توجه به این نکته که هسته  ز روابط فوق و همچنیر
,𝑘(𝑡 با درنظر گرفیر 𝑥)  ی ظاهر شده در معادله انتگرال فازی تاخبر

ا خطی )-ولبر توان به صورت دستگاهی از این معادله را می است، یفر مقدار و همواره مثبت( تابعی حق2.2هامرشتاین غبر
فازی و به شکل زیر نمایش داد  :معادلات انتگرال در حالت غبر

 𝑦(𝑡, 𝑟) = {
𝑞(𝑡, 𝑟) + ∫

𝑡

𝑡−𝜏
𝑘(𝑡, 𝑥)𝐺(𝑥, 𝑦(𝑥, 𝑟))𝑑𝑥, 𝑟 ∈ [0,1], 𝑡 ∈ [0, 𝑇],

𝜙(𝑡, 𝑟), 𝑟 ∈ [0,1], 𝑡 ∈ [−𝜏, 0],
 (2.4) 



 

 

  

 𝑦(𝑡, 𝑟) = {
𝑞(𝑡, 𝑟) + ∫

𝑡

𝑡−𝜏
𝑘(𝑡, 𝑥)𝐺(𝑥, 𝑦(𝑥, 𝑟))𝑑𝑥, 𝑟 ∈ [0,1], 𝑡 ∈ [0, 𝑇],

𝜙(𝑡, 𝑟), 𝑟 ∈ [0,1], 𝑡 ∈ [−𝜏, 0].
 (2.5) 

 ذانر این معادلات، اغلب روش 
ی

ند. در این مقالههای عددی برای حل آنها مورد استفاده قرار میبا توجه پیچیدگ ، از گبر
 .کنیممعادلات استفاده میهای لژاندر دو بعدی انتقال یافته برای حل این دستگاه موجک

 

 های لژاندر دو بعدی انتقال یافتهموجک 2
 

شوند. وقتر ساخته می 𝜓 ها یک خانواده از توابع هستند که از اتساع و انتقال تابعی به نام موجک مادرموجک 
دیدار صورت زیر پپیوسته بههای ای از موجککنند، خانوادهطور پیوسته تغیبر میبه 𝑏 و پارامبر انتقال 𝑎 پارامبر اتساع

 :[29] شوندمی

 𝜓𝑎,𝑏(𝑡) = |𝑎|
−
1

2𝜓(
𝑡−𝑏

𝑎
) ,    𝑎, 𝑏 ∈ ℝ, 𝑎 ≠ 0. (3.1) 

های    را به مقادیر گسسته 𝑏 و 𝑎 اگر پارامبر

𝑎 = 𝑎0
−𝑘, 𝑏 = 𝑛𝑏0𝑎0

−𝑘, 𝑎0 > 1,  𝑏0 > 0, 
 :های گسسته به صورت زیر خواهیم داشتای از موجکگاه خانوادهمحدود کنیم، آن 

𝜓𝑘,𝑛(𝑡) = |𝑎0|
𝑘
2𝜓(𝑎0

𝑘𝑡 − 𝑛𝑏0), 

 𝐿2(ℝ) ی موجک برایپایه  {𝜓𝑘,𝑛(𝑡)}باشند. با مفروضات فوق، اعداد صحیح مثبت می 𝑘 و 𝑛 که در رابطه بالا 
𝑎0 صورت خاص اگر مقادیرخواهد بود. به = 𝑏0 و 2 = پایه متعامد یکه  {𝜓𝑘,𝑛(𝑡)} درنظر گرفته شوند، آنگاه 1

 [.29] خواهد بود 𝐿2(ℝ) برای

𝜓𝑛𝑚(𝑡) صورتهمراه با چهار پارامبر و به  (1,2]های لژاندر بر بازه موجک = 𝜓(𝑘, 𝑛,𝑚, 𝑡)  نمایش داده
𝑛عددی صحیح و نامنفز است و 𝑘 شوند که در آنمی = 1,2, … , 2𝑘. ز اگر عدد صحیح مثبت و ثابتر  𝑀 همچنیر

𝑚 دهد که در آننشان می لژاندر را  ایدرجه چندجمله 𝑚 باشد، آنگاه = 0,1,… ,𝑀 − ها به شکل زیر این موجک .1
 :[11]شوند تعریف می

 𝜓𝑛𝑚(𝑡) = {
√2𝑚 + 12

𝑘

2𝐿𝑚(2
𝑘+1𝑡 − 2𝑛 + 1),

𝑛−1

2𝑘
⩽ 𝑡 <

𝑛

2𝑘
,

 0, این صورتدرغبر .
 (3.2) 

𝑚 در رابطه بالا  = 0,1,… ,𝑀 − 𝑛و 1 = 1,2, … , 2𝑘.  یب 1𝑚√ضز + ها به منظور متعامد یکه بودن موجک  1

𝑎 شده است. در اینجا پارامبر انتقال را برابر باظاهر  = 2−𝑘 و پارامبر اتساع را 𝑏 = (2𝑛 − 1)2−𝑘 ایم. در اختیار کرده

از رابطه زیر که به فرمول بازگشتر  [2,2−]هستند که بر روی بازه  𝑚 های لژاندر از مرتبهایچندجمله 𝐿𝑚(𝑡) رابطه بالا، 
 :آینددست میمعروف است به 24بُنِت

 𝐿0(𝑡) = 1, 
 𝐿1(𝑡) = 𝑡, 

 𝐿𝑗(𝑡) =
2𝑗−1

𝑗
 𝑡 𝐿𝑗−1(𝑡) −

𝑗−1

𝑗
 𝐿𝑗−2(𝑡),    𝑗 = 2,3, …. (3.3) 

𝜔(𝑡) های لژاندر نسبت به تابع وزنایچندجمله  =  .متعامد یکه هستند [2,2−]در بازه  1

(1,2]های لژاندر دوبعدی را بر روی مستطیل توانیم موجکبه طریق مشابه می ×  :به صورت زیر تعریف نماییم (1,2]
 
 
 

                                                      
14 Bonnet’s recursion formula 



 

 

𝜓𝑛1𝑚1𝑛2𝑚2
(𝑡, 𝑟) =

                               

{
 
 

 
 Λ1𝐿𝑚1

(2𝑘1+1𝑡 − 2𝑛1 + 1)𝐿𝑚2
(2𝑘2+1𝑟 − 2𝑛2 + 1), 𝑡 ∈ [

𝑛1−1

2𝑘1
,
𝑛1

2𝑘1
) ,

𝑟 ∈ [
𝑛2−1

2𝑘2
,
𝑛2

2𝑘2
) ,

0, اینصورت .درغبر

 (3.4) 

. در رابطه بالا  Λ1 = √(2𝑚1 + 1)(2𝑚2 + 1)2
𝑘1+𝑘2
2 ز   𝑚1 همچنیر = 0,1, … ,𝑀1 − 1 ، 𝑚2 =

0,1, … ,𝑀2 − 1 ،𝑛1 = 1,2, … , 2𝑘1 𝑛2و   = 1,2, … , 2𝑘2.  در بسیاری از مقالات جهت ساده شدن روابط هنگام
ها را به صورت 𝑀1 تقریب توابع، این پارامبر = 𝑀2 = 𝑀 𝑘1 و  = 𝑘2 = 𝑘 ند. تقریت  از هر تابعدرنظر می   گبر

𝑦(𝑡, 𝑟) ∈ 𝐿2([0,1) ×  .ریمدست آو ی لژاندر دوبعدی با دقت مطلوب بههاموجکتوانیم با استفاده از این را می  ((0,1]

,𝑦̃(𝑡 ( قابل مشاهده است است، تابع1.3طور که از معادله )همان 𝑟) ظاهر شده در این معادله در دامنه 
[−𝜏, 𝑇) × های لژاندر دو بعدی فوق را با این دامنه خاص تعریف شده است. در نتیجه لازم است که موجک  (0,1]

𝑀1 های لژاندر دو بعدی انتقال یافته را با فرض. برای دستیان  به این هدف، موجکتطبیق دهیم = 𝑀2 = 𝑀 و  𝑘1 =
𝑘2 = 𝑘  میبه 

ز
 :نماییمصورت زیر معرف

   

𝜓𝑛1𝑚1𝑛2𝑚2
(𝑡, 𝑟) =

                                {

Λ2𝐿𝑚1
(2𝑘+1𝑡 − 2𝑛1 + 1)𝐿𝑚2

(2𝑘+1𝑟 − 2𝑛2 + 1), (𝑡, 𝑟) ∈ 𝐼1 × 𝐼2,

0, اینصورت ,درغبر

 (3.5) 

Λ2 که در آن = √(2𝑚1 + 1)(2𝑚2 + 1)2
𝑘 ،𝐼1 = [

(𝑇+𝜏)(𝑛1−1)

2𝑘
− 𝜏,

(𝑇+𝜏)𝑛1

2𝑘
− 𝜏)  و . 𝐼2 = [

𝑛2−1

2𝑘
,
𝑛2

2𝑘
) 

 ، ز ,𝑚1همچنیر 𝑚2 = 0,1, … ,𝑀 − . و  1 𝑛1, 𝑛2 = 1,2, … , 2
𝑘 های لژاندر دو بعدی انتقال با استفاده از موجک

ه دلخواه مانند ,𝑓(𝑡 یافته، هر تابع دومتغبر 𝑟) ∈ 𝐿2([−𝜏, 𝑇) ×  .توان با دقت مطلوب تقریب زدرا می ((0,1]
 

 تقریب توابع 2.1
 
 {𝜓𝑛𝑚} یک پایه متعامد یکه برای 𝐿2[0,1) است. بنابراین تابع دلخواه 𝑦(𝑡) ∈ 𝐿2[0,1) توان توسط را می

 :صورت زیر بسط داد( به3.1های لژاندر تعریف شده در رابطه )موجک

 𝑦(𝑡) = ∑∞𝑛=1 ∑
∞
𝑚=0 𝑦𝑛𝑚𝜓𝑛𝑚(𝑡), (3.6) 

𝑦𝑛𝑚 که در رابطه بالا  = ⟨𝑓(𝑡), 𝜓𝑛𝑚(𝑡)⟩  است و〈. , . ب داخلی در فضاینمایان 〈  .است (𝐿2[0,1 گر ضز

 :شودبه شکل زیر حاصل می 𝑦(𝑡) ( را از جانی به بعد قطع کنیم، تقریت  از تابع3.6اگر سری )

 𝑦(𝑡) = ∑2
𝑘

𝑛=1 ∑
𝑀−1
𝑚=0 𝑦𝑛𝑚𝜓𝑛𝑚(𝑡) = 𝑌𝑇Ψ(𝑡). (3.7) 

1بردارهای از مرتبه  Ψ(𝑡) و  𝑌ر رابطه بالا، د 
𝑘
𝑀 ×  .هستند 1

ه ,𝑦(𝑡 به طریق مشابه، تابع دو متغبر 𝑟) ∈ 𝐿2([−𝜏, 𝑇) × های لژاندر دو توان توسط موجکرا می ((0,1]
 :صورت زیر تقریب زداند به( تعریف شده3.5بعدی انتقال یافته که در رابطه )

 𝑦(𝑡, 𝑟) ≃ ∑2
𝑘

𝑛1=1
∑𝑀−1𝑚1=0

∑2
𝑘

𝑛2=1
∑𝑀−1𝑚2=0

𝑦𝑛1𝑚1𝑛2𝑚2
 𝜓𝑛1𝑚1𝑛2𝑚2

(𝑡, 𝑟) 

                            = 𝑌𝑇Ψ(𝑡, 𝑟), (3.9) 

,Ψ(𝑡 و 𝑌 که در رابطه بالا  𝑟) 1) بردارهانی از مرتبه
𝑘
𝑀)2 شوندصورت زیر تعریف میهستند که به: 

 𝑌 = [𝑦1010, … , 𝑦101(𝑀−1), 𝑦1020, … , 𝑦102(𝑀−1), 

                                                         … , 𝑦2𝑘(𝑀−1)2𝑘0, … , 𝑦2𝑘(𝑀−1)2𝑘(𝑀−1)]
𝑇

, (3.10) 

  

 Ψ(𝑡, 𝑟) = [𝜓1010(𝑡, 𝑟), … , 𝜓101(𝑀−1)(𝑡, 𝑟), 𝜓1020(𝑡, 𝑟), … , 𝜓102(𝑀−1)(𝑡, 𝑟), 



 

 

                                     … , 𝜓2𝑘(𝑀−1)2𝑘0(𝑡, 𝑟), … , 𝜓2𝑘(𝑀−1)2𝑘(𝑀−1)(𝑡, 𝑟)]
𝑇

. (3.11) 

 1.3توانیم تقریت  از جواب معادله انتگرال فازی )با استفاده از این بردارها، می 
ی

های ( را با دقت بالا با استفاده از ویژگ
 .دست آوریمهای انتقال یافته بهموجک

 

 ارائه روش 2
 

لژاندر دو بعدی انتقال یافته برای حل معادلات انتگرال فازی های در این بخش، یک روش عددی مبتتز بر موجک 
ا خطی ولبر ی غبر  :دهیم. این معادلات به شکل زیر هستند( آمده است ارائه می1.3هامرشتاین که در معادله )-تاخبر

 𝑦̃(𝑡, 𝑟) = {
𝑞̃(𝑡, 𝑟) + ∫

𝑡

𝑡−𝜏
𝑘(𝑡, 𝑥)𝐺̃(𝑥, 𝑦̃(𝑥, 𝑟))𝑑𝑥, 𝑟 ∈ [0,1], 𝑡 ∈ [0, 𝑇],

𝜙̃(𝑡, 𝑟), 𝑟 ∈ [0,1], 𝑡 ∈ [−𝜏, 0],
 (4.1) 

ایب ثابت و مثبت هستند و 𝑇 و 𝜏 که در آن  تابع مجهول  𝑦̃ .باشندنمایانگر توابع فازی معلوم می 𝜙̃ و  𝑞̃ ،𝐺̃ ضز

,𝑘(𝑡 فازی است و 𝑥)  1] مقدار معلوم است که در مستطیل-تابع مثبت حقیفر, 𝑇] × [−𝜏, 𝑇] تعریف شده است. 

,𝑦̃(𝑡 تابع مجهول (،4.2برای حل عددی معادله ) 𝑟) های لژاندر ظاهر شده در این معادله را با استفاده از موجک
( 4.2زنیم. این تقریب معادله انتگرال فازی )( بیان شده است، تقریب می3.9گونه که در معادله )دو بعدی انتقال یافته، همان

 :نمایدرا به فرم زیر تبدیل می

 𝑌𝑇Ψ(𝑡, 𝑟) = {
𝑞̃(𝑡, 𝑟) + ∫

𝑡

𝑡−𝜏
𝑘(𝑡, 𝑥)𝐺̃(𝑥, 𝑌𝑇Ψ(𝑥, 𝑟))𝑑𝑥, 𝑡 ∈ [0, 𝑇],

𝜙̃(𝑡, 𝑟), 𝑡 ∈ [−𝜏, 0].
 (4.2) 

  مکانز حال با قرار دادن نقاط هم 

 𝑡𝑖 =
(2𝑖−1)(𝑇+𝜏)

2𝑘+1𝑀
− 𝜏,    𝑖 = 1,2, … , 2𝑘𝑀, 

 𝑟𝑗 =
2𝑗−1

2𝑘+1𝑀
,    𝑗 = 1,2, … , 2𝑘𝑀, 

1)در معادله بالا،  
𝑘
𝑀)2  معادله زیر به ازای 𝑖, 𝑗 = 1,2, … , 2𝑘𝑀 آیددست میبه: 

 𝑌𝑇Ψ(𝑡𝑖, 𝑟𝑗) = {
𝑞̃(𝑡𝑖, 𝑟𝑗) + ∫

𝑡𝑖
𝑡𝑖−𝜏

𝑘(𝑡𝑖, 𝑥)𝐺̃(𝑥, 𝑌
𝑇Ψ(𝑥, 𝑟𝑗))𝑑𝑥, 𝑡𝑖 ∈ [0, 𝑇],

𝜙̃(𝑡𝑖, 𝑟𝑗), 𝑡𝑖 ∈ [−𝜏, 0].
 (4.3) 

ز ظاهر شده در معادله )  ی گاوس( از قاعده انتگرال4.3برای محاسبه انتگرال معیر نظور مکنیم. بدین لژاندر استفاده می-گبر

𝑡𝑖] بایست حدود انتگرال را ازمی − 𝜏, 𝑡𝑖]  تغیبر دهیم. لذا با استفاده از جایگزیتز  [2,2−]به 𝑥 =
𝜏(𝑧−1)+2𝑡𝑖

2
در رابطه  

  :بالا داریم

𝑌𝑇Ψ(𝑡𝑖, 𝑟𝑗) =

{
 
 

 
 𝑞̃(𝑡𝑖, 𝑟𝑗) +

𝜏

2
∫
1

−1
𝑘(𝑡𝑖,

𝜏(𝑧−1)+2𝑡𝑖

2
) ×

                                𝐺̃(
𝜏(𝑧−1)+2𝑡𝑖

2
, 𝑌𝑇Ψ(

𝜏(𝑧−1)+2𝑡𝑖

2
, 𝑟𝑗))𝑑𝑧, 𝑡𝑖 ∈ [0, 𝑇],

𝜙̃(𝑡𝑖, 𝑟𝑗), 𝑡𝑖 ∈ [−𝜏, 0].

 

یدر این مرحله، قاعده انتگرال  . کنیملژاندر را بر روی انتگرال ظاهر شده در معادله بالا اعمال می-ای گاوسنقطه𝑝− گبر

  :بنابراین تبدیل زیر حاصل می شود

 𝑌𝑇Ψ(𝑡𝑖, 𝑟𝑗) =

{
 
 

 
 𝑞̃(𝑡𝑖, 𝑟𝑗) +

𝜏

2
∑𝑝ℓ=1 𝜔ℓ𝑘(𝑡𝑖,

𝜏(𝑧ℓ−1)+2𝑡𝑖

2
) ×

                                𝐺̃(
𝜏(𝑧ℓ−1)+2𝑡𝑖

2
, 𝑌𝑇Ψ(

𝜏(𝑧ℓ−1)+2𝑡𝑖

2
, 𝑟𝑗)), 𝑡𝑖 ∈ [0, 𝑇],

𝜙̃(𝑡𝑖, 𝑟𝑗), 𝑡𝑖 ∈ [−𝜏, 0],

 (4.4) 

ℓ به ازای 𝑧ℓ که در آن  = 1,2, … , 𝑝 همرتبای چبیشف های چندجملهلژاندر هستند، که در واقع ریشه-نقاط گاوس 
𝑝  ز می  باشند. می های متناظر وزن 𝜔ℓ باشند. همچنیر



 

 

خطی با4.4معادله ) ی غبر 1) ( یک دستگاه معادلات جب 
𝑘
𝑀)2 معادله و همان تعداد مجهول موجود در بردار 

𝑌  خطی، درایه فازی محاسبه شده و سپس جواب معادله انتگرال  𝑌 های برداررا نمایش می دهد. با حل این دستگاه غبر
ا خطی ولبر ی غبر  .آیددست می( به3.9( را با استفاده از معادله )4.2هامرشتاین )-تاخبر

 

 همگرات   2
ز  آنالتر

  

ی موجکبا به 2.1قضیه  𝑛=1∞∑ های لژاندر، سریکارگبر ∑
∞
𝑚=0 𝑦𝑛𝑚𝜓𝑛𝑚(𝑡) ( 3.6تعریف شده در رابطه )

 .همگراست 𝑦(𝑡) به تابع

  

 .نمایید[ مراجعه 32به مرجع ] اثبات: 
 

,𝐶(𝐼)) حال فرض کنید  ∥. ∥) 𝐼 فضای باناخ متشکل از همه توابع پیوسته روی مستطیل  = [0,1) ×
  همراه با نرم (0,1]

 ∥ 𝑦̃(𝑡, 𝑟) ∥∞= max
(𝑡,𝑟)∈𝐼

|𝑦̃(𝑡, 𝑟)|, 

ز فرض کنید  ,𝑦̃𝑘𝑚(𝑡 باشد. همچنیر 𝑟) و 𝑦̃(𝑡, 𝑟)  رال انتگبه ترتیب نشان دهنده جواب تقریت  و جواب دقیق معادله

ی ) 𝛼 ( باشند. فرض کنید1.3فازی تاخبر = sup(𝑡,𝑥)∈𝐼|𝑘(𝑡, 𝑥)| خطی ز بخش غبر ط لیپ 𝐺̃ و همچنیر ز در سرر شیبر

𝛽 نسبت به متغبر دوم خود صدق کند. این بدان معناست که ثابت > 𝑥 وجود دارد به طوری که به ازای هر 0 ∈
[−𝜏, 𝑇]  و : 𝑟 ∈ [0,1]  

 |𝐺̃(𝑥, 𝑦̃𝑘𝑀(𝑥, 𝑟)) − 𝐺̃(𝑥, 𝑦̃(𝑥, 𝑟))| ≤ 𝛽|𝑦̃𝑘𝑀(𝑥, 𝑟) − 𝑦̃(𝑥, 𝑟)|. 
 :بر اساس فرضیات بالا، داریم 

 ∥ 𝑦̃𝑘𝑀(𝑡, 𝑟) − 𝑦̃(𝑡, 𝑟) ∥∞= max
(𝑡,𝑟)∈𝐼

|𝑦̃𝑘𝑀(𝑡, 𝑟) − 𝑦̃(𝑡, 𝑟)| 

                      = max
(𝑡,𝑟)∈𝐼

|𝑞̃(𝑡, 𝑟) + ∫
𝑡

𝑡−𝜏
𝑘(𝑡, 𝑥)𝐺̃(𝑥, 𝑦̃𝑘𝑀(𝑥, 𝑟))𝑑𝑥 

                                                    −𝑞̃(𝑡, 𝑟) − ∫
𝑡

𝑡−𝜏
𝑘(𝑡, 𝑥)𝐺̃(𝑥, 𝑦̃(𝑥, 𝑟))𝑑𝑥| 

                      ≤ ∫
𝑡

𝑡−𝜏
max
(𝑡,𝑟)∈𝐼

|𝑘(𝑡, 𝑥)|  |𝐺̃(𝑥, 𝑦̃𝑘𝑀(𝑥, 𝑟)) − 𝐺̃(𝑥, 𝑦̃(𝑥, 𝑟))|𝑑𝑥 

                      ≤ 𝛼𝛽 ∫
𝑡

𝑡−𝜏
max
(𝑡,𝑟)∈𝐼

|𝑦̃𝑘𝑀(𝑥, 𝑟) − 𝑦̃(𝑥, 𝑟)|𝑑𝑥 

                      = 𝛼𝛽𝜏 ∥ 𝑦̃𝑘𝑀(𝑡, 𝑟) − 𝑦̃(𝑡, 𝑟) ∥∞. 

. این بدان معنا است که  (2− 𝛼𝛽𝜏) ∥ 𝑦̃𝑘𝑀(𝑡, 𝑟) − 𝑦̃(𝑡, 𝑟) ∥∞≤ 1بنابراین، با فرض  0 < 𝛼𝛽𝜏 < توان  می  1
𝑘,𝑀 گفت اگر → . آنگاه ∞ |𝑦̃𝑘𝑀(𝑡, 𝑟) − 𝑦̃(𝑡, 𝑟)| → فوق، زمانز که این نشان می دهد که تحت فرضیات  0
های ,𝑦̃𝑘𝑀(𝑡 افزایش می یابند، جواب تقریت   𝑀 و 𝑘 پارامبر 𝑟) به جواب دقیق 𝑦̃(𝑡, 𝑟) همگرا می شود. 

 

 نتایج عددی 2
 

دهیم. برای هر ارائه می 4در این بخش، چهار مثال عددی جهت بررسی دقت و کارانی روش ارائه شده در بخش  
های مناسبهای لژاندر دو بعدی مثال، از موجک 𝑘 انتقال یافته به ازای پارامبر 𝑀 و  کنیم. مقادیر و استفاده می 

، نتایج حاصل را با 6.1و  6.2های اند. در مثالهای مربوطه ارائه شدهنمودارهای خطای مطلق هر مثال در جداول و شکل
ها دقت بالای روش یم. این مقایسهکن[ مقایسه می31اسپلاین ]B- های موجک برنولی و موجکنتایج به دست آمده از روش

ی سها، از قاعده انتگرالدهند. برای همه مثالها را نشان میروش ارائه شده در این مقاله نسبت به سایر روش ای  ه نقطهگبر
 .اندانجام شده 27افزار میپل ایم و همه محاسبات با استفاده از نرملژاندر استفاده کرده-گاوس

امعادله ان  2.1مثال  ی ولبر ید-تگرال فازی تاخبر  :[31] هامرشتاین زیر را در نظر بگبر



 

 

 𝑦̃(𝑡, 𝑟) = {
𝑞̃(𝑡, 𝑟) + ∫

𝑡

𝑡−𝜏
𝑦̃(𝑥, 𝑟)𝑑𝑥, 𝑟 ∈ [0,1], 𝑡 ∈ [0, 𝑇],

𝜙̃(𝑡, 𝑟), 𝑟 ∈ [0,1], 𝑡 ∈ [−𝜏, 0],
 (6.1) 

𝜏که در آن،   =
1

2
 ،𝑇 =
1

2
 ،𝑞̃(𝑡, 𝑟) = (𝑒𝑡−𝜏, 𝑒𝑡−𝜏 +

3

20
(1 − 𝑟)) ,𝜙̃(𝑡و   𝑟) = (𝑒𝑡, 𝑒𝑡 +

3

10
(1 − 𝑟)) .

 :جواب دقیق این معادله به صورت زیر است

 𝑦̃(𝑡, 𝑟) = (𝑒𝑡, 𝑒𝑡 +
3

10
(1 − 𝑟)). 

استفاده  4های لژاندر دو بعدی انتقال یافته و روش ارائه شده در بخش (، از موجک6.2برای حل معادله انتگرال فازی )
𝑒𝑟 کنیم. خطای مطلق را از رابطهمی = |𝑦̃exact(𝑡, 𝑟) − 𝑦̃approximate(𝑡, 𝑟)| ازای مقادیر به 𝑟 = 0.25, 0.75 

 .نمایممحاسبه می

𝑘 نتایج به دست آمده از روش ارائه شده در این مقاله به ازای = 𝑀 و 2 =   با نتایج حاصل از روش موجک برنولی 4
𝑘)به ازای  = 𝑀و  2 = 𝑚 به ازای) اسپلاینB– و روش موجک( 4 = ها در . این مقایسه[31] مقایسه شده است (4
ز  1و  2جداول  ,𝑦(𝑡 به ترتیب برای کران پاییر 𝑟) و کران بالای 𝑦(𝑡, 𝑟) اندگزارش شده. 

ز نمودار خطای مطلقِ  ,𝑦(𝑡 همچنیر 𝑟) و 𝑦(𝑡, 𝑟) به دست آمده از روش حاضز به ازای 𝑘 = 𝑀 و 1 = در شکل  4

𝑘 ، و به ازای2 = 𝑀 و 2 = ثانیه و در  1.84نشان داده شده است. زمان اجرای برنامه در حالت اول  1در شکل  6

های مفیدی در مورد توزی    ع خطا در سرتاسر دامنه تابع سازی، بینشثانیه گزارش شده است. این تصویر  131.82حالت دوم 
ز نشان میرا ارائه می هایدهد. همچنیر ای کاهش ، خطای مطلق به شکل قابل ملاحظه𝑀 و 𝑘 دهد که با افزایش پارامبر

ز چشمیابد؛ و البته افزایش زمامی  .گبر استن اجرای برنامه نبر
 

,𝑦(𝑡 مقادیر خطای مطلق :2جدول  𝑟)  6.2در مثال 

  روش حاضز  روش موجک برنولی اسپلاینB- روش موجک 

𝑚  به ازای = 𝑘 به ازای 4 = 𝑀  و 2 = 𝑘 به ازای 4 = 𝑀  و 2 = 4 t 

 𝑒0.75 𝑒0.25 𝑒0.75 𝑒0.25 𝑒0.75 𝑒0.25  

5.39𝑒 − 5  5.39𝑒 − 5 1.05𝑒 − 5 1.05𝑒 − 5 1.05𝑒 − 7 1.05𝑒 − 7 0.1 
6.74𝑒 − 5  6.74𝑒 − 5 4.15𝑒 − 6 4.15𝑒 − 6 6.84𝑒 − 7 6.84𝑒 − 7 0.2 
4.03𝑒 − 5  4.03𝑒 − 5 5.17𝑒 − 6 5.17𝑒 − 6 8.58𝑒 − 7 8.58𝑒 − 7 0.3 
4.88𝑒 − 5  4.88𝑒 − 5 9.76𝑒 − 6 9.76𝑒 − 6 1.49𝑒 − 7 1.49𝑒 − 7 0.4 
2.07𝑒 − 4  2.07𝑒 − 4 9.22𝑒 − 5 9.22𝑒 − 5 6.00𝑒 − 6 6.00𝑒 − 6 0.5 

  

    

,𝑦(𝑡 مقادیر خطای مطلق: 1جدول  𝑟)  6.2در مثال 

  روش حاضز  روش موجک برنولی اسپلاینB- روش موجک 

𝑚  به ازای = 𝑘 به ازای 4 = 𝑀  و 2 = 𝑘 به ازای 4 = 𝑀  و 2 = 4 t 

 𝑒0.75 𝑒0.25 𝑒0.75 𝑒0.25 𝑒0.75 𝑒0.25  

5.39𝑒 − 5  5.39𝑒 − 5 1.05𝑒 − 5 1.05𝑒 − 5 1.05𝑒 − 7 1.05𝑒 − 7 0.1 
6.74𝑒 − 5  6.74𝑒 − 5 4.15𝑒 − 6 4.15𝑒 − 6 6.84𝑒 − 7 6.84𝑒 − 7 0.2 
4.03𝑒 − 5  4.03𝑒 − 5 5.17𝑒 − 6 5.17𝑒 − 6 8.58𝑒 − 7 8.58𝑒 − 7 0.3 
4.88𝑒 − 5  4.88𝑒 − 5 9.76𝑒 − 6 9.76𝑒 − 6 1.49𝑒 − 7 1.49𝑒 − 7 0.4 
2.07𝑒 − 4  2.07𝑒 − 4 9.22𝑒 − 5 9.22𝑒 − 5 6.00𝑒 − 6 6.00𝑒 − 6 0.5 

 

 

 

 

 



 

 

   

,𝑦(𝑡 نمودار خطای مطلق توابع :2شکل  𝑟) و 𝑦(𝑡, 𝑟)  به ازای 6.2در مثال 𝑘 = 𝑀  و 1 = 4 

 

,𝑦(𝑡 نمودار خطای مطلق توابع: 1شکل  𝑟) و 𝑦(𝑡, 𝑟)  به ازای 6.2در مثال 𝑘 = 𝑀  و 2 = 6 

   

  

ا  2.2مثال  ی ولبر ید-معادله انتگرال فازی تاخبر  :[31] هامرشتاین زیر را در نظر بگبر

 𝑦̃(𝑡, 𝑟) = {
𝑞̃(𝑡, 𝑟) + ∫

𝑡

𝑡−𝜏
𝑒−(𝑡−𝑥)𝑦̃(𝑥, 𝑟)𝑑𝑥, 𝑟 ∈ [0,1], 𝑡 ∈ [0, 𝑇],

𝜙̃(𝑡, 𝑟), 𝑟 ∈ [0,1], 𝑡 ∈ [−𝜏, 0],
 (6.2) 

𝜏که در آن،   =
1

2
 ،𝑇 =
1

2
 ، 

 𝑞̃(𝑡, 𝑟) = (
1

2
𝑒−𝑡 − 0.121306(1 − 𝑟),

1

2
𝑒−𝑡 + 0.121306(1 − 𝑟)), 

 

 𝜙̃(𝑡, 𝑟) = (𝑒−𝑡 −
1

5
(1 − 𝑟), 𝑒−𝑡 +

1

5
(1 − 𝑟)). 

,𝑦̃(𝑡 جواب دقیق این معادله به صورت 𝑟) = (𝑒−𝑡 −
1

5
(1 − 𝑟), 𝑒−𝑡 +

1

5
(1 − 𝑟))  است. این معادله انتگرال

ی بیماری است که در آنفازی یک مدل ریاضز از مسئله همه .  گبر 𝑘(𝑡, 𝑥) = 𝑃(𝑡 − 𝑥) = 𝑒−(𝑡−𝑥) 

 4های لژاندر دو بعدی انتقال یافته و روش ارائه شده در بخش (، از موجک6.1انتگرال فازی )برای حل معادله 
𝑘 دست آمده از روش ارائه شده در این مقاله به ازایکنیم. نتایج بهاستفاده می = 𝑀 و 2 = با نتایج حاصل از روش  4

𝑘)به ازای  برنولی موجک = 𝑀و   2 = 𝑚 به ازای) اسپلاینB– و روش موجک( 4 = مقایسه شده است. این  ( 4
ز  4و  3ها در جداول مقایسه ,𝑦(𝑡 به ترتیب برای کران پاییر 𝑟) و کران بالای 𝑦(𝑡, 𝑟) اندگزارش شده. 

ز نمودار خطای مطلقِ  ,𝑦(𝑡 همچنیر 𝑟) و 𝑦(𝑡, 𝑟) به دست آمده از روش حاضز به ازای 𝑘 = 𝑀 و 1 = در شکل  4

𝑘 ، و به ازای3 = 𝑀 و 2 = ثانیه و در  1.83نشان داده شده است. زمان اجرای برنامه در حالت اول  4در شکل  6



 

 

های  111.81حالت دوم  ز با افزایش پارامبر 𝑘 ثانیه گزارش شده است. در اینجا نبر ، خطای مطلق به شکل قابل 𝑀و 
ز چشمای کاهش میملاحظه  .گبر استیابد؛ و البته افزایش زمان اجرای برنامه نبر

 

,𝑦(𝑡 خطای مطلق مقادیر : 3جدول  𝑟)  6.1در مثال 

  روش حاضز  روش موجک برنولی اسپلاینB- روش موجک 

𝑚  به ازای = 𝑘 به ازای 4 = 𝑀  و 2 = 𝑘 به ازای 4 = 𝑀  و 2 = 4 t 

 𝑒0.75 𝑒0.25 𝑒0.75 𝑒0.25 𝑒0.75 𝑒0.25  

4.34𝑒 − 5  4.34𝑒 − 5 5.70𝑒 − 6 5.77𝑒 − 6 4.83𝑒 − 8 2.73𝑒 − 8 0.1 
4.64𝑒 − 5  4.64𝑒 − 5 3.39𝑒 − 6 3.31𝑒 − 6 5.68𝑒 − 7 6.44𝑒 − 7 0.2 
2.57𝑒 − 5  2.57𝑒 − 5 3.05𝑒 − 6 2.96𝑒 − 6 4.45𝑒 − 7 5.35𝑒 − 7 0.3 
1.81𝑒 − 5  1.80𝑒 − 5 5.80𝑒 − 6 5.90𝑒 − 6 7.15𝑒 − 9 8.41𝑒 − 8 0.4 
7.41𝑒 − 5  7.40𝑒 − 5 5.19𝑒 − 5 5.18𝑒 − 5 1.54𝑒 − 6 1.44𝑒 − 6 0.5 

    

,𝑦(𝑡 مطلقمقادیر خطای : 4جدول  𝑟)  6.1در مثال 

  روش حاضز  روش موجک برنولی اسپلاینB- روش موجک 

𝑚  به ازای = 𝑘 به ازای 4 = 𝑀  و 2 = 𝑘 به ازای 4 = 𝑀  و 2 = 4 t 

 𝑒0.75 𝑒0.25 𝑒0.75 𝑒0.25 𝑒0.75 𝑒0.25  

4.33𝑒 − 5  4.32𝑒 − 5 5.63𝑒 − 6 5.56𝑒 − 6 1.24𝑒 − 7 1.99𝑒 − 7 0.1 
4.63𝑒 − 5  4.62𝑒 − 5 3.47𝑒 − 6 3.55𝑒 − 6 4.92𝑒 − 7 4.16𝑒 − 7 0.2 
2.56𝑒 − 5  2.55𝑒 − 5 3.13𝑒 − 6 3.22𝑒 − 6 3.56𝑒 − 7 2.66𝑒 − 7 0.3 
1.82𝑒 − 5  1.83𝑒 − 5 5.71𝑒 − 6 5.62𝑒 − 6 9.84𝑒 − 8 1.90𝑒 − 7 0.4 
7.42𝑒 − 5  7.43𝑒 − 5 5.20𝑒 − 5 5.21𝑒 − 5 1.64𝑒 − 6 1.74𝑒 − 6 0.5 

 
   

   

,𝑦(𝑡 توابعنمودار خطای مطلق : 3شکل  𝑟) و 𝑦(𝑡, 𝑟)  به ازای 6.1در مثال 𝑘 = 𝑀  و 1 = 4 

   

 
 
 
 
 
 



 

 

   

,𝑦(𝑡 نمودار خطای مطلق توابع: 4شکل  𝑟) و 𝑦(𝑡, 𝑟)  به ازای 6.1در مثال 𝑘 = 𝑀  و 2 = 6 

   

ا  2.2مثال  خطی ولبر ی غبر ید-معادله انتگرال فازی تاخبر  :هامرشتاین زیر را در نظر بگبر

 𝑦̃(𝑡, 𝑟) = {
𝑞̃(𝑡, 𝑟) + ∫

𝑡

𝑡−𝜏
𝑡𝑥2𝑦̃2(𝑥, 𝑟)𝑑𝑥, 𝑟 ∈ [0,1], 𝑡 ∈ [0, 𝑇],

𝜙̃(𝑡, 𝑟), 𝑟 ∈ [0,1], 𝑡 ∈ [−𝜏, 0],
 (6.3) 

𝜏که در آن،   =
1

2
 ،𝑇 = 1 ، 

 𝑞̃(𝑡, 𝑟) = (𝑡𝑟 −
1

5
𝑡𝑟2(𝑡5 − (𝑡 −

1

2
)5), 𝑡𝑟2 −

1

5
𝑡𝑟4(𝑡5 − (𝑡 −

1

2
)5), 

. و 𝜙̃(𝑡, 𝑟) = (𝑡𝑟, 𝑡𝑟2) جواب دقیق این معادله به صورت 𝑦̃(𝑡, 𝑟) = (𝑡𝑟, 𝑡𝑟2) است. 

خطی ) 𝑘  های لژاندر دوبعدی انتقال یافته حل کردیم. به ازای( را با استفاده از موجک6.3معادله انتگرال فازی غبر = 0 
𝑀و  = ,𝑦(𝑡 گزارش شده، و نمودارهای خطای مطلق برای  5، نتایج به دست آمده از روش ارائه شده در جدول 3 𝑟)  

,𝑦(𝑡 و 𝑟)  گزارش شده استثانیه   1.82رسم شده است. زمان اجرای برنامه در این حالت  5در شکل. 

 
𝑘 مقادیر خطای مطلق به ازای: 5جدول  = 𝑀 و 0 =  6.3در مثال  3

    𝑦(𝑡, 𝑟)   𝑦(𝑡, 𝑟)   

𝑒0.75 𝑒0.5 𝑒0.25 𝑒0.75 𝑒0.5 𝑒0.25 t 

2.4𝑒 − 11 5.0𝑒 − 11 5.8𝑒 − 11 4.1𝑒 − 11 4.8𝑒 − 12 9.4𝑒 − 11 0.1 
3.6𝑒 − 11 3.0𝑒 − 11 1.2𝑒 − 10 9.8𝑒 − 11 3.6𝑒 − 12 7.9𝑒 − 12 0.2 
4.1𝑒 − 11 1.0𝑒 − 11 8.9𝑒 − 11 9.2𝑒 − 11 3.2𝑒 − 11 9.0𝑒 − 11 0.3 
2.5𝑒 − 11 2.0𝑒 − 12 6.5𝑒 − 11 8.5𝑒 − 11 4.1𝑒 − 11 1.0𝑒 − 11 0.4 
7.0𝑒 − 11 0 1.3𝑒 − 10 1.2𝑒 − 10 3.5𝑒 − 11 9.0𝑒 − 11 0.5 
5.0𝑒 − 12 2.0𝑒 − 12 8.5𝑒 − 11 1.4𝑒 − 11 1.9𝑒 − 11 6.0𝑒 − 11 0.6 
4.9𝑒 − 11 1.0𝑒 − 11 8.1𝑒 − 11 1.1𝑒 − 10 2.4𝑒 − 12 7.2𝑒 − 11 0.7 
8.4𝑒 − 11 3.0𝑒 − 11 5.6𝑒 − 11 5.7𝑒 − 12 3.6𝑒 − 12 8.4𝑒 − 11 0.8 
1.8𝑒 − 11 5.0𝑒 − 11 6.2𝑒 − 11 9.8𝑒 − 11 4.8𝑒 − 12 3.7𝑒 − 11 0.9 
1.2𝑒 − 10 6.0𝑒 − 11 6.0𝑒 − 11 1.1𝑒 − 10 1.1𝑒 − 10 2.0𝑒 − 10 1 



 

 

 

,𝑦(𝑡 نمودار خطای مطلق توابع :5شکل  𝑟) و 𝑦(𝑡, 𝑟)  به ازای 6.3در مثال 𝑘 = 𝑀  و 0 = 3 

   

ا  2.2مثال  خطی ولبر ی غبر ید-معادله انتگرال فازی تاخبر  :هامرشتاین زیر را در نظر بگبر

 𝑦̃(𝑡, 𝑟) = {
𝑞̃(𝑡, 𝑟) + ∫

𝑡

𝑡−𝜏
𝑦̃2(𝑥, 𝑟)𝑑𝑥, 𝑟 ∈ [0,1], 𝑡 ∈ [0, 𝑇],

𝜙̃(𝑡, 𝑟), 𝑟 ∈ [0,1], 𝑡 ∈ [−𝜏, 0],
 (6.4) 

𝜏که در آن،   =
1

2
 ،𝑇 = 1 ، 

 𝑞̃(𝑡, 𝑟) = (sin(2𝜋𝑟)cos(2𝜋𝑡) −
1

4
sin2(2𝜋𝑟), sin(2𝜋𝑡)cos(2𝜋𝑟) −

1

4
cos2(2𝜋𝑟)), 

 𝜙̃(𝑡, 𝑟) = (sin(2𝜋𝑟)cos(2𝜋𝑡), sin(2𝜋𝑡)cos(2𝜋𝑟)). 
,𝑦̃(𝑡 جواب دقیق این معادله به صورت 𝑟) = (sin(2𝜋𝑟)cos(2𝜋𝑡), sin(2𝜋𝑡)cos(2𝜋𝑟)) است. 

خطی ) 𝑘 های لژاندر دوبعدی انتقال یافته حل کردیم. به ازای( را با استفاده از موجک6.4معادله انتگرال فازی غبر = 2  
𝑀 و =  .گزارش شده است  6، نتایج به دست آمده از روش ارائه شده در جدول 4

ز نمودار خطای مطلقِ  ,𝑦(𝑡 همچنیر 𝑟) و 𝑦(𝑡, 𝑟) به دست آمده از روش حاضز به ازای 𝑘 = 𝑀 و 1 = در شکل  4

𝑘 ، و به ازای6 = 𝑀 و 2 = ثانیه و در حالت دوم  6.79اند. زمان اجرای برنامه در حالت اول رسم شده 7در شکل  4

 .ثانیه گزارش شده است 255.39
 

𝑘 مقادیر خطای مطلق به ازای: 6جدول  = 𝑀 و 2 =  6.4در مثال  4

    𝑦(𝑡, 𝑟)   𝑦(𝑡, 𝑟)   

𝑒0.75 𝑒0.5 𝑒0.25 𝑒0.75 𝑒0.5 𝑒0.25 t 

2.23𝑒 − 3 6.42𝑒 − 4 2.11𝑒 − 3 4.17𝑒 − 3 3.07𝑒 − 3 7.69𝑒 − 3 0.1 
3.86𝑒 − 3 2.74𝑒 − 3 3.75𝑒 − 3 7.97𝑒 − 3 1.29𝑒 − 3 4.97𝑒 − 3 0.2 
3.71𝑒 − 3 9.17𝑒 − 3 3.01𝑒 − 3 4.30𝑒 − 3 9.97𝑒 − 4 3.09𝑒 − 3 0.3 
2.64𝑒 − 3 8.37𝑒 − 3 2.47𝑒 − 3 3.76𝑒 − 3 2.95𝑒 − 3 4.58𝑒 − 3 0.4 
1.54𝑒 − 5 6.15𝑒 − 3 6.86𝑒 − 4 1.14𝑒 − 2 3.89𝑒 − 3 3.91𝑒 − 3 0.5 
1.39𝑒 − 3 1.62𝑒 − 2 1.11𝑒 − 3 1.03𝑒 − 2 3.06𝑒 − 3 2.05𝑒 − 2 0.6 
3.42𝑒 − 3 5.72𝑒 − 3 3.77𝑒 − 3 1.57𝑒 − 4 1.27𝑒 − 3 9.20𝑒 − 3 0.7 
3.53𝑒 − 3 8.45𝑒 − 3 3.39𝑒 − 3 4.83𝑒 − 3 1.09𝑒 − 3 1.64𝑒 − 3 0.8 
2.53𝑒 − 3 8.76𝑒 − 3 1.46𝑒 − 3 3.22𝑒 − 3 3.16𝑒 − 3 1.40𝑒 − 2 0.9 
1.98𝑒 − 4 1.89𝑒 − 2 1.51𝑒 − 3 1.84𝑒 − 2 3.06𝑒 − 3 5.31𝑒 − 3 1 
  



 

 

   

   

,𝑦(𝑡 نمودار خطای مطلق توابع: 6شکل  𝑟) و 𝑦(𝑡, 𝑟)  به ازای 6.4در مثال 𝑘 = 𝑀  و 1 = 4 

   

   

,𝑦(𝑡 مطلق توابعنمودار خطای : 7شکل  𝑟) و 𝑦(𝑡, 𝑟)  به ازای 6.4در مثال 𝑘 = 𝑀  و 2 = 4 

   

 

 

ی 2  نتیجه گتر
 

ادر این مقاله، کاربردی از موجک  خطی ولبر ی غبر امرشتاین ه-های لژاندر در حل عددی معادلات انتگرال فازی تاخبر
یگهای مختلف، ازجمله مسائل همهزمینهارائه کردیم. این دسته از معادلات انتگرالی فازی کاربردهای مهمی در  دارند. در  بر

ند. در این مقالهسازی دینامیک ریاضز یک مسئله همهتوانند برای مدلواقع این معادلات می ی مورد استفاده قرار گبر ، گبر
 پس از ارائه تعاریف و گزاره

ی
ی انتقال ای لژاندر دوبعدههای آنها، موجکهای مقدمانر در مورد اعداد فازی، توابع فازی و ویژگ

 کردیم. با به
ز
ی این موجکیافته را معرف ی گاوسمکانز و قاعده انتگرالها به همراه روش همکارگبر اندر، معادله انتگرال لژ -گبر

ی مساله را ساده ی تبدیل کردیم، که به طور چشمگبر ی را به یک دستگاه معادلات جب  ز خطای سازی کرد فازی تاخبر . آنالبر

(، کارآمدی و دقت روش 6.2-6.4های های عددی )مثالرائه شده مورد بررسی قرار گرفت و سپس از طریق مثالروش ا
های مختلف ها،  𝑀 و 𝑘 پیشنهادی را نشان دادیم. هر مثال به ازای پارامبر اجرا و نتایج گزارش شدند. با افزایش این پارامبر

ز چشم یابد؛ای کاهش میخطای مطلق به شکل قابل ملاحظه نتایج  هگبر است. مقایسو البته افزایش زمان اجرای برنامه نبر
های لژاندر دقت بالاتری در حل اسپلاین نشان داد که موجکB- های برنولی ودست آمده از روش حاضز با روش موجکبه

ا خطی ولبر ی غبر  .هامرشتاین دارند-این معادلات انتگرالی فازی تاخبر

 



 

 

 

References  

 

یدی شبکه تطبیفر برای حل معادلات دیفرانسیل " ر. ، ع. پور مهدی، م.، شه نیاسر بی   [1] یک روش بلوگ هیب 
خطی ز غبر  .(2412) 251تا  241، صص. 2شماره  22جلد  ،مجله محاسبات نرم "آشفته تکیر

https://doi.org/10.22052/scj.2023.248415.1105 

 

، م. چه   [2] پذیری های فازی تحت مفهوم مشتقکبد انسان با داده  های مدل ریاضز عملکرد "جواب لان 
 .آماده انتشار ،مجله محاسبات نرم هاکوهارای توسعه یافته"

https://doi.org/10.22052/scj.2024.253988.1203 

 

واری، م.، سعادتمندی، ع.    [3] ز ي موجک چبیشف نوع دوم در حل عددي معادلات انتگرال به"سب  کارگبر
خطی، شماره موجک "فازي نوع دومفردهلم خطی  . (2398) 28تا  2، صص. 6ها و جب 

https://doi.org/10.22072/wala.2019.88855.1180 

 

 

واری، م.    [4] ز ي حل عددي معادلات انتگرال فردهلم فازي نوع دوم با به"مهموم سالکویه، م.، سب  کارگبر
خطی، شماره موجک"  CASی هاوجکم  .(2412) 26تا  2، صص 8ها و جب 

https://doi.org/10.22072/wala.2020.121687.1272 

   

 

[5]  Abbasbandy S., Babolian E., and Alavi M., “Numerical method for solving linear 
Fredholm fuzzy integral equations of the second kind” Chaos Solitons & Fractals 11 (31): 138–
146 (2007). https://doi.org/10.1016/j.chaos.2005.09.036 

 

 

[6]  Akrami Arani M., Sabzevari M., “Numerical solution of system of nonlinear 
Fredholm integro-differential equations using CAS wavelets” J. Math. Model. 11: 587–602 
(2023). https://doi.org/10.22124/jmm.2023.24341.2179 

 

 

[7]  Anastassiou G.A., Gal S.G., “On a fuzzy trigonometric approximation theorem of 
Weirstrass-type” Journal of Fuzzy Mathematics 9 (3): 701–708 (2001). 
https://doi.org/10.1007/978-3-642-11220-1_5 

 

 

[8]  Babolian E., Sadeghi Goghary H., and Abbasbandy S., “Numerical solution of linear 
Fredholm fuzzy integral equations of the second kind by Adomian method” Appl. Math. 
Comput. 161: 733–744 (2005). https://doi.org/10.1016/j.amc.2003.12.071 

 

 

[9]  Bica A.M., Popescu C., “Numerical solutions of the nonlinear fuzzy Hammerstein-
Volterra delay integral equations” Inf. Sci. 223: 236–255 (2013). 
https://doi.org/10.1016/j.ins.2012.10.022 



 

 

 

 

[10]  Bisheh-Niasar M., Saadatmandi A., and Akrami-Arani M., “A new family of high-
order difference schemes for the solution of second order boundary value problems” Iranian J. 
Math. Chem. 9: 187–199 (2018). https://doi.org/10.22052/ijmc.2018.94933.1306 

 

 

[11]  Cong-Xin W., Ming M., “Embedding problem of fuzzy number space: Part I.” Fuzzy 
Sets and Systems 44: 33–38 (1991). https://doi.org/10.1016/0165-0114(91)90030-T 

 

 

[12]  Cooke K.L., “An epidemic equation with immigration” Math. Biosci. 29: 135–158 
(1976). https://doi.org/10.1016/0025-5564(76)90033-X 

 

 

[13]  Dubois D., Prade H., “Towards fuzzy differential calculus part 1: Integration of 
fuzzy mappings” Fuzzy Sets and Systems 8: 1–7 (1982). https://doi.org/10.1016/0165-
0114(82)90025-2 

 

 

[14]  Ezzati R., Ziari S., “Numerical solution of nonlinear fuzzy Fredholm integral 
equations using iterative method” Applied Mathematics and Computation 225: 33–42 (2013). 
https://doi.org/10.1016/j.amc.2013.09.020 

 

 

[15]  Friedman M., Ma M., and Kandel A., “Numerical solutions of fuzzy differential and 
integral equations” Fuzzy Sets and Systems 106: 35–48 (1999). https://doi.org/10.1016/S0165-
0114(98)00355-8 

 

 

[16]  Gal S., “Approximation theory in fuzzy setting, In Handbook of analytic–
computational methods in applied mathematics” Boca Raton, New York. Chapman CRC., 2000. 

 

 

[17]  Ghanbari M., Toushmalni R., and Kamrani E., “Numerical Solution of Linear 
Fredholm Fuzzy Integral Equation of the Second Kind by Block-pulse Functions” Australian 
Journal of Basic and Applied Sciences 3: 2637-2642 (2009). 

 

 

[18]  Goetschel R., Vaxman W., “Elementary Fuzzy calculus” Fuzzy Sets Syst. 18: 31–43 
(1986). https://doi.org/10.1016/0165-0114(86)90026-6 

 

 

[19]  Gu J.S., Jiang WS., “The Haar wavelets operational matrix of integration” Int. J. 
Syst. Sci. 27: 623–628 (1996). https://doi.org/10.1080/00207729608929258 



 

 

 

 

[20]  Hosseininia M., Heydari M.H., Avazzadeh Z., and Maalek Ghaini F.M., “Two-
dimensional Legendre wavelets for solving variable-order fractional nonlinear advection-
diffusion equation with variable coefficients” International Journal of Nonlinear Sciences and 
Numerical Simulation 19: 793–802 (2018). https://doi.org/10.1515/ijnsns-2018-0168 

 

 

[21]  Jerri A.J., “Introduction to Integral Equations with Applications” John Wiley & Sons 
1999. 

 

 

[22]  Kaleva O., Seikkala S., “On fuzzy metric spaces” Fuzzy Sets and Systems 12: 215-
229 (1984). https://doi.org/10.1016/0165-0114(84)90069-1 

 

 

[23]  Kaleva O., “Fuzzy differential equations” Fuzzy Sets Syst 24: 301–317 (1987). 
https://doi.org/10.1016/0165-0114(87)90029-7 

 

 

[24]  Lowen R., “Fuzzy topological spaces and fuzzy compactness” J. Math. Anal. Appl. 
56: 621–633 (1976). https://doi.org/10.1016/0022-247X(76)90029-9 

 

 

[25]  Mirzaee F., Komak Yari M., and Hoseini S.F., “A computational method based on 
hybrid of Bernstein and block-pulse functions for solving linear fuzzy Fredholm integral 
equations system” Journal of Taibah University for Science 9: 252-263 (2015). 
https://doi.org/10.1016/j.jtusci.2014.07.008 

 

 

[26]  Molabahrami A., Shidfar A., and Ghyasi A., “An analytical method for solving 
linear Fredholm fuzzy integral equations of the second kind” Computers and Mathematics with 
Applications 61: 2754–2761 (2011). https://doi.org/10.1016/j.camwa.2011.03.034 

 

[27]  Parsamanesh M., Akrami A., “Sensitivity analysis of a mathematical fuzzy 
epidemic model for COVID-19” Soft Computing Journal 12: 34-37 (2023). 
https://doi.org/10.22052/scj.2023.248364.1100 

 

 

[28]  Saadatmandi A., Dehghan M., “A Legendre collocation method for fractional 
integro-differential equations” Journal of Vibration and Control 17: 2050–2058 (2011). 
https://doi.org/10.1177/1077546310395977 

 

 

[29]  Sabzevari M., Molaei F., “Numerical solution of system of nonlinear integro-



 

 

differential equations using hybrid of Legendre polynomials and block-pulse functions” Math. 
Interdisc. Res. 5: 225–238 (2020). https://doi.org/10.22052/mir.2019.173293.1119 

 

 

[30]  Sahu P.K., Saha Ray S., “A new Bernoulli wavelet method for accurate solutions of 
nonlinear fuzzy Hammerstein–Volterra delay integral equations” Fuzzy Sets and Systems 309: 
131-144 (2017). https://doi.org/10.1016/j.fss.2016.04.004 

 

 

[31]  Sahu P.K., Saha Ray S., “Legendre wavelets operational method for the numerical 
solutions of nonlinear Volterra integro-differential equations system” Applied Mathematics and 
Computation 256: 715-723 (2015). https://doi.org/10.1016/j.amc.2015.01.063 

 

 

[32]  Wu H.C., “The fuzzy Riemann integral and numerical integration” Fuzzy Sets Syst. 
110: 1–25 (2000). https://doi.org/10.1016/S0165-0114(97)00353-9 

 

 

[33]  Zadeh L.A., “Fuzzy sets”, Inf. Control 8: 338–353 (1965). 
https://doi.org/10.1016/S0019-9958(65)90241-X 

  

  


