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Abstract: In this paper, an efficient conjugate gradient method is introduced for solving unconstrained nonsmooth optimization 

problems. Conjugate gradient methods are among the most popular methods for solving smooth optimization problems due to 

their simplicity and low memory requirements; however, their application to nonsmooth problems has received less attention. 

Therefore, the Lipschitz continuous objective function is first smoothed using the Moreau–Yosida regularization function. A 

new descent direction is then proposed by combining the first-order derivative information of the smoothed function with the 

previous descent direction. Using an inexact line search technique, we show that the generated direction satisfies the sufficient 

decrease condition and that the new iterate remains within a suitable trust region relative to the previous iterate. Moreover, the 

global convergence of the proposed method is guaranteed under standard assumptions. Finally, the effectiveness of this method 

is evaluated in the field of image recovery, and the results demonstrate its superior performance compared to existing methods. 

Keywords: Conjugate gradient method, Nonsmooth optimization, Moreau–Yosida regularization, Global convergence, Image restoration. 
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 مقدمه .1

 سازی زیر را درنظر بگیرید:مسئله بهینه

(1) 𝑚𝑖𝑛 {𝑓(𝑥) | 𝑥 ∈ 𝑅𝑛},  

:𝑓که در آن تابع  𝑅𝑛 → 𝑅 تابع محدب ناهموار است کی. 

از موضوعات مهم  یکیبه  ریاخ یهاناهموار در سال یسازنهیبه

 لیحوزه به دل نیشده است. ا لیو محاسبات تبد یاضیعلوم ر

در پردازش  ژهیوبه ،یواقع یایگسترده در مسائل دن یکاربردها

 قرار گرفته است. پردازش یمورد توجه فراوان گنال،یو س ریتصو

 یکاربردها ،یقاتیتحق همم یهااز حوزه یکیبه عنوان  ریتصو

ه ب ر،یتصو یابیباز مسئله [.3]-[1] دارددر علوم مختلف  یمتعدد

منظور به ر،یدر پردازش تصو یاساس یهااز چالش یکیعنوان 

له مسئ کیبه صورت  ر،یتصاو تیفیو بهبود ک زیکاهش نو

 لیمسئله به دل نی. اشودیم یسازناهموار مدل یسازنهیبه

 مطمئن است. کارآمد و یهاروش ازمندین ،یدگیچیو پ یبدوضع

سرعت  رینظ ییهایژگیو لیمزدوج به دل انیگراد یهاروش

 یقدرتمند یبه عنوان ابزارها ،یمحاسبات ییبالا و کارا ییهمگرا

. رندیگیناهموار مورد استفاده قرار م یسازنهیحل مسائل به یبرا

 راتییمانند تغ یسازمنظم یهاکیها با تکنروش نیا بیترک

و بهبود وضوح  زیها را در کاهش نوآن ی، اثربخش(TV)1کل

 داده است. شیافزا ریتصاو

 بهبود و کاربرد نهیدر زم یمتعدد قاتیتحق ر،یاخ یهادر سال

مزدوج ناهموار صورت گرفته است. چن و  انیگراد یهاروش

 کیمزدوج ناهموار و تکن انیگراد تمی[ با ارائه الگور4در ] 2ژو

 ییرامگه نیتضم ،یپارامتر هموارساز یروزرسانبه یبرا یمناسب

 بی[ با ترک5]ر و همکاران د 3وانیرا فراهم کردند.  یسراسر

                                                                                                                                                         
1 Total variation 

2 Chen and Zhou 

3 Yuan 

4 Zibetti 

5 Huang and Liu 

 یبرا نینو یتمیمزدوج، الگور انیکاهش و گراد نیتندتر تمیالگور

در  یاارائه دادند که عملکرد برجسته کنوایحل مسائل ناهموار و نا

 یریگ[ با بهره6] در و همکاران 4یبتینشان داد. ز ریتصو یابیباز

 انیشده گراداصلاح یها، نشان دادند که نسخهTV یسازاز منظم

 یهترب جینتا ،یو زمان محاسبات تیفیاز نظر ک توانندیمزدوج م

 زی[ ن7] در 5ویموجود ارائه دهند. هوانگ و ل یهانسبت به روش

 و گنالیدر پردازش س زیکاهش نو یبرا دیجد یروش یبا معرف

ت اثبا یعدد یهایسازهیآن را در شب یبرتر ر،یتصو ییابباز

 یسازمنظم کردی[ با استفاده از رو8در ] فاطمیو  یکردند. عبدالله

را با  دیشده جدمزدوج اصلاح انیروش گراد کی دا،یاشی-مورا

و همکاران  6دادند. مالک شنهادیپ ریتصو یابیکاربرد در مسائل باز

 یبرا دیجد یاجملهسه یترکیبمزدوج  انیروش گراد [ یک9در ]

ها آن ی. جهت جستجوندداد شنهادیپ دینامق یسازنهیحل مسائل به

-مزدوج هستنز انیگراد بیاز ضرا یاجملهسه ترکیبیفرم  کی

ولف  یخط یتحت جستجو 8اکیپول-ریبیر-و پولاک 7فلیاست

 انگمنجر شده است. ژ تمیاست که به بهبود عملکرد الگور فیضع

ارائه  دیجد ترکیبیمزدوج  انیگراد تمیالگور [ یک11در ] 9و یانگ

 نوتیناصلاح از روش شبه کیآن را به عنوان  توانیکه م ندکرد

 کیها در نظر گرفت. آن 10شانو-گلدفارب-فلچر-دونیبرو

کردند که به بهبود  یمعرف دیجد یبیمزدوج ترک انیجهت گراد

 منجرشده است. تمیالگور ییهمگرا

به  ازیهنوز ن نه،یزم نیقابل توجه در ا یهاشرفتیوجود پ با

 یمحاسبات ییبهتر و کارا ییکارآمدتر با همگرا یهاتوسعه روش

مزدوج  انیروش گراد کیمقاله،  نی. در اشودیبالاتر احساس م

حل مسئله  یبرا دایاشی-ساز مورااز منظم یریگکارآمد با بهره

6 Malik 

7 Hestenes and Stiefel 

8 Polak, Ribiere and Polyak 

9 Zhang and Yang 

10 Brewedon-Fletcher-Goldfarb-Shanno 



 

 

و بهبود  ییهمگرا نیکه با تضم میدهی( ارائه م1) یسازممینیم

ساختار  دارد. ریتصو ییابدر باز یکاربرد مؤثر ،یمحاسبات ییکارا

مرور مختصر ، پس از 2است: در بخش  ریمقاله به شرح ز

و  شده یمعرف 3در بخش  دیروش جد هموار،نا یسازنهیبه

، کاربرد 4در بخش  .گیردمورد بررسی قرار میآن  ییهمگرا

 ت،یهادر ن .شودینشان داده م ریتصو یابیدر مسئله باز تمیالگور

 یابر یشنهاداتیمقاله ارائه شده و پ یینها یبندجمع 5در بخش 

 .شودیم انیب ندهیآ قاتیدر تحق تمیتوسعه و بهبود الگور

 سازي ناهمواراي بر بهينهمقدمه .2

 مرتبط با یاساس جیو نتا فیتعار یبخش به مرور برخ نیا

 کیمزدوج کلاس انیروش گراد انیبو  محدب یسازنهیبه

مزدوج  انیگراد یتکرارها ،ی[. به طور کل13] -[11] پردازدیم

 ریپذمشتق وستهی( با تابع هدف به طور پ1) یسازنهیله بهئمس برای

 :شوندیم فیتعر ریبه صورت ز

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝛼𝑘 𝑑𝑘 , 

 ریاست که با رابطه ز جهت جستجو 𝑑𝑘 طول گام و 𝛼𝑘که در آن 

 :شودیم نییتع

𝑑𝑘+1 = − 𝑔𝑘+1 + 𝛽𝑘𝑑𝑘 ,     (𝑑0 = −𝑔0) 

𝑔𝑘 دراینجا، = ∇𝑓(𝑥𝑘) تابع هدف انیگراد 𝑓(𝑥)  در نقطه𝑥𝑘 

 .شودیمزدوج شناخته م انیبه به عنوان پارامتر گراد 𝛽𝑘است و 

مزدوج  انیگراد یهاتمیمنجر به الگور 𝛽𝑘 فمختل یهاانتخاب

 .[18] -[14] شودیمهای گوناگون با عملکرد متفاوت

در  𝑓(𝑥𝑘)∇است  ممکنزمانی که تابع هدف ناهموار است، 

های این امر استفاده مستقیم از روش. همه نقاط تعریف نشده باشد

سازد. برای مقابله با این را دشوار می کلاسیکگرادیان مزدوج 

ه با ک شودیاشیدا استفاده می-سازی موراچالش، از تکنیک منظم

اده از استف امکان ر،یپذتابع مشتق کیتابع ناهموار به  بیتقر

برای تابع محدب و  .کندفراهم میرا  انیگراد یهاتمیالگور

:𝐹  دایاشی-ساز مورامنظم تابع، (1) در مسئله 𝑓ناهموار  𝑅𝑛 →

𝑅 دشویدر نظر گرفته م ریصورت زه ب: 

 𝐹(𝑥) = 𝑚𝑖𝑛
𝑧∈𝑅𝑛

{𝑓(𝑧) +
1

2𝜆
‖𝑧 − 𝑥‖2}, 

پارامتر مثبت است. لازم به  کی 𝜆و نرم اقلیدسی  ‖⋅‖ که در آن

 یانزم ی، حتاست ریپذتابع محدب مشتق کی 𝐹ذکر است که تابع 

ی هاکنندهممینیکه مجموعه م ییآنجا ازنباشد.  ریپذمشتق 𝑓که تابع 

 𝐹(𝑥)ی تابع هاکنندهممینیبا مجموعه م (1) لهئتابع هدف مس

ای ناهموار لهئه مسک (1)حل مسئله  یبه جا ،[19] ستنطبق ام

در نظر گرفته  ریز ی محدب و هموارسازنهیبه مسئله است،

 :شودیم

 𝑚𝑖𝑛
𝑥∈𝑅𝑛

𝐹(𝑥). 

 یانبا ب دا،یاشی-ساز مورامنظم یدیکل یهایژگیو یبررس یبرا

  میکنیمآغاز  ریز هیقض

به صورت  یتابع محدب قو کی  𝜔(𝑧)دیکن فرض :[31] 1 قضیه

 باشد: ریز

𝜔(𝑥) = 𝑓(𝑧) +
1

2𝜆
‖𝑧 − 𝑥‖2. 

:𝑝(𝑥)جواب  آنگاه = 𝑎𝑟𝑔 𝑚𝑖𝑛
𝑧∈𝑅𝑛

𝜔(𝑧) و منحصر  فیخوش تعر

 .تبفرد اس

 شود:به صورت در نظرگرفته می 𝐹(x)، تابع 1قضیه با توجه به 

𝐹(𝑥) = 𝑓(𝑝(𝑥)) +
1

2𝜆
‖𝑝(𝑥) − 𝑥‖2. 

 مهم است: یژگیو نیچند یتابع دارا نیا

  𝐹 یان و گراد است و کراندار ریپذمشتق ،محدبیک تابع

 :شودصورت زیر محاسبه میآن به

𝑔(𝑥) = ∇𝐹(𝑥) =
𝑥 − 𝑝(𝑥)

𝜆
. 



 

 

 انینگاشت گراد 𝑔: 𝑅𝑛 → 𝑅 تزیشپیل یوستهیپ 

1با ثابت  یسراسر

𝜆
 :یعنی، است 

‖𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑦)‖ ≤
1

𝜆
‖𝑥 − 𝑦‖,      𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅𝑛 .  

 𝑥 اگر تنها و  گرا است (1)ه مسئل نهیبه جواب𝑔(𝑥) =

𝑝(𝑥) گریعبارت د بهیا  ،0 = 𝑥. 

 [21] 11رادماخر هیطبق قض ،𝑔: 𝑅𝑛 → 𝑅  در  باًیتقر

و  یناته ریز و مجموعهاست  ریپذمشتقهمه جا 

 :فشرده است

𝜕𝐵𝑔(𝑥) = {𝑉 ∈ 𝑅𝑛×𝑛 | 𝑉 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥𝑘→𝑥

𝛻𝑔(𝑥𝑘) , 𝑥𝑘

∈ 𝐷𝑔}, 

𝐷𝑔. که در آن = {𝑥 ∈ 𝑅𝑛| مشتقپذیر است 𝑥در 𝑔} زا 

𝑉، هراست 𝐹گرادیان تابع محدب  𝑔 آنجایی که ∈

𝜕𝐵𝑔(𝑥)  نیمه معین مثبت  متقارن و یک ماتریس

 [.21] است

. داریم 𝑝(𝑥)  نیاز به تقریب، 𝑔(𝑥)و  𝐹(𝑥)محاسبه  یبرا

که  وجود دارد 𝑝(𝑥) های کارآمدی برای محاسبهروش

 -[22به منابع ] بیشتر توانند برای توضیحاتمندان میعلاقه

 .مراجعه کنند[ 24]

و  12کائوپیشنهاد شده توسط  مزدوج هموار انیگراد وشر

شنهاد یپ یبراای کلیدی ایده، به دلیل کارایی بالا، [25]در همکاران 

ازی سبهینه حل مسئله جهت مؤثرمزدوج  انیگراد تمیالگور کی

مزدوج به صورت  در این روش پارامتر گرادیان. ( است 1ناهموار )

 شود:زیر محاسبه می

                                                                                                                                                         
11 Rademacher 

𝛽𝑘

=  
𝑔𝑘
𝑇(𝑔𝑘 − 𝑔𝑘−1)

‖𝑔𝑘−1‖
2

  

− 𝑚𝑖𝑛 {
𝑔𝑘
𝑇(𝑔𝑘 − 𝑔𝑘−1)

‖𝑔𝑘−1‖
2

, 𝜇
‖𝑔𝑘 − 𝑔𝑘−1‖

2𝑔𝑘
𝑇𝑑𝑘−1

‖𝑔𝑘−1‖
2

}, 

𝜇  که در آن >
1

4
و  نشان داده شده که این روش کارآمد .

 .همگرایی سراسری استدارای 

 هاي آنالگوریتم گرادیان مزدوج جدید و ویژگی .3

تا آن  ختیما را برانگ [25]خوب روش ارائه شده در  یها یژگیو

𝑔𝑘 . با در نظر گرفتنمیحل مسائل ناهموار اصلاح کن یرا برا =

𝛻𝐹(𝑥𝑘)، میدار: 

 

(2) 
𝑑𝑘 =

{
 
 

 
 
−𝑔𝑘 ,                                                          𝑘 = 0

−𝑔𝑘 + 𝛽𝑘
𝑁

(

 
𝑑𝑘−1 −

𝑑𝑘−1
𝑇 𝑔𝑘
‖𝑔𝑘‖

2 𝑔𝑘

𝛾𝑘
)

 ,    𝑘 ≥ 0,
 

𝛾𝑘که در آن  =
|𝛽𝑘
𝑁|‖𝑑

𝑘−1 ‖

‖𝑔𝑘‖
 و 

(3) 𝛽𝑘
𝑁 =

1

‖𝑔𝑘−1‖
2
(𝑔𝑘

𝑇(𝑔𝑘 − 𝑔𝑘−1) − 𝑚𝑖𝑛{𝑔𝑘
𝑇(𝑔𝑘 −

          𝑔𝑘−1), 𝜇‖𝑔𝑘 − 𝑔𝑘−1‖
2𝑔𝑘

𝑇𝑑𝑘−1}).       

 :شودارائه می( 1حل مسئله ) یبرا یشنهادیپ تمیدر ادامه، الگور

 : (پیشنهادی)الگوریتم گرادیان مزدوج  1الگوریتم 

𝑥0نقطه شروع  :1گام ∈ 𝑅
𝑛  مثبت یپارامترهاو 𝜆 ، 𝑐 ،𝛿0، 𝜇 >

1

4
، 0 < 𝜖 < 0 و 1 < 𝛿 < 𝑔0را انتخاب کنید.  1 = 𝛻𝐹(𝑥0)  و

𝑑0 دیقرارده = −𝑔0  و𝑘 = 0. 

‖𝑔𝑘‖اگر  :2گام < 𝜖، طول ،صورت نیا ری. در غدیمتوقف شو 

 :دبدست آوری ریز وجیآرم یخط یرا با استفاده از جستجو 𝛼𝑘گام 

(4) 𝐹(𝑥𝑘 + 𝛼𝑘𝑑𝑘) − 𝐹(𝑥𝑘) ≤ 𝛿𝛼𝑘𝑔𝑘
𝑇𝑑𝑘 

𝛼𝑘که در آن  = 𝛿0 ×  2
−𝑖𝑘  و𝑖𝑘 ∈ {0,1,2, . . . }. 

12 Cao 



 

 

𝑥𝑘+1ار دهید: : قر3گام = 𝑥𝑘 + 𝛼𝑘𝑑𝑘  و𝑔𝑘+1 = 𝛻𝐹(𝑥𝑘+1). 

𝛽𝑘پارامتر : 4گام
𝑁 کنید و محاسبه  (3) رابطه را از𝑑𝑘+1 رابطه  از را

𝑘( بدست آورید. قراردهید 2) ≔ 𝑘 +  بروید. 2 به گام و 1

 . همگرایی سراسري1.3

زیر  فرضیات، دستیابی به همگرایی سراسری الگوریتم جدیدبرای 

 :شده استدر نظر گرفته 

𝛤 تراز مجموعه: 1 فرض = {𝑥 ∈ 𝑅𝑛|𝐹(𝑥) ≤ 𝐹(𝑥0)}   کراندار

 است.

 کراندار است. نییاز پا 𝐹تابع : 2 ضفر

وجود دارد  𝐿، یعنی یک ثابت کراندار است {𝑉𝑘}دنباله : 3فرض 

 :که به طوری

‖𝑉𝑘‖ ≤  𝐿,    ∀ 𝑘 ≥ 0. 

𝑉𝑘که در آن  ∈ 𝜕𝐵  𝑔(𝑥𝑘)  و‖.  نرم ماتریسی است. ‖

 (2)رابطه دهیم که جهت جدید تعریف شده توسط حال نشان می

 ویژگی کاهش کافی و ویژگی ناحیه اعتماد است. دارای

را در نظر  1م تیالگور 2شده در گام  دیتول یجهت جستجو :1لم 

𝑘هر  ی. آنگاه برادیریبگ ≥  :میدار 0

(5) 𝑑𝑘
𝑇𝑔𝑘 = −‖𝑔𝑘‖

2, 

(6) ‖𝑑𝑘‖ ≤ 3‖𝑔𝑘‖. 

 ( داریم:2با توجه به رابطه ) اثبات:

𝑔𝑘
𝑇𝑑𝑘 = 𝑔𝑘

𝑇  [−𝑔𝑘 +
𝛽 𝑘
𝑁

𝛾𝑘
 (𝑑𝑘−1 −

𝑑𝑘−1
𝑇 𝑔𝑘
‖𝑔𝑘‖

2
𝑔𝑘)]  

= −𝑔𝑘
𝑇𝑔𝑘 +

𝛽𝑘
𝑁𝑔𝑘

𝑇

𝛾𝑘
(𝑑𝑘−1 −

𝑑𝑘−1
𝑇 𝑔𝑘
‖𝑔𝑘‖

2
𝑔𝑘) 

 = −‖𝑔𝑘‖
2 +

𝛽𝑘
𝑁𝑔𝑘

𝑇𝑑𝑘−1 − 𝛽𝑘
𝑁𝑑𝑘−1

𝑇 𝑔𝑘
𝛾𝑘

 

 = −‖𝑔𝑘‖
2. 

و  (3)رابطه  ه ازدبا استفاحال، برقرار است.  (5)رابطه  بنابراین

 نامساوی مثلثی داریم:

‖𝑑𝑘‖ = ‖−𝑔𝐾 +
𝛽 𝑘
𝑁

𝛾𝑘
 (𝑑𝑘−1 −

𝑑𝑘−1
𝑇 𝑔𝑘
‖𝑔𝑘‖

2
𝑔𝑘)‖  

   ≤ ‖𝑔𝑘‖ +
|𝛽𝑘

𝑁|

𝛾𝑘
(‖𝑑𝑘−1‖ +

‖𝑑𝑘−1‖‖𝑔𝑘‖

‖𝑔𝑘‖
2

‖𝑔𝑘‖) 

   ≤ ‖𝑔𝑘‖ +
|𝛽𝑘
𝑁|

|𝛽𝑘
𝑁|‖𝑑𝑘−1‖
‖𝑔𝑘‖

(2‖𝑑𝑘−1‖) 

                 = ‖𝑔𝑘‖ +
2|𝛽𝑘

𝑁|‖𝑑𝑘−1‖

|𝛽𝑘
𝑁|‖𝑑𝑘−1‖
‖𝑔𝑘‖

 

                 = 3‖𝑔𝑘‖, 

شود.می کاملدر نتیجه اثبات   

شود که طول گام بدست آمده در گام در لم زیر نشان داده می

 دارای کران پایین است. 1الگوریتم  2

و  {𝑥𝑘}های برقرار است و دنباله 3-1کنید فرضیات  : فرض2 لم

{𝛼𝑘} در اینصورت داریم:اندتولید شده 1 یتمتوسط الگور . 

𝛼𝑘  ≥
1

2
 (1 − 𝛿)𝑂(1/9),       ∀ 𝑘, 

 2 در گام 𝛼𝑘، فرض کنید طول گام نییاثبات کران پا یبرا: اثبات

با استفاده از جستجوی خطی بازگشتی تولید شده  1 الگوریتم

𝛼𝑘 ( برای4در رابطه ) شرط آرمیجواست. در این صورت 
∗ = 2𝛼𝑘 

 :بنابراین، داریم. تبرقرار نیس

(7) 𝐹(𝑥𝑘 + 𝛼𝑘
∗𝑑𝑘) − 𝐹𝑘 > 𝛿𝛼𝑘

∗  𝑑𝑘
𝑇𝑔𝑘 . 

 (5)رابطه  و قضیه مقدار میانگین ازبا استفاده از طرف دیگر 

 :توان نوشتمی

𝐹(𝑥𝑘 + 2𝛼𝑘𝑑𝑘) − 𝐹𝑘 =  2𝛼𝑘𝑑𝑘
𝑇𝑔𝑘 + (2𝛼𝑘)

2𝑂(‖𝑑𝑘‖
2) 

                                 =  −2𝛼𝑘‖𝑔𝑘‖
2
+  4𝛼𝑘

2 𝑂(‖𝑑𝑘‖
2), 

  :که شودنتیجه می( 7از رابطه )

−2𝛼𝑘‖𝑔𝑘‖
2 +  4𝛼𝑘

2  𝑂(‖𝑑𝑘‖
2) > −𝛿2𝛼𝑘‖𝑔𝑘‖

2, 

 :میریگیم جهینت ،(6) و استفاده از رابطه یسازبا ساده

𝛼𝑘  >
(1 − 𝛿)‖𝑔𝑘‖

2

2𝑂(‖𝑑𝑘‖
2)

≥
1

2
(1 − 𝛿)𝑂 (

1

9
). 



 

 

 لیدل. دهدیرا نشان م 1الگوریتم  یسراسر ییهمگرا ریز هیقض

( 2در ) یشنهادیاثبات، استفاده از جهت پ ندیساده بودن فرآ یاصل

 .باشدی( م6( و )5) یاساس یژگیدو و دارای که است

 برقرار است. آنگاه داریم: 1شرایط در لم فرض کنید : 2قضیه 

lim
𝑘→∞

‖𝑔𝑘‖ = 0. 

 است.( 1)جواب بهینه مسئله  𝑥𝑘 هر نقطه حدی همچنین

 :داریم (5)و  (4)روابط توجه به  با اثبات:

𝐹(𝑥𝑘 + 𝛼𝑘𝑑𝑘) ≤ 𝐹(𝑥𝑘) + 𝛿𝛼𝑘 𝑔𝑘
𝑇𝑑𝑘 

                            = 𝐹(𝑥𝑘) − 𝛿𝛼𝑘‖𝑔𝑘‖
2, 

 ریز ینابرابر است و یکاهش {𝐹𝑘}بدان معناست که دنباله  نیا

 :برقرار است

𝛿𝛼𝑘‖𝑔𝑘‖
2 ≤ 𝐹(𝑥𝑘) − 𝐹(𝑥𝑘 + 𝛼𝑘𝑑𝑘), 

𝑘 یبالا برا یهایجمع نابرابر با =  1و با توجه به فرض  𝑚تا  0

 :گیریمنتیجه می

 ∑ 𝛿𝛼𝑘‖𝑔𝑘‖
2 ≤ ∑ 𝐹(𝑥𝑘) − 𝐹(𝑥𝑘 + 𝛼𝑘𝑑𝑘)

𝑚
𝐾=0

𝑚
K=0  

                        = (𝐹(𝑥0) − 𝐹(𝑥1)) + ⋯+ (𝐹(𝑥𝑚) − 𝐹(𝑥𝑚+1)) 

                                   = 𝐹(𝑥0) − 𝐹(𝑥𝑚+1) < +∞. 

𝑚حد  گرفتنبا و  2با توجه به فرض  نیبنابرا →  :میدار ∞+

𝑙𝑖𝑚
𝑘→∞

𝛼𝑘‖𝑔𝑘‖
2 = 0,  

𝛼𝑘که  میدانیم 2از لم و  ↛  :نیبنابرا، 0

𝑙𝑖𝑚
𝑘→∞

‖𝑔𝑘‖
2 = 0, 

 .شودیماثبات کامل  جهینت در

 ایج عددينت .4

 یابیدر باز( 1 تمی)الگور یشنهادیبخش، عملکرد روش پ نیدر ا

 هسیمقا گریقرار گرفته و با دو روش د یمورد بررس ریتصو

 کی که ریوز-فلچرگرادیان مزدوج کلاسیک الگوریتم  :شودیم

مزدوج  انیگراد الگوریتمو  ،است یسازنهیبرجسته در به تمیالگور

در  یکاربرد یهااز روش یکیو همکاران که به عنوان  یعبدالله

 یهاشیآزما .[26]، [8]شود میشناخته  ریتصو یابیحوزه باز

با  یشخص انهیرا یبر روو  MATLAB 2022 در محیط یعدد

 .اندشده اجرارم  تیگابایگ 16و  گاهرتزیگ 4771پردازنده 

ه سازی زیر در نظر گرفته شد، مسئله بهینهبرای انجام این آزمایش 

 :است

𝑚𝑖𝑛
𝑥∈𝑅𝑚×𝑛

‖𝐴𝑥 − 𝑏‖2 + 𝜌 𝜙(𝑥),   

ها و قت دادهبین دتعادل ساز است که پارامتر منظم 𝜌که در آن 

𝐴𝑥‖ عبارت .کندیرا برقرار م ریتصو یسازمنظم − 𝑏‖2  تفاوت

𝑏 شدهمشاهده ریتصو بین ∈ 𝑅𝑚×𝑛  نویزیو تصویر 𝐴𝑥  را اندازه

𝐴که در آن  ،کندگیری می ∈ 𝑅𝑚×𝑚 تابع  نیهمچن .است 𝜙(𝑥) 

 ریصوت یهایژگیساز عمل کرده و به منظور کنترل وبه عنوان منظم

 یبررس 𝜙(𝑥)یسه تابع برا نجا،ی. در ارودیبه کار م شدهیبازساز

 اند:شده

 تابع تغییرات کلیTV  انیگراد راتییتغ زانیکه م 

 :دهدیرا نشان م 𝑥ریتصو

𝑇𝑉(𝑥) =∑(|𝑥𝑖+1,𝑗  −  𝑥𝑖,𝑗| + |𝑥𝑖,𝑗+1  −  𝑥𝑖,𝑗|),

𝑖,𝑗

 

 تابع L1-نرم: 

𝑇𝑉𝐿1(𝑥) = ‖𝑥‖1, 

  تابعL2-نرم: 

𝑇𝑉𝐿2(𝑥) = ‖𝑥‖2. 

ا ب« درخت»و « خانه»، «هواپیما»استاندارد  ریتصاو ،شیآزما در این

 یها، به عنوان داده1تا  1و محدوده شدت  یخاکستر اسیمق

256 تصاویر اندازه. اندانتخاب شده یشیآزما × بوده پیکسل  256



 

 

A)یبه صورت همانA  و ماتریس = I)   .در نظر گرفته شده است

اضافه شده  ریبه تصاو 21 اریبا انحراف مع یگاوس زینو ن،یهمچن

 اند.نشان داده شده( 1تصاویر اصلی و نویزدار در شکل ) است.

 

 تصاویر نویزدار تصاویر اصلی

  

  

  

 تصاویر اصلی و نویزدار .1شكل 

مسئله بازیابی تصویر اصلی از تصویر تخریب شده  این هدف

 یو به صورت تصادف کسانیدر هر سه روش  هیاول ینقطه. است

 ایشرط توقف  یتا زمان برقرار هاتمیانتخاب شده است. الگور

ت پارامترهای مسئله به صور اند.تکرار اجرا شده 51حداکثر تا 

𝜆 = 0.05، 𝑐 = 0.8 ،𝛿0 = 1 ،𝜖 = 10−6،𝛿 = 𝜇و   0.05 =

 ،ینهادشیپ تمیالگور نیب یاسهیمقا نجایدر ااند. قداردهی شدهم 0.5

ج مزدو انیگراد تمیو الگور گرادیان مزدوج عبداللهی تمیالگور

 :انجام شده است ریسه تصو یبرا کیکلاس

بازیابی توسط 

الگوریتم گرادیان 

 مزدوج کلاسیک

بازیابی توسط 

 الگوریتم عبداللهی
بازیابی توسط 

 الگوریتم پیشنهادی

   

                                                                                                                                                         
13 Peak Signal-to-Noise Ratio 

   

   

. تصاویر بازیابی شده با سه الگوریتم گرادیان مزدوج 2شكل 

[ و 5] الگوریتم گرادیان مزدوج عبداللهی[، 21كلاسيک ]

 الگوریتم پيشنهادي

 13معیار مقایسه برای تصاویر بازیابی شده، نسبت سیگنال به نویز 

(PSNR)  شودیمحاسبه م ریرابطه ز بااست که: 

PSNR = −10 ∗ 𝑙𝑜𝑔10
‖𝑥𝑘 − 𝑥𝑜𝑟𝑖𝑔‖

2

𝑚𝑛
, 

تعداد سطرها و  بیبه ترت 𝑛و  𝑚، یاصل ریتصو 𝑥origدر آن  که

 هستند. ریتصو یهاستون

در طول تکرارها  PSNR راتییروند تغ (3) شکل در

 PSNRیی ( مقدار نها4شکل ) ن،یداده شده است. همچن شینما

 .دهدیرا نشان م تمیهر الگور

 

 در هر تكرار براي هر تصویر PSNR راتييروند تغ .3شكل 



 

 

 

 نهایی هر الگوریتم PSNR سهینمودار مقا .4شكل 

برای هر سه الگوریتم در جدول زیر مقایسه  CPUزمان محاسبه 

 شده است:

 براي هر الگوریتم CPUزمان محاسبات  سهی. مقا1جدول 

الگوریتم  

گرادیان مزدوج 

 [21کلاسیک ]

الگوریتم 

 [5] عبداللهی

الگوریتم 

 پیشنهادی

 2711 2718 3722 اهواپیم

 1795 1782 2792 خانه

 1797 1783 3717 درخت

 

که ( 4و )( 3) یهاآمده و بر اساس شکلستدب جیبا توجه به نتا

 تمیکه الگور شودیمشاهده م دهند،یم شیرا نما PSNR راتییتغ

را ارائه  یبالاتر PSNR گر،یبا دو روش د سهیدر مقا یشنهادیپ

 شدهیابیباز ریتصاو تیفیدهنده بهبود کامر نشان نی. ادهدیم

توسط هر  شدهیابیباز ریتصاو که( 2شکل ) ن،یاست. همچن

 تمیالگور یتیفیک یبرتر انگریوضوح ببه دهد،یرا نشان م تمیالگور

 تمیگورکه ال فتگر جهینت توانیم ن،ی. بنابراباشدیمپیشنهادی 

 یملکرد بهترع ر،یتصو یابیبالاتر در باز تیفیبا ارائه ک یشنهادیپ

 .موجود دارد یهانسبت به روش

 گيرينتيجه .5

در این مقاله، یک روش گرادیان مزدوج جدید و کارآمد برای  

سازی ناهموار توسعه داده شده است. ابتدا با حل مسائل بهینه

ا، تابع هدف ناهموار به یک تابع یاشید-ساز مورااستفاده از منظم

ادیان های گرهموار تبدیل شد که این امر امکان استفاده از الگوریتم

مزدوج را فراهم کرد. سپس، با ارائه یک جهت کاهشی جدید، 

الگوریتم بهبود یافت و اثبات شد که این جهت کاهشی در کنار 

 و کندجستجوی خطی نادقیق، شرایط کاهش کافی را تأمین می

مانند. تکرارهای الگوریتم در ناحیه اعتماد مناسب باقی می

همچنین، با فرضیات استاندارد، همگرایی سراسری این روش 

در بخش نتایج عددی، عملکرد روش پیشنهادی در  .تضمین شد

بازسازی تصویر با دو روش گرادیان مزدوج مقایسه شد. نتایج 

و  بازسازی حاکی از آن است که روش پیشنهادی از نظر دقت

ارد. های مرجع دعملکرد بهتری نسبت به روش، کارایی محاسباتی

دهنده اثربخشی و کارایی بالای الگوریتم در بازیابی این نتایج نشان

، شدهمطلوب حاصل جینتا توجه بهبا  .تصاویر با کیفیت بالا است

 یبررس و تمیالگور شتریب یسازنهیبا به توانیم ندهیآ یدر کارها

 داد شیآن را افزا ییدقت و کارا شرفته،یپ یسازمنظم یهاکیتکن

مانند  یتخصص یهاهروش در حوز نیکاربرد ا یبررس و به

 .ی پرداختپزشک ریپردازش تصاو
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