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 یهامانند روش یسنت یعدد یهااست. روش یدر محاسبات عدد مسائل نیتراز سخت یكی یرخطيحل دستگاه معادلات غ :چكيده

سدو  در  ريثتد  توانددینامناسب م هيدارند. حدس اول یرخطيحل دستگاه معادلات غ یخوب برا هيبه حدس اول ازين و انواع آن وتنين

خواهدد بدود. بدا  نهیپرهز یدشوار و از نظر زمان هيحدس اول نیبه ا یابیداشته باشد. در عمل، دست اهروش نیا ییعملكرد و همگرا

دسدتگاه معدادلات  یحدل عددد یبدرا (IARO) افتهیبهبود یفراابتكار تمیاز الگور یريگمقاله بهره نیمشكل، در ا نیهدف غلبه بر ا

 تمیداد، الگدور ليتقل یسازنهيمسئله به کیبه حل  توانیرا م یرخطيغ تجا که حل دستگاه معادلاآن شده است. از شنهاديپ یرخطيغ

 هیدهدا در هنگدات ت  از رفتار خرگوش ARO یفراابتكار تمیالگورکردن جواب آن خواهد داشت.  دايدر پ یخوب ییتوانا یفراابتكار

به کمدک  ARO تمیشده، الگور شنهادي. در روش پرا در زمان مناسب حل کند دهيچيپ یسازنهيتواند مسائل به یالگو گرفته است، و م

 شدنهاديسدنش  عملكدرد روش پ یداشته باشد. بدرا یرخطيحل دستگاه معادلات غ یبرا یتا عملكرد مناسب افتهیجدول حافظه بهبود 

  یرا نمدا یشدنهاديپ شآن عملكرد خوب رو جیتوسط آن محاسبه شده که نتا دهيچيپ یرخطيدستگاه معادلات غ نیشده، جواب چند

 .دهدیم

 سازی، بهينهARO تمیالگور ،یفراابتكار یهاتمیالگور ،آناليز عددی ،یرخطيدستگاه معادلات غهای کليدی: واژه

 basiri@du.ac.ir، عبدالعلی بصيری* 
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Abstract: In the field of numerical analysis, one of the most difficult problems to solve is nonlinear equations. Traditional 

numerical techniques like Newton's methods and their variations typically demand a well-informed initial guess to 

successfully solve these nonlinear systems. An improper initial guess can significantly hinder the performance and 

convergence of these methods, making it difficult and time-consuming to achieve the desired results in practice. To overcome 

these issues, this paper presents a novel approach that employed the Improved ARO (IARO) meta-heuristic algorithm for 

solving nonlinear equation systems numerically. Given that solving nonlinear equation systems can be transformed into an 

optimization problem, meta-heuristic algorithms exhibit strong potential for finding solutions efficiently. The ARO meta-

heuristic algorithm, inspired by the feeding behavior of rabbits, has demonstrated its ability to solve intricate optimization 

problems within acceptable time. In the proposed method, the ARO algorithm is improved with adding a memory table to 

have a suitable performance for solving nonlinear equation systems. To assess the effectiveness of the proposed method, it is 

applied to solve several complex nonlinear equations. The results clearly demonstrate the robust performance of the 

approach.  

Keywords: Nonlinear equations systems, numerical analysis, meta-heuristic algorithms, ARO algorithm, optimization 

*Abdolali Basiri, basiri@du.ac.ir 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 مقدمه .1

مسائل در  نیتراز مهم یکی یرخطیمعادلات غ یهاحل دستگاه

 یاز کاربردها یمتنوع فیدر ط ژهیبه و یمحاسبات عدد

به حل  توانیرا م یاز مسائل کاربرد یاریاست. بس یمهندس

 نیتریاز اساس یکیداد که  لیتقل یرخطیدستگاه معادلات غ

 کاربردیعلم یهانهیماز ز یاریاست و در بس اتیاضیمسائل در ر

 دستگاه یحل کارا یبرا یادیز یهاتلاش نیبنابرا .[2]، [1] دارد

انجام شده است و  یتوسط افراد مختلف یرخطیمعادلات غ

 یهاحل دستگاه یبرا یادیمناسب ز یهاتمیو الگور هاهینظر

 یحال هنوز مسائل نیبا ا. [3] اندشده شنهادیپ یرخطیمعادلات غ

اکثر  یوجود دارد که برا یرخطیمعادلات غ یهاتگاهدر حل دس

 و عملکرد ییهمگرا وتن،یمانند روش ن یسنت یعدد یهاروش

. باشدس حسا اریحل بسراه هیبه حدس اول تواندیم مناسب

حل اکثر معادلات  یمعقول برا هیانتخاب حدس اول ،چنینهم

 امناسبن جواب هیدشوار است. اگر حدس اول اریبس یرخطیغ

را  ینامناسب جینتا ایشکست خواهد خورد  تمیباشد، الگور

 .[4] بدست خواهد آورد

و  یسنت یعدد یهامختلف از روش یهابیاز ترک یاریبس

 یرخطیمعادلات غ یهاحل دستگاه یهوشمند برا یهاتمیالگور

 هیانتخاب حدس اول مشکلبر  تواندیکه م شوندیاستفاده م

 یادیکه تعداد ز ی، اما زمان[5] غلبه کند جواب برای مناسب

دارد،  وجودحل  یبرا یرخطیمعادله در دستگاه معادلات غ

بر زمان ای دهیچیپ اریمحاسبه بس یموجود برا یهاتمیالگور

 افته،یهوشمند بهبود  یهاتمیاز الگور یاریبس چنینهمهستند. 

حل  ی، برا2کیژنت تمیو الگور 1ازدحام ذرات تمیمانند الگور

ها بر اند. اگرچه آنشده شنهادیپ یرخطیمعادلات غ یهادستگاه

ا امّ کنند،یغلبه م جواب برایمعقول  هیانتخاب حدس اول مشکل

                                                           
1- Particle swarm optimization 

2 - Genetic algorithm 

هستند، که ممکن  یدر منطقه محل دهیچیپ یجستجو ییفاقد توانا

 .[6] شود ییاست منجر به رکود همگرا

 یبرا یمتعدد یسازنهیبه یکردهایطول چند دهه گذشته، رو در

حال، در  نیشده است. با ا یطراح یسازنهیمقابله با مسائل به

به  یواقع یایدر دن یسازنهیمسائل به یدگیچیپ ر،یاخ یهاسال

 یندهایو فرآ یبا توسعه جامعه انسان یاطور قابل ملاحظه

 یبرا ندهیفزا یچالش، که افزایش پیدا کرده استصنعت مدرن 

از  یریگباعث لزوم بهره و کندیم جادیا یسازنهیبه یهاکیتکن

 . شودیم هادستگاه نیحل ا یبرا دیجد یهاروش

به  توانیموجود را م یسازنهیبه یهاکیتکن ،یطور کل به

 یهاتمیکرد. الگور یبنددسته یو فراابتکار یقطع یهاروش

 یتکرار ،یهستند و به صورت قطع یخاص یاضیتوابع ر یقطع

مسئله  کی. در کنندیکار م یتصادف تیگونه ماهچیو بدون ه

 کی یرا برا یکسانی یخروج شهیهم یروش قطع کی ن،یمع

 یهاو روش 3یکاهش انیگراد. آوردیخاص به دست م یورود

هستند. اگرچه  یقطع یهاتمیاز الگور کیدو نمونه کلاس وتنین

را در  4جهانی نهیثر بهمؤبه طور  توانندیم ییهاتمیالگور نیچن

ممکن است به  اما کنند، دایپ یرخطیمسائل غ یحل برخ

ممکن است در  یا داشته باشند و ازیاطلاعات مشتق از مسائل ن

ها هنگام روش نیا ن،ی. بنابرافتندیبه دام ب یمحل نهیبه یهاجواب

متعدد، ناتوان  یهاکیبا پ دهیچیو پ ودیق یبرخورد با مسائل دارا

 .[7]هستند 

اند تا ظهور کرده یفراابتکار یهاتوجه به موارد فوق، روش با

 نیشوند. چن یقطع یهاروش یبرا خوبی یهانیگزیجا

و  کاوش یمختلف به طور مکرر برا یاز عملگرها ییهاروش

 ای یسازتابع حداقل کیجستجو براساس  یاز فضا یبرداربهره

                                                           
3-  Descent Gradient 

4-  Global optimum 



 

 

 نیب توانندیم هاتمیگورال نیا .[8] کنندیاستفاده م یسازحداکثر

. در دو دهه [9] تعادل برقرار کنند 2و اکتشاف 1یبرداربهره

قرار  یشدت مورد بررس به یفراابتکار یهاگذشته، روش

مختلف اقتصاد و تجارت،  یهانهیدر زم توانندیاند و مگرفته

 یو طراح نهیکنترل به ر،یپردازش تصو ،یزیربرنامه ،یانرژ ،یمال

 . [11] رندیمورد استفاده قرار گو ...  یمهندس

بودن و در نظر گرفتن  یتصادف لیبه دل یفراابتکار یهاروش

بودن  یتصادف تیمحبوب هستند. ماه اریبس اهیمسائل در جعبه س

 هیاول طیشرانسبت به له را مسئ تیحساس ،یفراابتکار یهاروش

جعبه  تی. ماهکندیمکمتر  یبرداراکتشاف و بهره نیب ییو جابجا

 یکه بدون دانش ساختار دهدیامکان را م نیبودن، به ما ا اهیس

. میتمرکز کن یو خروج یورود یرو ،یفراابتکار تمیداخل الگور

تا به طور  سازدیرا قادر م یفراابتکار یهاروش هایستگیشا نیا

 یهاکه روش ینیمسائل مع یرا برا یجهان نهیبه جوابثر ؤم

 توانندینم گریاطلاعات مرتبط د ایفقدان مشتق  لیبه دل یقطع

فراابتکاری  هایبندی الگوریتمطبقه 1شکل در  .ابندیب نند،حل ک

 .[19] آورده شده است هاآن ساختار عملکردبراساس 

 عتیگرفته از طبالهام یهاتمیالگور ،یفراابتکار یهاروش انیم در

اند به دست آورده ریاخ یهاشتاب را در توسعه در سال نیشتریب

 یایمختلف با مزا یمسائل مهندس یبرا یاندهیو به طور فزا

الهام گرفته از  یهاتمیالگور .[21] شوندیاستفاده م یادیز

 دیموجودات زنده را تقل یکیولوژیب یهاتیمعمولاً فعال عتیطب

 یسازنهیبه یبرا یو روش یاضیر یهاها را به مدلو آن کنندیم

از موجودات زنده مختلف در  یادی. تعداد زکنندیم لیتبد

توسعه  یبرا شهیهم هاآناز  یوجود دارند که برخ عتیطب

 تمیالگور .دهندیبه ما الهام م مؤثر یسازنهیبه یهاتمیالگور

                                                           
1- Exploration 

2- Exploitation 

است و از  اولیه 3یتکامل یهاتمیاز الگور یکی(، GA) کیژنت

 یبرا یعیطب باشد که از انتخابمی یکیولوژیب یهاتمیدسته الگور

 ی. نسخه اصل[21] ردیگمیبهره  یسازنهیبه دهیچیحل مسائل پ

GA و 5بی، ترک4: انتخابکندمی دیتقل یاز سه رفتار تکامل

 کندیاز افراد عمل م یتیجمع سبر اسا الگوریتم ژنتیک. 6جهش

 تی. جمعدهدیرا نشان م دیکاند جواب کی هاآناز  کیکه هر 

فرد  نیو بهتر ابد،ییطول زمان تکامل مگر در سه عمل نیبا ا

متعدد به کار گرفته  یپس از تکرارها دیجد تیجمع دیتول یبرا

 هاآن 7برازشتابع  ریافراد متناسب با مقاد کهاین . با توجهشودیم

. شودیهمگرا م یجهان نهیبه به الگوریتم ژنتیکشوند انتخاب می

GA است و  تریموارد قو یدر برخ یقطع یهانسبت به روش

 نیدر مورد مسائل مورد نظر ندارد. ا یبه اطلاعات اضاف یازین

                                                           
3- Evolutionary algorithms 

4- Selection 

5- Crossover 

6- Mutation 

7- Fitness function 

 یفراابتکار یهاتمیالگور

 یهاتمیالگور

 یتکامل

 تمیالگور ک،یژنت هاتمیالگور از جمله:

 ی، استراتژ[11] یتکامل یلیفرانسید

 [12] یتکامل

بر  یهاتمیالگور

 تیجمع هیپا

ازدحام ذرات،  تمیالگوراز جمله: 

 تمیها، الگورمورچه یکلون تمیالگور

 [13]زنبور  یکلون

بر  یهاتمیالگور

 کیزیف هیپا

 یگرانش یجستجو تمیالگوراز جمله: 

شارژ  ستمیس یجستجو تمی، الگور[14]

 [15]شده 

بر  یهاتمیالگور

 ستیز هیپا

 تمی، الگور[16]کرم شب تاب از جمله: 

 هیتغذ یسازنهیبه تمی، الگور[17]فاخته 

 [18] یباکتر
 های فراابتکاریبندی الگوریتم: طبقه1شکل 



 

 

 دهیچیمسائل پحل  یرا برا یخوب یسازنهیبه تیظرف تمیالگور

کم  تمیالگور نیا ییحال، سرعت همگرا نیبا ا دهد،ینشان م

انتخاب نرخ به  شتریآن ب مناسبعملکرد  ،چنینهماست. 

 یبستگ تیبرازش و اندازه جمعجهش، انتخاب توابع ، بیترک

 .[22] دارد

 نیتراز محبوب یکی زی( نPSOازدحام ذرات ) یسازنهیبه

 یاجتماع یاست که رفتارها طبیعت گرفته ازالهام یهاروش

از  یتیبا جمع ندیفرآ نیا. [23] کندیم دیپرندگان را تقل دسته

 یبرا یراه حل هاآن یهاتیکه موقع شودیشروع م یافراد تصادف

، این الگوریتم هر تکرار ر. دشودیمسئله در نظر گرفته م کی

 یجهان تیموقع نیبراساس بهتر یهر ذره به طور تصادف تیموقع

 یبرا تیموقع نیهر ذره و بهتر تیموقع و سپس به دست آمده

 تیفیک یریگاندازه ی. تابع برازش براشودیخود ذره به روز م

 یخوب یینرخ همگرا PSO. اگرچه شودیذره استفاده م کی

مسائل با ابعاد بالا  یبرخ یبرا یمحل نهیدر به یا به راحتدارد، امّ

خود  یکنترل ینسبتاً به پارامترها چنینهم و افتدیبه دام م

 .[25[, ]24] حساس است

از  گرید یکی(، 1ACO) هامورچه یکلون یسازنهیبه

است که رفتار  طبیعتمحبوب الهام گرفته شده از  یهاتمیالگور

. [26] کندیغذا مدل م یها را هنگام جستجومورچه یاجتماع

جستجو را کاوش  یها فضااز مورچه یتیکه جمع یهنگام

 سمتبه  گریکدی تیهدا یرا برا 2یفرومون یرهایمس کنند،یم

 ریمس نیترکوتاه ی. هدف هر مورچه جستجوگذارندیاهداف م

فرومون است. اگر  یرهایمس قیطرلانه و منبع غذا از  نیب

را  ریمس نیها امورچه هیکند، بق دایپ یترکوتاه ریمس یامورچه

ها را به که بازخورد مثبت همه مورچه یتا زمان کنندیدنبال م

حل  یبرا تیبا موفق ACOکند.  تیهدا ریمس کیدنبال کردن 

                                                           
1- Ant colony optimization 

2- Pheromone routes 

 ادهاستف یکینامید یکاربردها ریو سا هینقل لهیوس یابیریمسائل مس

آن دشوار است و زمان  ینظر لیو تحل هیاما تجز شود،یم

 .[27]آن هنگام حل مسائل نامشخص است  ییهمگرا

الهام گرفته اند در  تیعیکه از طب یگریمختلف د یهاتمیالگور

 3خفاش تمیبه الگور توانیشده اند که م یمعرف ریاخ یهاسال

)BA( [28]4ازدحام کرم درخشنده یسازنهی، به (BOA) [29] ،

 6پروانه یسازنهی، بهGWO( [31](.5یساز گرگ خاکسترنهیبه

)BOA( [31]  27-نفرونو  (2-NOA) [32].اشاره کرد 

 هیها هنگام تغذکه از رفتار خرگوش یفراابتکار تمیاز الگور یکی

 تواندیم تمیالگور نیااست  8ARO تمیالگور کند،یم دیتقل

 اوردیرا در زمان مناسب بدست ب یسازنهیجواب مسائل به

 یهاحل دستگاه یبرا ARO یتکامل تمیمقاله الگور نیدر ا.[33]

و نشان داده شده که  تبهبود داده شده اس یرخطیمعادلات غ

را با دقت قابل قبول  یرخطیجواب دستگاه معادلات غ تواندیم

 هیبه حدس اول یبر وابستگ تواندیروش م نیا چنینهمکند.  دایپ

 را بهبود بخشد.  یمحاسبات ییراه حل غلبه کند و کارا یمنطق

خلاصه  به صورت 2است: در بخش  ریمقاله به شرح ز ادامه

مقاله  یاصل دهیا 3. در بخش شودیشرح داده م ARO تمیالگور

صورت گرفته  هایشیو آزما جینتا 4 آورده شده است. در بخش

 یریگ جهینت زین 5 مقاله آورده شده است. در بخش برای مقایسه

 .مقاله آورده شده است

                                                           
3- Bat algorithm 

4- Glowworm swarm optimization 

5- Gray wolf optimization 

6- Butterfly optimization algorithm 

7- Nephron Algorithm Optimization 2 

8- Artificial rabbits optimization 



 

 

 ARO تمیالگور .2

 ایفرار  ه،یتغذ یبرا یخاص یرفتارها عتیها در طبخرگوش

 است یتمیالگور AROدارند.  انیشکارچدست پنهان شدن از 

شده است.  یها طراحخرگوش یرفتارها نیکه بر اساس ا

محل لانه خود، از  صیاز تشخ یریجلوگ یها براخرگوش

 هیذرفتار که تغ نی. اکنندینم هیلانه خود تغذ کینزد یهاعلف

 ARO تمیمرحله اکتشاف الگور یبرا شود،یم دهینام 1یانحراف

را در کنار  ییهاها حفرهخرگوش ،چنینهم. شودیاستفاده م

، به هاآنبه  انیتا با حمله شکارچ کنندیخود حفر م یهالانه

که  یاستراتژ نیپنهان شوند. ا هاآناز  یکیدر  یصورت تصادف

 یبرا یبرداردر مرحله بهره شود،یم دهینام 2یپنهان شدن تصادف

مورد  یانرژ کهاین. با توجه به شودیاستفاده م ARO تمیالگور

ها محدود است، در خرگوش انیفرار از دست شکارچ یبرا ازین

تعادل  یشدن تصادف یو مخف یانحراف هیتغذ نیب دیبا نیبنابرا

 دیفرار با یهر چه از لانه خود دورتر باشند، برا رایکنند ز جادیا

پنهان  انیکنند تا هنگام حمله شکارچ یرا ط یشتریمسافت ب

مراحل اکتشاف  نیتعادل ب جادیا یالگو برا نیاز ا AROشوند. 

 .کندیاستفاده م یبردارهو بهر

 هاسازی ریاضی رفتار خرگوشمدل. 1.1

 𝑑 یها( را در فضاعوامل جستجو )خرگوش ARO تمیالگور

ها را با از عامل کیهر  تیو سپس موقع ردیگیدر نظر م یبعد

 یاز رفتارها یکی. کندیذکر شده به روز م یتوجه به رفتارها

 نیا یاضیر یسازهیشب یاست. برا یانحراف هیتغذ، هاخرگوش

  .شودیاستفاده م (6)تا  (1) رفتار از معادلات

                                                           
1- Detour foraging 

2- Random hiding 

(1)  �⃗�𝑖(𝑡 + 1) = �⃗�𝑗(𝑡)+𝑅. (�⃗�𝑖(𝑡)− �⃗�𝑗(𝑡))

+𝑟𝑜𝑢𝑛𝑑(0.05(0.05𝑟1)) . 𝑛1 

𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛   and       𝑗 ≠ 𝑖 

(2)  𝑅 = 𝐿 ⋅ 𝑐 

(3)  𝐿 = (𝑒 − 𝑒(
𝑡+1
𝑇
)2) ⋅ 𝑠𝑖𝑛( 2𝜋𝑟2) 

(4)  𝑐(𝑘) = {
1      if     𝑘 = 𝑔(𝑙)
0      else

 
𝑘 = 1,… , 𝑑   and   𝑙 = 1, … , ⌈𝑟3, 𝑑⌉ 

(5)  𝑔 = 𝑟𝑎𝑛𝑑𝑝𝑒𝑟𝑚(𝑑) 

(6)  𝑛1 ∼ 𝑁(0,1) 

𝑣𝑖⃗⃗⃗ که در آن ⃗(𝑡 +  یرسانبه روز یموقت برا ریمتغ کی (1

 جستجو است. یهر عامل جستجو )خرگوش( در فضا تیموقع

𝑥𝑖⃗⃗⃗⃗ (𝑡) ،𝑛  و𝑇 تیموقع بیبه ترت 𝑖عامل  نیام

ها و خرگوش تیاندازه جمع، 𝑡ن جستجو)خرگوش( در زما

اعداد  𝑛3و  𝑛1 ،𝑛2 چنینهمحداکثر تعداد تکرار هستند. 

نرمال استاندارد  عیتوز 𝑛1. دهستن (1,1)در محدوده  یتصادف

 حیاعداد صح یتصادف گشتی، جا𝑟𝑎𝑛𝑑𝑝𝑒𝑟𝑚(𝑘)است. تابع 

را فراهم  یانحراف هیتغذ (1). معادله دهدیرا م 𝑘و  1 نیب

 .کندیم

که طول  𝑙 چنینهمدارد.  میرابطه مستق 𝑙با  𝑅، (2)در معادله  

 جیدارد و به تدر یادیخرگوش است در ابتدا مقدار ز یهاگام

 تمیکه الگور شودیباعث م یانحراف هی. رفتار تغذابدییکاهش م

ARO همگرا  یجهان جوابنکند و به  ریگ یمحل نهیدر نقاط به

 شود.

از  گرید یکیبخش ذکر شد،  نیا یکه در ابتدا طورهمان 

ها است. خرگوش یها، پنهان شدن تصادفخرگوش یهایاستراتژ

که در اطراف لانه خود حفر  ییهادر لانه انیهنگام حمله شکارچ

 تمیرفتار، الگور نیا سازیشبیه ی. براشوندیپنهان م کنندیم

ARO  تعداد𝑑 کندیفرض م وجستج یحفره در هر بعد فضا .

 .شودیاستفاده م(11)(7)ابط وها از رحفره نیا دیتول یبرا



 

 

(7)  �⃗⃗�𝑖,𝑗(𝑡) = �⃗�𝑖(𝑡)+𝐻.𝑔. �⃗�𝑖(𝑡)    
    𝑖 = 1, . . . , 𝑛      and       𝑗 = 1, . . . , 𝑑 

(8)  𝐻 =
𝑇 − 𝑡 + 1

𝑇
⋅ 𝑟4 

(9)  𝑛2 ∼ 𝑁(0,1) 

(11)  𝑔(𝑘) = {
1       if   𝑘 = 𝑗
0       else

    
𝑘 = 1,… , 𝑑     and   𝑙 = 1, … , ⌈𝑟3, 𝑑⌉ 

𝑏𝑖,𝑗⃗⃗که در آن  ⃗⃗ ⃗⃗ (𝑡)  برابر𝑗 یحفره برا نیام 𝑖 خرگوش است. نیام 

𝑟4  و𝑛2 عیو توز (1،1)در محدوده  یاعداد تصادف بیبه ترت 

 یپنهان شدن تصادف سازیشبیه ینرمال استاندارد هستند. برا

استفاده  (11)شده از رابطه  دیتول یهاها در حفرهخرگوش

 .شودیم

(11)  �⃗�𝑖(𝑡 + 1) = �⃗⃗�𝑖(𝑡) + 𝑅 ⋅ (𝑟5 ⋅ �⃗⃗�𝑖,𝑗(𝑡) − �⃗⃗�𝑖(𝑡)) 

𝑖 = 1, . . . , 𝑛 

است. پس از  (1،1)در محدوده  یتصادف یعدد 𝑟5که در آن 

شدن  یمخف ای یانحراف هیتغذ یهایاز استراتژ یکیانتخاب 

محاسبه  یبرا ری، از رابطه ز𝑣𝑖 و محاسبه مقدار مربوطه یتصادف

 .شودیهر خرگوش استفاده م یبعد تیموقع

(12)  �⃗�𝑖(𝑡 + 1) = {
�⃗�𝑖(𝑡)             𝑓(�⃗�𝑖(𝑡)) ≤ 𝑓(�⃗�𝑖(𝑡 + 1))

�⃗�𝑖(𝑡 + 1)      𝑓(�⃗�𝑖(𝑡)) > 𝑓(�⃗�𝑖(𝑡 + 1))
 

+ 𝑥𝑖(𝑡که در آن  امین خرگوش را در زمان  𝑖موقعیت  (1 

𝑡 + کاهش انرژی  AROدهد. الگوریتم می نشان  1 

ها را در حین دویدن مدل کرده تا بین فازهای اکتشاف خرگوش

برداری جابجا شود. برای انجام آن در تکرارهای اولیه باید و بهره

تغذیه انحرافی بیشتری انجام شود و به تدریج تغدیه انحرافی 

یابد. در هر تکرار کاهش یافته و پنهان شدن تصادفی افزایش می

ARO اب استراتژی مورد نظر، از معادله زیر استفاده برای انتخ

 .شودمی

(13)  𝐴(𝑡) = 4(1 −
𝑡

𝑇
) 𝑙𝑛

1

𝑟
 

( است. شبه کد 1،1در محدوده ) یعدد تصادف کی 𝑟آن که در  

برای بررسی آورده شده است.  2شکل در  ARO تمیالگور

A random set of rabbits denoted as 𝑋𝑖 is generated (population generation). 

The 𝑋𝑖 are evaluated 

Fitness (𝐹𝑖𝑡), and 𝑋𝑏𝑒𝑠𝑡  are the optimal solution achieve thus far. 

while the stop condition isn’t satisfied do 

 for each 𝑋𝑖 in population do 

  The factor 𝐴 is calculated using Eq. (31 ). 

  If 𝐴 > 1 then 

   𝐴 rabbit randomly is chosen from population. 

   The 𝑅 is calculated using Eq. ( (2 ). 

   Detour forging is performed using Eq. (3 ). 

   The fitness (𝐹𝑖𝑡𝑖) are calculated 

   The position of the current 𝑋𝑖 is updated using Eq. (32 )). 

  else 

   𝑑 burrows are generated using Eq. (7 ). 

   One of burrows randomly is picked as hiding 

   Random hiding is performed using Eq. (33 ). 

   The fitness (𝐹𝑖𝑡𝑖) are calculated 

   The position of the 𝑋𝑖 is updated using Eq. (32 ). 

  end if 

 The current optimal solution found thus far (𝑋𝑏𝑒𝑠𝑡) is updated 

 end for 

end while 

Return 𝑋𝑏𝑒𝑠𝑡  

 ARO: شبه کد الگوریتم 2شکل 

 



 

 

 .بهره ببرید [33] ازبیشتر این الگوریتم می توانید 

حل دستگاه  یو برا افتهیبهبود  تمیالگور نیا یدر بخش بعد

 مورد استفاده قرار گرفته است. یرخطیمعادلات غ

 روش پيشنهادی  .3

معادلات  حل دستگاه یبرا ARO تمیبخش بهبود الگور نیا در

جدول  تمیالگور نیبهبود ا یشرح داده شده است. برا یرخطیغ

جدول  نیاضافه شده است. هدف ا تمیالگور نیبه ا 1حافظه

 تمیاست. در الگور (1)در رابطه  𝑗 2سیانتخاب هوشمندانه اند

ARO سیاند 𝑗 بار  و هر شودیانتخاب م یصورت تصادفهب

 تیموقع یتصادف یعامل جستجو کیعامل جستجو با توجه به 

با توجه با  𝑗 سیاند یشنهادی. در روش پکندیخود را به روز م

 AROکه منجر به بهبود عملکرد  شودیجدول حافظه انتخاب م

 .شودیم

 ساخت و کارکرد جدول حافظه نحوه 

𝑛این جدول یک ماتریس دو بعدی با ابعاد  × 𝑛  است که در

 تعداد عامل جستجو )جمعیت( الگوریتم فراابتکاری است. 𝒏آن 

الگوریتم،  نحوه کار این جدول به این صورت است که در شروع

برای بروزسانی . گیردتمام عناصر جدول برابر صفر قرار می

در هر تکرار  (1)ام در رابطه شماره 𝒊 یموقیت عامل جستجو

در این  آید.از روش پیشنهادی بدست می 𝑗اندیس  ،الگوریتم

 𝑖 فیرد برابر با شماره ستون بیشترین مقدار در 𝑗روش اندیس 

باشد. اگر چند مورد بیشترین مقدار در یک ردیف وجود می

شود که مقدار تابع برازش عاملی انتخاب می هاآنداشت، از بین 

ام با توجه به  𝑖، عنصر 𝑗 اندیس کمتری دارد. پس از تعیین شدن

 کند. بروز می (1) آن موقعیت خود را در رابطه

                                                           
1- Memory table 

2- Index 

، در عناصسسر جسسدول حافظسسه 𝑗پسسس از مشسسخص شسسدن انسسدیس 

 گیرد. ی به شکل زیر صورت مییهابروزرسانی

ام 𝑗ام و سستون 𝑖در جدول حافظه مقدار عنصسر واقسع در سسطر 

 (ام𝑖) شود و به دیگر عناصر در ردیسف مربوطسهبرابر با صفر می

اگر مقدار تابع برازش جدیسد  چنینهم .شودیک واحد افزوده می

کمتسسر از مقسسدار فعلسسی تسسابع بسسرازش   (𝐹(𝑣))محاسسسبه شسسده 

(𝐹(𝑥))  باشد، در ستون𝑖 ام مقدار هر عنصر برابر با یکی بیشتر

بعسد از ایسن  چنینهمشود. از بیشترین مقدار در سطر خودش می

شسود کسه مقسدار قطسر های جدول حافظه، کنتسرل میبروزرسانی

باشد زیرا هیچ عاملی نسسبت بسه  ∞−دول برابر با اصلی این ج

 کند.خودش موقعیتش را بروز نمی

در ادامه برای شرح بیشتر، یک مثال برای جدول حافظه با چهسار 

آورده شسده  3شسکل عامل جستجو)جمعیت برابر بسا چهسار( در 

است. در ابتدا مقدار تمسام عناصسر جسدول حافظسه صسفر اسست 

𝑖ف(. در این مرحلسه ال- 3شکل ) = بنسابراین مقسادیر  .اسست 1

 است.  {4 ,3 ,2}یکی از مقدارهای  𝑗اندیس 

𝑖تمام مقادیر در ردیف  کهاینتوجه به  با = برابر صفر اسست.  1

از  (𝐹(𝑥)) کمترین مقدار تابع برازش برابر با  𝑗بنابراین اندیس 

𝑗 خواهد بود که در ایسن مثسال هاآنبین  =  ،شسود. سسپسمی 4

𝑖) اولین عامل جستجو = ( موقعیت خود را باتوجه به عنصسر 1

𝑗چهارم ) = کنسد. امسا چسون بسروز می (1) ( در رابطه شماره 4

مقدار جدید تابع برازش بیشتر از مقدار قبلی است در ستون اول 

جدول حافظه همه مقادیر به یکی بیشستر از، بیشسترین مقسدار در 

𝑖 (،ب -3شسکل در  کنسد.سطر مربوطه افزایش پیسدا نمی = 2  

است. بنابراین در سطر دوم جدول حافظه اندیس ستون بیشترین 

چند مورد بیشترین مقدار  کهاینکنیم. با توجه به مقدار را پیدا می

𝑗 وجسسود دارد. = کنیم چسسون انتخسساب مسسی هسساآنرا از میسسان  4

موقعیسست عامسسل  بنسسابراینکمتسسرین مقسسدار تسسابع بسسرازش را دارد. 



 

 

 1جستجوی دوم با توجه به عامل جسستجوی چهسارم در رابطسه 

ام در جدول 𝑗ام و ستون 𝑖شود. سپس مقدار عنصر سطر بروز می

 شود.حافظه برابر صفر می

 چنینهمشوند. و بقیه موارد در سطر مربوطه یک واحد بیشتر می

در  در ستون دوم نیز هر عنصر به یکی بیشتر از بیشسترین مقسدار

یابد زیرا مقدار بسرازش جدیسد محاسسبه سطر خودش افزایش می

 )ج- 3شسکل  ( در نتیجسه آن شده کمتر از مقدار قبلی است. کسه

شود. جدول حافظه در مورد بعدی )تبدیل از ج به د( میحاصل 

شبه کد روش پیشنهادی در  شود.نیز مانند این دو حالت بروز می

 آمده است 4شکل 

                                                           
1- Memory table 

معسادلات دسستگاه پیشنهادی برای حل استفاده از روش  ادامهدر 

را  ریز یخطریدستگاه معادلات غ غیرخطی شرح داده شده است.

  :دیریدر نظر بگ

(14)  {

𝑓1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, . . . , 𝑥𝑛) = 0
𝑓2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, . . . , 𝑥𝑛) = 0

⋮
𝑓𝑚(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, . . . , 𝑥𝑛) = 0

 

دستگاه معادلات تعداد معادلات  𝑚تعداد متغیرها و  𝑛که در آن 

غیرخطی، این دستگاه  است. برای حل دستگاه معادلاتغیرخطی 

 یکسی بسه صسورت بسدون قیسود،سسازی را به صورت مسئله بهینه

 کنیم.بازنویسی می (16)یا  (15)روابط 

(15)  {

Find:    X = (𝑥1, x2, . . . , x𝑛)
𝑇 , X ∈ 𝑅𝑛;

Min:     F(𝑋) =∑𝑓𝑖
2

𝑛

𝑖=1

 

 یا

  

 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 

𝐹(𝑣) 8.1    

 

 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 

𝐹(𝑣) 8.1 4.3   
 

 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 

𝐹(𝑥) 3.5 6.1 6 2 

 

 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 

𝐹(𝑥) 3.5 6.1 6 2 
 

3MT 𝑥𝑗 

𝑥𝑖 

−∞ 0 0 0 

0 −∞ 0 0 

0 0 −∞ 0 

0 0 0 −∞ 

 

 

 

 

MT 𝑥𝑗 

𝑥𝑖 

−∞ 1 1 0 

0 −∞ 0 0 

0 0 −∞ 0 

0 0 0 −∞ 
 

 )ب( )الف(

 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 

𝐹(𝑣) 8.1 4.3 8.9  

 

 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 

𝐹(𝑣) 8.1 4.3 8.9 1.5 
 

 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 

𝐹(𝑥) 3.5 4.3 6 2 

 

 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 

𝐹(𝑥) 3.5 4.3 6 2 
 

MT 𝑥𝑗 

𝑥𝑖 

−∞ 2 1 0 

1 −∞ 1 0 

0 1 −∞ 0 

0 1 0 −∞ 

 

 

 

                      

MT 𝑥𝑗 

𝑥𝑖 

−∞ 2 1 0 

0 −∞ 1 0 

1 0 −∞ 1 

0 1 0 −∞ 
 

 )د( )ج(

 : مثال از نحوه عملکرد جدول حافظه3شکل 

 



 

 

(16)  

{
 
 

 
 
Find:    X = (𝑥1, x2, . . . , x𝑛)

𝑇 , X ∈ 𝑅𝑛;

Min:     F(𝑋) =√∑𝑓𝑖
2

𝑛

𝑖=1

 

هسر  اسست. هساجوابیک فضای جسستجو بسرای  nRدر آن  که

 یابیسارز یتسابع بسرازش بسرا کیسبسه  ازیسن یفراابتکار تمیالگور

دسستگاه  لیکرده خود در هر تکرار دارد. بسا تبسد دایپ یهاجواب

 نیبس یپلس تسوانیمس یسازمینیله مسئم کیبه  یرخطیمعادلات غ

 جسادیا یرخطیو حل دستگاه معادلات غ یفراابتکار یهاتمیالگور

 ایس (15)آن را بسه شسکل  (14)حل دستگاه معسادلات  یکرد. برا

 یشنهادیروش پ یبرازش برا نوشته و از آن به عنوان توابع (16)

 شود.می( استفاده IARO تمی)الگور

صسسورت ه هسسای جسسستجو بسسعامل در آغسساز ایسسن روش، موقعیسست

پسس از آن، مقسدار تسابع بسرازش  شسوند.تصادفی مقسداردهی می

شسود. محاسسبه می (16)یا  (15)ت اولیه با استفاده از توابع یجمع

 یشود. در خسلال اجسراشروع می IAROوریتم سپس روند الگ

IARO  اگر نیاز به محاسبه مقدار تابع بسرازش بسرای آن تکسرار

شود. در هر تکرار دوباره محاسبه می (17)یا  (16)باشد، با توابع 

بسه شود و اگر تکرار است کنترل می شرط پایان که حداکثر تعداد

یابسد و حداکثر تعسداد تکسرار رسسیده باشسد الگسوریتم پایسان می

گرداند که برابسر موقعیت بهترین عامل جستجو در تکرار را برمی

 جواب دستگاه معادلات غیرخطی خواهد بود. 

 ها و نتایجآزمای  .4

A random set of rabbits denoted as 𝑋𝑖 is generated (population generation). 

Create a 2-dimensional array for memory table (MT) with size (population size, population size) 

The 𝑋𝑖 are Evaluated 

Fitness (𝐹𝑖𝑡), and 𝑋𝑏𝑒𝑠𝑡  are the optimal solution achieve thus far. 

while the stop condition isn’t satisfied do 

 Setting the diameter of the MT array to negative infinity 

 for each 𝑋𝑖 in population do 

  the factor 𝐴 is calculated using Eq. (31 ). 

  If 𝐴 > 1 then 

   Finding 𝑗 index using memory table and fitness value 

   The 𝑅 is calculated using Eq. ( (2 ). 

   Detour forging is performed using Eq. (3 ). 

   The fitness (𝐹𝑖𝑡𝑖) are calculated 

   The position of the current 𝑋𝑖 is updated using Eq. (32 )). 

   The current optimal solution found thus far (𝑋𝑏𝑒𝑠𝑡) is updated 

   If 𝐹𝑖𝑡 of current optimal solution < 𝐹𝑖𝑡 of 𝑋𝑏𝑒𝑠𝑡  
    Increase by one in 𝑖th row of MT 

    Set zero to selected agent in MT 

    Increase by one corresponding column of the selected agent in the MT 

   else 

    Increase by one in 𝑖th row of MT 

    Set zero to selected agent in MT  

  else 

   𝑑 burrows are generated using Eq. (7 ). 

   One of burrows randomly is picked as hiding 

   Random hiding is performed using Eq. (33 ). 

   The fitness (𝐹𝑖𝑡𝑖) is calculated 

   The position of the 𝑋𝑖 is updated using Eq. (32 ). 

   The current optimal solution found thus far (𝑋𝑏𝑒𝑠𝑡) is updated 

  end if 

 end for 

end while 

Return 𝑋𝑏𝑒𝑠𝑡  

 IARO: شبه کد الگوریتم 4شکل 

 



 

 

دستگاه  11 ،عملکرد روش پیشنهادیبرای بررسی در این بخش، 

 هایاست. این دستگاه با استفاده از این روش حل شدهمعادلات 

های مهندسی زمینه دردنیای واقعی در غیرخطی  معادلات

 . برای بررسی[35[, ]34] مورد بررسی قرار گرفته استمیشی

اجرای متوالی با روش  21عملکرد الگوریتم پیشنهادی،  دقیق

جواب واقعی یا آن با میانگین پیشنهادی انجام گرفته و نتایج 

قرار  مقایسههای تقریبی بدست آمده در منابع قبلی مورد جواب

با  (IARO)الگوریتم بهبود یافته  چنینهم. گرفته است

و  ARO ،GA  ،WOA [36] ،GWO ،BATهای الگوریتم

CS [37] های ذکر شده مورد مقایسه قرار گرفته است. الگوریتم

 سازی هستند.یا جدید بهینه ایهای پایهاز روش

پایتون  نویسیزبان برنامهسازی الگوریتم فراابتکاری از برای پیاده

 CPUدستگاه مورد اجرا  پردازنده چنینهماستفاده شده است. 

Core i3 2.44 GHz  4با رمGB نیا یکدهامنبع  باشد.می 

 است. یقابل دسترس یعموم به صورت پژوهش 1وندیپ درمقاله 

و  111تعداد جمعیت الگوریتم فراابتکاری در همه موارد برابر 

 در نظر گرفته شده است. 1111برابر  2هاتعداد تکرار الگوریتم

 [38] براون غیرخطیاغلب دستگاه معادلات  مورد نیا :1مورد 

 شکل زیر است:به شود و می دهینام

                                                           
1- https://github.com/alihamdipour/IARO-NES 

2- Maximum Iterations 

(17)  

{
 
 

 
 
2𝑥1  +  𝑥2  +  𝑥3  +  𝑥4  +  𝑥5 =  6
𝑥1  +  2𝑥2  +  𝑥3  +  𝑥4  + 𝑥5  =  6
𝑥1  + 𝑥2  +  2𝑥3  +  𝑥4  +  𝑥5  =  6
𝑥1  + 𝑥2  +  𝑥3  +  2𝑥4  +  𝑥5  =  6
𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4𝑥5  =  1

 

2−که در آن  ≤ xi ≤ 2, i = 1, . . . که در  طورهماناست.  5,

شود، روش پیشنهادی توانسته مقدار تابع مشاهده می 1جدول 

کاهش دهد که بهترین عملکرد بین  -1.2𝐸11برازش را تا 

در ستون آخر نشان دهنده  ESشده است.  های مقایسهالگوریتم

مقدار  5شکل  در چنینهماست.  دستگاه معادلاتجواب دقیق 

دهد. در این شکل های مختلف نمایش میتابع برازش در تکرار

 شود.مشاهده می IAROعملکرد خوب 

 

دستگاه معادلات شماره یک در  برازشخطای نمودار مقدار : 5شکل 

  ی مورد بررسیهای یک تا هزار برای الگوریتمهاتکرار

دستگاه معادلات زیر را با چهار مجهول تعریف  :1مورد 

 کنیم.می

                                                           
3- Variable 

4- Exact solution 

 نتایج بدست آمده از حل دستگاه معادلات شماره یک :1جدول 
3Var IARO ARO GA WOA GWO BAT CS 4ES 

𝑥1 1 0.99995842 0.99499711 1.0787193 0.99945614 1.00021335 0.99499711 1 

𝑥2 1 0.9999571 0.94757832 0.9907849 0.99927208 1.00011296 0.94757832 1 

𝑥3 1 0.9999445 0.93808635 1.03625201 0.9998472 1.00009496 0.93808635 1 

𝑥4 1 0.99994348 0.78982767 1.02597104 0.99918784 1.0002526 0.78982767 1 

𝑥5 1 1.00023525 0.96599193 0.84346796 1.00254621 0.99917949 0.96599193 1 

𝑓 1.27706334E-18 1.28841019E-07 7.97548397E-03 8.43132868E-03 3.43651278E-05 4.61624735E-08 1.70975784E-10 0 



 

 

(18)  
𝑥𝑖  −  𝑐𝑜𝑠 (2𝑥𝑖 −∑𝑥𝑗

4

𝑗=1

) = 0        1 ≤  𝑖 ≤ 4 

-111که در آن  ≤ 𝑥𝑖 ≤ 111, 𝑖 = 1, . . . که  طورهمان .است 4,

توانسته مقدار  یشنهادیپشود، روش مشاهده می 2جدول در 

عملکرد  نیبهتردهد که  کاهش  -4.4𝐸33را تا  خطای برازش

پژوهش صورت گرفته در . شده است سهیمقا یهاتمیالگور نیب

را برای  (EWN) "1نیوتون وزندار کارا "روشی به نام  [39]

 کهاینبا توجه به . حل دستگاه معادلات معرفی کرده است

ندارد،  قیشده جواب دق یبررس یرخطیمعادلات غ دستگاه

نیز در  EWNبا روش  های تقریبی دستگاه معادلات جواب

عملکرد خوب  6شکل  درچنین آورده شده است. هم 2جدول 

IARO  های بررسی شده قابل الگوریتم مقایسه با دیگردر

 مشاهده است.

 

ی هادستگاه معادلات شماره دو در تکرار خطای برازشنمودار مقدار  6شکل 

 ی مورد بررسیهایک تا هزار برای الگوریتم

                                                           
1- Efficient weighted-Newton 

دستگاه معادلات زیر را با چهار مجهول تعریف  :3مورد 

 کنیم.می

(19)  

{
  
 

  
 
𝑥1
2  + 𝑥3

2  =  1

𝑥2
2  + 𝑥4

2  =  1

𝑥5𝑥3
3  +  𝑥6𝑥4

3 = 0

𝑥5𝑥1
3  +  𝑥6𝑥2

3 = 0

𝑥5𝑥1𝑥3
2  +  𝑥6𝑥2𝑥4

2  =  0

𝑥5𝑥3𝑥1
2  +  𝑥6𝑥4𝑥4

2  =  0

 

-11که در آن  ≤ 𝑥𝑖 ≤ 11, 𝑖 = 1, . . . که  طورهماناست.  6,

شود، روش پیشنهادی توانسته مقدار شاهده میم 3جدول در 

کاهش دهد که بهترین عملکرد   -3.3𝐸14را تا  خطای برازش

مقدار  7شکل  در  چنینهمهای مقایسه شده است. بین الگوریتم

دهد. در این های مختلف نمایش میدر تکرار خطای برازش

 شود.مشاهده می IAROشکل عملکرد خوب 

دستگاه معادلات شماره سه در  خطای برازش: نمودار مقدار 7شکل  

  ی مورد بررسیهاهزار برای الگوریتمی یک تا هاتکرار

 کنیم.دستگاه معادلات زیر را با ده مجهول تعریف می :4مورد 

نتایج بدست آمده از حل دستگاه معادلات شماره دو: 2جدول    

Var IARO ARO GA WOA GWO BAT CS EWN 

𝑥1 0.51493326 0.51493352 0.58480692 0.51242665 0.5147858 0.51486608 0.39216094 0.51493326 

𝑥2 0.51493326 0.51493352 0.41199934 0.51304262 0.51503343 0.51505878 0.48620573 0.51493326 

𝑥3 0.51493326 0.51493352 0.47076047 0.52146724 0.51485113 0.51488535 0.65701088 0.51493326 

𝑥4 0.51493326 0.51493352 0.43630517 0.51275569 0.51500014 0.5149187 0.47772335 0.51493326 

𝑓 4.46815747E-33 3.13017638E-09 9.85005199E-03 2.48712644E-05 3.79624880E-08 1.34533520E-08 2.61608384E-09 - 



 

 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
𝑥1  −  0.25428722 −  0.18324757𝑥4𝑥3𝑥9  =  0
𝑥2  −  0.37842197 −  0.16275449𝑥1𝑥10𝑥6  =  0
𝑥3  −  0.27162577 −  0.16955071𝑥1𝑥2𝑥10  =  0
𝑥4  −  0.19807914 −  0.15585316𝑥7𝑥1𝑥6  =  0
𝑥5  −  0.44166728 −  0.19950920𝑥7𝑥6𝑥3  =  0
𝑥6  −  0.14654113 −  0.18922793𝑥8𝑥5𝑥10  =  0
𝑥7  −  0.42937161 −  0.21180486𝑥2𝑥5𝑥8  =  0
𝑥8  −  0.07056438 −  0.17081208𝑥1𝑥7𝑥6  =  0
𝑥9  −  0.34504906 −  0.19612740𝑥10𝑥6𝑥8  =  0
𝑥10  −  0.42651102 −  0.21466544𝑥4𝑥8𝑥1  =  0

 

(21)  

-2که در آن  ≤ 𝑥𝑖 ≤ 2, 𝑖 = 1, . . .  که طورهماناست.  11,

توانسته مقدار  شود، روش پیشنهادیمشاهده می 4جدول در 

3.1𝐸را تا  خطای برازش کاهش دهد که بهترین عملکرد بین  31-

 مقدار  8شکل  در چنینهمهای مقایسه شده است. الگوریتم

دهد. در این نمایش می را های مختلفدر تکرار خطای برازش

ها در این نمودار شود.مشاهده می IAROشکل عملکرد خوب 

میانگین  خطای برازشی مقدار همحور عمودی نشان دهند

تر نشان دهنده بنابراین نمودار پایین است.بار اجرا(  21)میانگین 

جواب بهتر است. اگر الگوریتم بتواند جواب دقیق را پیدا کند 

 برابر صفر خواهد شد. خطای برازشمقدار 

 
دستگاه معادلات شماره چهار در  خطای برازش: نمودار مقدار 8شکل 

 های مورد بررسیهای یک تا هزار برای الگوریتمتکرار

دستگاه معادلات زیر را با هشت مجهول تعریف  :5مورد 

 کنیم.می

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
4.731 × 10−3𝑥1𝑥3 − 0.3578𝑥2𝑥3  −  0.1238𝑥1
          + 𝑥7 − 1.637 × 10

−3𝑥2 − 0.9338𝑥4 =  0.3571 

0.2238𝑥1𝑥3  +  0.7623𝑥2𝑥3  +  0.2638𝑥1  −  𝑥7
                            −0.07745𝑥2  −  0.6734𝑥4 =  0.6022 

𝑥6𝑥8  +  0.3578𝑥1  +  4.731 × 10
−3𝑥2 = 0

−0.7623𝑥1  +  0.2238𝑥2 = − 0.3461 

𝑥1
2 + 𝑥2

2 = 1

𝑥3
2 + 𝑥4

2 = 1

𝑥5
2 + 𝑥6

2 = 1

𝑥7
2 + 𝑥8

2 = 1

 

(21)  

-1که در آن  ≤ 𝑥𝑖 ≤ 1, 𝑖 = 1, . . . که در  طورهماناست.  1,

خطای روش پیشنهادی توانسته مقدار  شود،می مشاهده 5جدول 

دهد که بهترین عملکرد بین  هشکا -3.1𝐸25را تا  برازش

 [41]پژوهش صورت گرفته در  ت.های مقایسه شده اسالگوریتم

: نتایج بدست آمده از حل دستگاه معادلات شماره سه3جدول   

val IARO ARO GA WOA GWO BAT CS 

𝑥1 0.86592896 8.87390218E-01 0.88297998 -9.61127510E-01 0.14778358 -0.95318194 0.8163401 
𝑥2 0.9904602 -4.46170492E-01 0.2535923 -8.46879815E-02 0.14781548 -0.53215372 0.0167982 
𝑥3 0.50007801 4.61019089E-01 0.62833815 -2.76125807E-01 -0.9889309 -0.92684248 0.51176833 
𝑥4 0.13323532 8.94947983E-01 0.91608268 -9.96444958E-01 -0.98905092 -1.75210087 0.8143668 
𝑥5 -0.0611113 4.31877427E-42 0.30043738 -0.30127510E-01 -2.57657861 9.26710673 0.31846923 
𝑥6 0.05581324 2.20118609E-41 0.0625095 -8.9688815E-02 2.57574712 1.72921022 0.03644078 
𝑓 3.78919573E-14 5.88633622E-13 3.16679253E-02 6.39473536E-04 1.09311551E-05 2.88106683E-03 0.002881066 



 

 

 "1فازی شدهسازیالگوریتم تطبیقی تبرید شبیه"نام روشی به 

(FASA) با . را برای حل دستگاه معادلات معرفی کرده است

شده جواب  یبررس یرخطیمعادلات غ دستگاه کهاینتوجه به 

با روش  های تقریبی دستگاه معادلات جوابندارد،  قیدق

FASA کهاینبا توجه به  شده است. آورده 5جدول  نیز در 

دستگاه معادلات ممکن است بیش از یک جواب داشته باشد 

 !Error درمعادلات بنابراین فقط یک جواب دستگاه 

Reference source not found.  آورده شده است ولی

استفاده شده که  خطای برازشمقایسه عملکرد از مقدار برای 

اجرا گرفته شده است. دلیل  21 خطای برازشمیانگین مقدار 

های متعدد این در این جدول داشتن جواب هاجواب اختلاف 

های دستگاه معادلات است. بنابراین با توجه به تعدد جواب

 ها گرفته دستگاه معادلات میانگین جواب

گرفته شده است. این  خطای برازشنشده است و فقط میانگین 

های مورد بررسی مانند شود که در برخی دستگاهباعث می نکته

جواب دقیق برای الگوریتم پیشنهادی در  کهاینمورد اول، با 

صفر  خطای برازشولی  جدول برای آن مورد آورده شده است

اجرای  21نیست که نشان دهنده این است که در برخی موارد از 

 گرفته شده الگوریتم پیشنهادی جواب تقریبی بدست آورده

مورد بررسی  خطای برازشاست. بنابراین مبنای مقایسه میانگین 

در  خطای برازشمقدار  9شکل در  چنینهمقرار گرفته است. 

                                                           
1  Fuzzy adaptive simulated annealing 

 IAROلکرد خوب عم که دهدهای مختلف نمایش میتکرار

 .شودمشاهده می

 
دستگاه معادلات شماره پنج در  خطای برازش: نمودار مقدار 9شکل 

 ی مورد بررسیهای یک تا هزار برای الگوریتمهاتکرار

 .کنیمدستگاه معادلات زیر را با سه مجهول تعریف می :6مورد 

(22)  
{

𝑒𝑥𝑝( 𝑥1
2) − 8𝑥1 𝑠𝑖𝑛( 𝑥2) = 0

𝑥1 + 𝑥2 = 1

(𝑥3 − 1)
3 = 0

 

 : نتایج بدست آمده از حل دستگاه معادلات شماره چهار4جدول  

Var IARO ARO GA WOA GWO BAT CS FASA 

𝑥1 0.25783339 0.25783339 0.0125144 0.25797826 0.2579793 0.25800869 0.0125144 0.2578334 

𝑥2 0.38109715 0.38109715 0.16286594 0.38117908 0.38134709 0.38145555 0.16286594 0.3810972 

𝑥3 0.27874502 0.27874502 0.69335026 0.27884696 0.27892543 0.27839438 0.69335026 0.2787450 

𝑥4 0.20066896 0.20066896 0.23189673 0.20080711 0.20079768 0.20078828 0.23189673 0.2006690 

𝑥5 0.44525142 0.44525142 0.62170693 0.44512692 0.44532774 0.44482351 0.62170693 0.4452514 

𝑥6 0.14918392 0.14918392 0.31181227 0.14920295 0.14923197 0.14930236 0.31181227 0.1491839 

𝑥7 0.4320097 0.4320097 0.54014274 0.43212387 0.43220142 0.43177881 0.54014274 0.4320097 

𝑥8 0.07340278 0.07340278 0.15748612 0.0736315 0.07351296 0.07350713 0.15748612 0.0734028 

𝑥9 0.34596683 0.34596683 0.30485177 0.34574249 0.34610746 0.34602261 0.30485177 0.3459668 

𝑥10 0.42732628 0.42732628 0.44583852 0.42722305 0.42753504 0.42740308 0.44583852 0.4273263 

𝑓 7.17969801E-31 1.53402435E-27 1.07637106E-02 2.96294235E-07 2.90731404E-04 5.93591234E-07 2.67122697E-16 - 

 



 

 

-11که در آن   ≤ 𝑥𝑖 ≤ 11, 𝑖 = 1, . . . که  طورهماناست.  3,

شود، روش پیشنهادی توانسته مقدار می مشاهده 6جدول  در

کاهش دهد که بهترین عملکرد بین  0را تا  خطای برازش

مقدار  11شکل در  چنینهمهای مقایسه شده است. الگوریتم

این دهد. در های مختلف نمایش میدر تکرار خطای برازش

  شود.مشاهده می IAROشکل عملکرد خوب 

در  دستگاه معادلات شماره شش خطای برازش: نمودار مقدار 11شکل 

 یمورد بررس یهاتمیالگور یتا هزار برا کی یهاتکرار

 کنیم.دستگاه معادلات زیر را با دو مجهول تعریف می :7مورد 

(23)  
{
𝑥1
3 − 3𝑥1𝑥2

2 = 1

3𝑥2𝑥1
2 − 𝑥2

3 = −1
 

-11که در آن   ≤ 𝑥𝑖 ≤ 11, 𝑖 =  که در طورهماناست.  1,2

خطای پیشنهادی توانسته مقدار  شود، روشمی مشاهده 7جدول 

1.11𝐸را تا  برازش بین  عملکرد کاهش دهد که بهترین  31-

 [41]پژوهش صورت گرفته در  های مقایسه شده است.الگوریتم

 (HWF) "1جمعیت گلالگوریتم ترکیبی وال و "شی به نام رو

با توجه به  را برای حل دستگاه معادلات معرفی کرده است. 

ندارد،  قیدق شده جواب یبررس یرخطیمعادلات غ دستگاه کهاین

 درنیز  HWFبا روش  های تقریبی دستگاه معادلات جواب

خطای مقدار  11شکل  در چنینهم آورده شده است.  7جدول 

این شکل عملکرد  دهدهای مختلف نمایش میدر تکرار برازش

شود ی که مشاهده میطورهمان .شودمی مشاهده IAROخوب 

تری را تکرارهای کمتر توانسته جواب دقیق درروش پیشنهادی 

 .آوردبدست 

                                                           
1- hybridizing whale optimization algorithm and flower 

pollination Algorithm  

 بدست آمده از حل دستگاه معادلات شماره پنج جینتا: 5جدول 

Var IARO ARO GA WOA GWO BAT CS FASA 

𝑥1 0.67155426 0.67155426 0.71586707 0.65995277 0.67085728 0.67176862 0.71586707 0.2578334 

𝑥2 0.74095538 0.74095538 0.65735549 0.75471194 0.74194709 0.74084692 0.65735549 0.3810972 

𝑥3 0.95189275 0.95189275 0.91386614 0.95803792 0.95205429 0.95218588 0.91386614 0.278745 

𝑥4 -0.3064313 -0.3064313 0.21095073 -0.2973689 -0.3069533 -0.3063365 0.21095073 0.200669 

𝑥5 0.9638107 0.96381077 0.40922854 0.96114208 0.96460567 0.96358805 0.40922854 0.4452514 

𝑥6 -0.2665873 -0.2665873 0.14006579 -0.2714958 -0.2645041 0.26687355 0.14006579 0.1491839 

𝑥7 0.40464139 0.40464139 0.59394807 0.41662879 0.40463018 0.40467647 0.59394807 0.4320097 

𝑥8 0.91447545 0.91447545 0.47515345 0.90841482 0.91448521 -0.9145035 0.47515345 0.0734028 

𝑓 7.89149074E-25 9.29659054E-18 4.65373525E-03 3.26492487E-04 2.80321268E-06 6.00058236E-07 1.93331442E-07 - 

ششبدست آمده از حل دستگاه معادلات شماره  جینتا: 6جدول   

Var IARO ARO GA WOA GWO BAT CS FASA 

𝑥1 0.17559892 0.17559548 0.17559548 0.17569517 0.1755909 0.17560379 0.17559548 0.175599 

𝑥2 0.82440108 0.82441236 0.81539023 0.82402421 0.82439636 0.82439268 0.81539023 0.824401 

𝑥3 1 1.00000971 0.8265568 0.90703918 0.9406832 0.94160713 0.8265568 1 

𝑓 0 6.46476289E-12 0.00403971 4.08040104E-7 1.05177479E-8 3.67639377E-8 4.32899427E-21 - 



 

 

 
دستگاه معادلات شماره هفت در  خطای برازش: نمودار مقدار 11شکل 

 ی مورد بررسیهای یک تا هزار برای الگوریتمهاتکرار

 کنیم.دستگاه معادلات زیر را با سه مجهول تعریف می :8مورد  

-11که در آن  ≤ 𝑥𝑖 ≤ 11, 𝑖 = 1, . . . که  طورهماناست.  3,

شود، روش پیشنهادی توانسته مقدار مشاهده می 8جدول در 

دهد که بهترین عملکرد بین  کاهش 0را تا  خطای برازش

مقدار خطای  12شکل چنین هم های مقایسه شده است.الگوریتم

در این شکل  .دهدهای مختلف نمایش میبرازش در تکرار

  شود.مشاهده می IAROعملکرد خوب 

 

دستگاه معادلات شماره هشت در  خطای برازش: نمودار مقدار 12شکل 

 ی مورد بررسیهاتا هزار برای الگوریتمی یک هاتکرار

 کنیم.دستگاه معادلات زیر را با سه مجهول تعریف می :9مورد 

(25)  

{
 

 
3𝑥1 − 𝑐𝑜𝑠( 𝑥2𝑥3) = 0.5

𝑥1
2 − 81(𝑥2 + 0.1)

2 + 𝑠𝑖𝑛( 𝑥3) + 1.06 = 0

𝑒𝑥𝑝( − 𝑥1𝑥2) + 20𝑥3 +
10𝜋 − 3

3
= 0

 

-11که در آن  ≤ 𝑥𝑖 ≤ 11, 𝑖 = 1, . . . که  طورهماناست.  3,

شود، روش پیشنهادی توانسته مقدار مشاهده می 9جدول در 

عملکرد  نیکاهش دهد که بهتر -1.3𝐸31 را تا خطای برازش

 مقدار 13شکل  در چنینهماست. مقایسه شده  یهاتمیالگور نیب

دهد. در این های مختلف نمایش میدر تکرار خطای برازش

  شود.مشاهده می IAROشکل عملکرد خوب 

: نتایج بدست آمده از حل دستگاه معادلات شماره هفت7جدول   

Var IARO ARO GA WOA GWO BAT CS HWF 

𝑥1 -0.2905145 -0.2905145 -1.5157396 -0.2905142 -0.2905053 -0.2905185 -0.3986028 -0.2905145 

𝑥2 1.08421508 1.08421508 0.90445397 1.08421501 1.08418532 1.08421564 0.60390547 1.08421508 

𝑓 1.08468374E-31 2.01269279E-13 1.62245289E-02 5.33737175E-11 2.51623707E-08 4.89358393E-10 1.25337916E-16 - 

         

         

         

(24)  

{
 

 
3𝑥1 − 𝑐𝑜𝑠( 𝑥2𝑥3) = 0.5

𝑥1
2 − 625𝑥2

2 = 0.25

𝑒𝑥𝑝( − 𝑥1𝑥2) + 20𝑥3 +
10𝜋 − 3

3
= 0

 



 

 

 

دستگاه معادلات شماره نه در  خطای برازشمودار مقدار : ن13شکل 

 یمورد بررس یهاتمیالگور یتا هزار برا کی یهاتکرار

 کنیم.دستگاه معادلات زیر را با دو مجهول تعریف می :11مورد 

(26)   {
𝑒𝑥𝑝( 𝑥1) + 𝑥1𝑥2 = 1
𝑠𝑖𝑛( 𝑥1𝑥2) + 𝑥1 + 𝑥2 = 1

 

1که در آن  ≤ 𝑥𝑖 ≤ 15, 𝑖 = در که  طورهماناست.  1،2

شود، روش پیشنهادی توانسته مقدار مشاهده می 11جدول 

کاهش دهد که بهترین عملکرد بین  0را تا  خطای برازش

خطای  مقدار 14شکل  چنینهم. های مقایسه شده استالگوریتم

 دهد. در این شکلنمایش می را مختلف هایدر تکرار برازش

 شود.مشاهده می IAROعملکرد خوب 

دستگاه معادلات شماره ده در  خطای برازش: نمودار مقدار 14شکل 

 ی مورد بررسیهابرای الگوریتمی یک تا هزار هاتکرار

 کنیم.مجهول تعریف می پنجدستگاه معادلات زیر را با  :11مورد 

  

{
 
 
 

 
 
 
𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 + 𝑥5 = 0                       
𝑥1𝑥2 + 𝑥2𝑥3 + 𝑥3𝑥4 + 𝑥4𝑥5 + 𝑥1𝑥5 = 0 
𝑥1𝑥2𝑥3 + 𝑥2𝑥3𝑥4 + 𝑥3𝑥4𝑥5 +                    

𝑥1𝑥2𝑥5 + 𝑥1𝑥4𝑥5 = 0
𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 + 𝑥2𝑥3𝑥4𝑥5 + 𝑥1𝑥3𝑥4𝑥5 +       

𝑥1𝑥2𝑥4𝑥5 + 𝑥1𝑥2𝑥3𝑥5 = 0
𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4𝑥5 = 1                                             

 

(27) 

-01که در آن  ≤ 𝑥𝑖 ≤ 11, 𝑖 = 1, . . . که  طورهماناست.  5,

شود، روش پیشنهادی توانسته مقدار مشاهده می 11جدول  در

3.14𝐸را تا  خطای برازش -3 کاهش دهد که بهترین عملکرد   

 مقدار 15شکل در  چنینهمهای مقایسه شده است. بین الگوریتم

دهد. در این مختلف نمایش می هایدر تکرار خطای برازش

 شود.مشاهده می IAROعملکرد خوب  شکل

شماره هشت: نتایج بدست آمده از حل دستگاه معادلات 8جدول   

Var IARO ARO GA WOA GWO BAT CS FASA 

𝑥1 5.0000000E-01 5.0000000E-01 9.85042268 0.50135204 0.50035267 5.00015635E-01 9.85042268 0.5 
𝑥2 -4.764603E-11 5.50227246E-08 -0.2530489 -0.0046484 0.00226559 -1.2698182E-04 -0.2530489 8.92362277E-11 
𝑥3 -5.235987E-01 -5.2359877E-01 -3.0733969 -0.5237138 -0.5235437 -5.2360086E-01 -3.0733969 −5.2359877E-01 
𝑓 0 8.84258914E-13 1.77906881E+01 1.64409823E-05 1.58683457E-05 6.58924939E-08 9.36374189E-22 - 

 : نتایج بدست آمده از حل دستگاه معادلات شماره نه9جدول 

Var IARO ARO GA WOA GWO BAT CS ES 

𝑥1 0.500000000 0.50000000 3.73369126 0.49816585 0.50041828 0.49990648 3.73369126 0.5 
𝑥2 -2.96496770-18 -4.84619886E-19 -0.5518468 -0.19962032 2.42088955E-04 2.11536263E-05 -0.5518468 0 
𝑥3 -0.52359877 -0.52359877 0.7353487 -0.52882293 -0.5235929 -0.52359957 0.7353487 0.5 
𝑓 1.74104067E-30 2.31153460E-19 5.37458130 5.14223682E-07 3.60626296E-05 1.66056884 7.87086757E-16 0 



 

 

 
دستگاه معادلات شماره ده در  خطای برازشنمودار مقدار : 15شکل 

 یمورد بررس یهاتمیالگور یتا هزار برا کی یهاتکرار

های های مهم برای ارزیابی عملکرد الگوریتمیکی از شاخص 

ها برای مسئله خاص، زمان اجرای آن الگوریتممتفاوت برای یک 

به همین منظور، زمان اجرای هر یک از  حل مسئله مربوطه است.

مده ا  جدولها برای هر کدام از دستگاه معادلات در الگوریتم

ها، مجموع زمان اجرا برای بندی کلی الگوریتماست. برای رتبه

محاسبه شده است. بهبود مورد نظر به   جدولمورد در  11همه 

صورت کلی باعث افزایش جزئی در زمان اجرا برای الگوریتم 

پیشنهادی شده است. ولی باتوجه به کارایی بالایی روش 

پیشنهادی می توان این اختلاف جزئی را نادیده گرفت. به 

رت کلی زمان اجرا برای همه موراد مقایسه شده نزدیک به صو

هم است که ناشی از یکسان بودن پیچیدگی زمانی هر هفت 

پیچیدگی زمانی برای همه هفت  .استالگوریتم مورد مقایسه 

× 𝑂(𝑁الگوریتم برابر است با  𝐼 × 𝐸) های است که مؤلفه

 آن به صورت زیر است.

 Nبتکاری: تعداد جمعیت الگوریتم فراا 

 Iتعداد دورهای الگوریتم فراابتکاری : 

 E کاندید جواب: پیچیدگی زمانی ارزیابی یک 

با در طول اجرای الگوریتم ثابت است. اندازه جدول حافظه 

مصرف  زانیم ،توجه به مشخص بودن اندازه جدول حافظه

با  یدوبعد ایهیحافظه قابل محاسبه است. جدول حافظه آرا

 یجستجو تیکه برابر تعداد جمع است کسانیطول و عرض 

اعداد  رهیبه ذخ ازین کهایناست. با توجه به  یشنهادیروش پ

 )Int( 1صحیح از نوع را یدوبعد هیآرا نیاست، بنابرا حیصح

 تیب  32جدول حافظه برابر  هیم. پس هر درایکن یم فیتعر

 𝑛را  یشنهادیپ تمیالگور تی( است. اگر اندازه جمعInt)اندازه 

  32𝑛2 مصرف حافظه برابر زانیگاه مآن ،میریگبدر نظر 

در پژوهش حاضر، تعداد  صورت گرفته  یهاشی.در آزماشودیم

 ظهاندازه حاف نیدر نظر گرفته شده است. بنابرا  111 تیجمع

 شیتوجه به افزا . باشودیم تیبا لویک 41برابر  یمصرف

 زیمصرف حافظه ناچ زانیم وترهایکامپ حافظه زانیروزافزون م

 توان از آن صرف نظر کرد. یبوده و م

 گيرینتيشه .5

بسا اسستفاده از جسدول  AROمقاله الگوریتم فراابتکساری در این 

از الگسسوریتم بهبسسود داده شسسده  ،حافظسسه بهبسسود داده شسسد. سسسپس

(IARO با خود الگوریتم )ARO  و چند الگسوریتم فراابتکساری

دیگر برای حسل ده دسستگاه معسادلات غیرخطسی مختلسف مسورد 

                                                           
1- Integer 

:نتایج بدست آمده از حل دستگاه معادلات شماره ده11جدول   

Var IARO ARO GA WOA GWO BAT CS ES 

𝑥1 0 5.35765597E-17 0.6674262 0 0 -2.05184701E-06 0.6674262 0 
𝑥2 1 1 2.21797683 1 1.00000015 1.00000225 2.21797683 1 
𝑓 0 3.85505020E-14 6.62086572E-03 1.26523968E-09 8.81769651E-11 3.82373756E-02 0 0 

: نتایج بدست آمده از حل دستگاه معادلات شماره یازده11جدول   

CS BAT GWO WOA GA ARO IARO VAR 

-2.00327256 -2.6180458 -0.24901475 -2.65062843 -2.00327256 -2.61803399 -2.61803399 𝑥1 
0.77941159 0.99993027 -0.20915116 -0.37685439 0.77941159 -0.38196601 -0.38196601 𝑥2 
0.17555257 1.00014719 -0.07804303 1.02038926 0.17555257 1 1 𝑥3 
0.05794047 0.99999066 0.59722808 0.99779137 0.05794047 1 1 𝑥4 
4.61015403 -0.38201569 -0.06127774 0.98217831 4.61015403 1 1 𝑥5 
2.72744533 0.40000029 0.39998952 0.60105296 0.89831497 0.19999999 3.14311766E-32 𝑓 



 

 

 ،یافتسهمحک قسرار گرفست. نتسایج نشسان داد کسه الگسوریتم بهبود

خطسی را بسدون خوبی توانایی حل عددی دستگاه معادلات غیرهب

داشتن هیچ گونه حدس اولیه داراست. با توجه به این نکتسه کسه 

، له ممکسن اسست چنسدین جسواب داشسته باشسدیک دستگاه معاد

قرار داده شد. با در نظرگرفتن  خطای برازشملاک مقایسه مقدار 

معسادلات مسورد  ای دسستگاهاین نکته روش پیشنهاد شده در همه

میانگین بهتسرین  به صورتها ه در مقایسه با سایر الگوریتمعمطال

آورده ( را بدسست خطای بسرازشجواب )میانگین کمترین مقدار 

 است. 

توان عملکسرد الگسوریتم بهبسود یافتسه های بعدی میبرای مطالعه

در  دیگسسر عسسددی مسسسائلمطسسرح شسسده در ایسسن مقالسسه را روی 

 بررسی کرد. ریاضیات

 سپاسگزاری

 نظسارت و مشساوره با کهجناب آقای دکتر سید علی میرجلیلی  از

 .میدار ویژه تشکر نمودند، یاری ما پژوهش بر
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