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 يعدد يهااست. روش يمسائل در محاسبات عدد نیتراز سخت یکی یرخطیحل دستگاه معادلات غ
 یرخطیحل دستگاه معادلات غ يخوب برا هیبه حدس اول ازین و انواع آن وتنین يهامانند روش یسنت

ها داشـته باشـد. در روش نیا ییسوء در عملکرد و همگرا ریثات تواندینامناسب م هیدارند. حدس اول
 نیـخواهد بود. با هدف غلبه بـر ا نهیپرهز یدشوار و از نظر زمان هیحدس اول نیبه ا یابیعمل، دست
دسـتگاه  يحل عـدد ي) براIARO( افتهیبهبود يفراابتکار تمیاز الگور يریگمقاله بهره نیمشکل، در ا
 کیبه حل  توانیرا م یرخطیجا که حل دستگاه معادلات غشده است. از آن شنهادیپ یرخطیمعادلات غ

کردن جواب آن خواهد داشت.  دایدر پ یخوب ییتوانا يفراابتکار تمیداد، الگور لیتقل يسازنهیله بهامس
توانـد مسـائل یو م الگو گرفته است هیها در هنگام تغذاز رفتار خرگوش ARO يفراابتکار تمیالگور

به کمک جدول  ARO تمیشده، الگور شنهادیرا در زمان مناسب حل کند. در روش پ دهیچیپ يسازنهیبه
سـنجش  يداشته باشد. بـرا یرخطیحل دستگاه معادلات غ يبرا یتا عملکرد مناسب افتهی حافظه بهبود

توسط آن محاسبه شده که  دهیچیپ یرخطیدستگاه معادلات غ نیشده، جواب چند شنهادیعملکرد روش پ
  .دهدیم شیرا نما يشنهادیآن عملکرد خوب روش پ جینتا
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  . مقدمه1
مسائل در  نیتراز مهم یکی یرخطیمعادلات غ يهاحل دستگاه

 یمهندس ياز کاربردها یمتنوع فیط در ژهیو به يعدد محاسبات
بـه حـل دسـتگاه  توانیم را ياز مسائل کاربرد ياریاست. بس

مسائل در  نیتریاز اساس یکی داد که لیتقل یرخطیمعادلات غ
 ،]1[ دارد کاربردیعلم يهانهیمز از ياریاست و در بس اتیاضیر

                                                             
 پژوهشیاله: ع مقنو  

  نویسنده مسئول *
  )پوريحمد( hamdipour.ali@std.du.ac.irالکترونیک:  )هاي(پست

basiri@du.ac.ir )يریبص(  
mostafazaare@du.ac.ir )يزیزارع خورم( 

معادلات  دستگاه يحل کارا يبرا يادیز يهاتلاش نیبنابرا .]2[
و  هاهیـانجام شـده اسـت و نظر یتوسط افراد مختلف یرخطیغ

معـادلات  يهاحـل دسـتگاه يبرا يادیمناسب ز يهاتمیالگور
در حل  یحال هنوز مسائل نیبا ا .]3[ اندشده شنهادیپ یرخطیغ

اکثــر  يدارد کـه بـرا وجـود یرخطـیمعـادلات غ يهاتگاهدسـ
 و عملکرد ییهمگرا وتن،یمانند روش ن یسنت يعدد يهاروش

. باشـدس حسـا اریحل بسـراه هیبه حدس اول تواندیم مناسب
حل اکثر معـادلات  يمعقول برا هیانتخاب حدس اول ،همچنین

 امناسـبن جواب هیدشوار است. اگر حدس اول اریبس یرخطیغ
ه را بـ ینامناسـب جینتا ایخورد  شکست خواهد تمیباشد، الگور



 185   افتهیبهبود ARO يفراابتکار تمیبا الگور یرخطیدستگاه معادلات غ يحل عدد/ يزیزارع خورم .م ،يریبص .ع پور،يحمد .ع 

 

  .]4[ دست خواهد آورد
و  یسـنت يعـدد يهـامختلف از روش يهابیترک از ياریبس

 یرخطیمعادلات غ يهاحل دستگاه يهوشمند برا يهاتمیالگور
 هیـانتخـاب حـدس اول مشکلبر  تواندیم که شوندیاستفاده م

 يادیـکه تعـداد ز ی، اما زمان]5[ کند غلبه جواب براي مناسب
دارد،  وجـودحـل  يبـرا یرخطـیدستگاه معادلات غ معادله در

بـر زمـان ایـ دهیـچیپ اریمحاسبه بس يموجود برا يهاتمیالگور
 افتـه،یهوشمند بهبود  يهاتمیاز الگور ياریبس همچنین هستند.

حـل  ي، بـرا2کیـژنت تمیو الگور 1ازدحام ذرات تمیمانند الگور
بـر  آنهااند. اگرچه شده شنهادیپ یرخطیدلات غمعا يهادستگاه
اما  کنند،یغلبه م براي جوابمعقول  هیانتخاب حدس اول مشکل

هستند، که ممکن  یدر منطقه محل دهیچیپ يجستجو ییتوانا فاقد
  .]6[ شود ییاست منجر به رکود همگرا

 يبرا يمتعدد يسازنهیبه يکردهایطول چند دهه گذشته، رو در
حـال، در  نیشده است. با ا یطراح يسازنهیمسائل به مقابله با

به  یواقع يایدر دن يسازنهیمسائل به یدگیچیپ ر،یاخ يهاسال
 ينـدهایفرآ و یبا توسـعه جامعـه انسـان ياطور قابل ملاحظه

 يبرا ندهیآفز ی، که چالشافزایش پیدا کرده استصنعت مدرن 
از  يریگباعث لزوم بهره و کندیم جادیا يسازنهیبه يهاکیتکن

  . شودیم هادستگاه نیحل ا يبرا دیجد يهاروش
بـه  تـوانیموجـود را مـ يسـازنهیبه يهاکیتکن ،یطور کل به

 يهـاتمیکـرد. الگور يبنددسـته يفراابتکار و یقطع يهاروش
و  يتکرار ،یقطع صورت به و هستند یخاص یاضیر توابع یقطع

 ن،یمع مساله کی. در کنندیکار م یتصادف تیگونه ماهچیبدون ه
 يورود کی يرا برا یکسانی یخروج شهیهم یروش قطع کی

دو  وتنین يهاو روش 3یکاهش انیگراد .آوردیخاص به دست م
 نیهستند. اگرچه چن یقطع يهاتمیالگور از کیدو نمونه کلاس

را در حـل  4جهـانی نهیبه موثربه طور  توانندیم ییهاتمیالگور
 ممکن است به اطلاعـات اما کنند، دایپ یرخطیمسائل غ یبرخ

 يهاممکن است در جواب یا داشته باشند و ازیمشتق از مسائل ن

                                                             
1 Particle swarm optimization 
2 Genetic algorithm 
3 Descent Gradient 
4 Global optimum 

ها هنگام برخورد با روش نیا ن،ی. بنابرافتندیبه دام ب یمحل نهیبه
  .]7[ متعدد، ناتوان هستند يهاکیبا پ دهیچیپ و ودیق يدارا مسائل

اند تـا ظهور کرده يفراابتکار يهاتوجه به موارد فوق، روش با
 نیچنـ شـوند. یقطعـ يهـاروش يبـرا خـوبی يهانیگزیجا

و  کاوش يطور مکرر برا مختلف به ياز عملگرها ییهاروش
 ای يسازتابع حداقل کیجستجو براساس  ياز فضا يبرداربهره

 نیب توانندیم هاتمیگورال نیا .]8[ کنندیه ماستفاد يسازحداکثر
. در دو دهـه ]9[ برقـرار کننـد تعـادل 6و اکتشاف 5يبرداربهره

قـرار  یشـدت مـورد بررسـ بـه يفراابتکار يهاگذشته، روش
مختلف اقتصـاد و تجـارت،  يهانهیزم در توانندیاند و مگرفته

 یو طراح نهیکنترل به ر،یپردازش تصو ،يزیربرنامه ،يانرژ ،یمال
  . ]10[ رندیمورد استفاده قرار گ و غیره یمهندس
بودن و در نظـر گـرفتن  یتصادف لیدل به يفراابتکار يهاروش

 یتصـادف تیـمحبوب هسـتند. ماه اریبس اهیجعبه س مسائل در
 طینسبت به شرارا  مساله تیحساس ي،فراابتکار يهابودن روش

 تی. ماهکندیکمتر م يبرداراکتشاف و بهره نیب ییو جابجا هیاول
کـه بـدون دانـش  دهـدیامکان را م نیبودن، به ما ا اهیجعبه س
 یو خروج يورود يرو ،يفراابتکار تمیلگورداخل ا يساختار

را قـادر  يفراابتکـار يهـاروش هـایستگیشا نیا .میتمرکز کن
 ینیمسائل مع يرا برا یجهان نهیبه جواب موثر طور به تا سازدیم

اطلاعـات مـرتبط  ایـفقدان مشتق  لیبه دل یقطع يهاکه روش
بنـدي طبقه) 1شـکل (در  .ابنـدیب ننـد،حـل ک توانندینم گرید

آورده  آنهـافراابتکاري براساس ساختار عملکـرد  هايالگوریتم
  .]19[ شده است

 عتیگرفته از طبالهام يهاتمیالگور ،يفراابتکار يهاروش انیم در
اند به دست آورده ریاخ يهاسال شتاب را در توسعه در نیشتریب
 يایـمختلـف بـا مزا یمسائل مهندس يبرا ياندهیآبه طور فز و
 عتیالهام گرفته از طب يهاتمیالگور .]20[ شوندیم استفاده يادیز
 دیموجودات زنده را تقل یکیولوژیب يهاتیفعال طور معمول به
 يسازنهیبه يبرا یو روش یاضیر يهارا به مدل آنها و کنندیم

از موجـودات زنـده مختلـف در  يادیـتعداد ز .کنندیم لیتبد

                                                             
5 Exploration 
6 Exploitation 
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توسـعه  يبـرا شـهیهم آنهـااز  یدارند که برخـ وجود عتیطب
 تمیالگـور .دهنـدیالهـام مـ موثر به ما يسازنهیبه يهاتمیالگور

اسـت و از  ولیـها 1یاملتک يهاتمیاز الگور یکی)، GA( کیژنت
 یعـیباشد کـه از انتخـاب طبمی یکیولوژیب يهاتمیدسته الگور

. نسـخه ]21[ ردیگبهره می يسازنهیبه دهیچیمسائل پ حل يبرا
و 3بی، ترک2: انتخابکندمی دیتقل یاز سه رفتار تکامل GA یاصل

 کندیاز افراد عمل م یتیجمع سبر اسا الگوریتم ژنتیک. 4جهش
 تی. جمعدهدیم را نشان دیکاند جواب کیاز آنها  کیکه هر 

فـرد  نیو بهتر ابد،ییگر در طول زمان تکامل مسه عمل نیبا ا
متعدد به کار گرفته  يپس از تکرارها دیجد تیجمع دیتول يبرا
 آنها 5برازشتابع  ریافراد متناسب با مقاد کهاین . با توجهشودیم

. شودیهمگرا م یجهان نهیبه به الگوریتم ژنتیکشوند انتخاب می
GA است و  تريموارد قو یدر برخ یقطع يهانسبت به روش

 نیدر مورد مسائل مورد نظر ندارد. ا یبه اطلاعات اضاف يازین
 دهیچیحل مسائل پ يرا برا یخوب يسازنهیبه تیظرف تمیالگور

کـم  تمیالگور نیا ییحال، سرعت همگرا نیبا ا دهد،ینشان م
بـه انتخـاب نـرخ  شـتریآن ب مناسـبعملکرد  ،همچنیناست. 

 یبسـتگ تیجهش، انتخاب توابع برازش و اندازه جمع، بیترک
  .]22[ دارد

  يفراابتکار يهاتمیالگور

  یتکامل يهاتمیالگور
 یلیفرانسید تمیالگور ک،یژنت هاتمیالگوراز جمله: 

  ]12[ی تکامل ي]، استراتژ11[ی تکامل

 هیبر پا يهاتمیالگور
  تیجمع

 یکلون تمیازدحام ذرات، الگور تمیالگوراز جمله: 
  ]13[ زنبور یکلون تمیها، الگورمورچه

 هیبر پا يهاتمیالگور
  کیزیف

 تمی]، الگور14[ی گرانش يجستجو تمیالگوراز جمله: 
  ]15[ شارژ شده ستمیس يجستجو

 هیبر پا يهاتمیالگور
  ستیز

 ،]17[ فاخته تمی]، الگور16[ کرم شب تاباز جمله: 
  ]18[ي باکتر هیتغذ يسازنهیبه تمیالگور

  فراابتکاري هايالگوریتم بنديطبقه :)1( شکل
                                                             
1 Evolutionary algorithms 
2 Selection 
3 Crossover 
4 Mutation 
5 Fitness function 

 نیتراز محبــوب یکــی زیــ) نPSOازدحــام ذرات ( يسـازنهیبه
 یاجتمـاع ياست کـه رفتارهـا طبیعت گرفته ازالهام يهاروش
از  یتـیبا جمع ندیفرآ نیا. ]23[ کندیم دیپرندگان را تقل دسته

 يبرا یراه حل آنها يهاتیموقع که شودیشروع م یافراد تصادف
، ایـن الگـوریتم هر تکرار رد .شودیدر نظر گرفته م مساله کی

 یجهان تیموقع نیبراساس بهتر یتصادف طور به ذره هر تیموقع
 يبرا تیموقع نیهر ذره و بهتر تیموقع سپسو  به دست آمده

 تیـفیک يریگاندازه ي. تابع برازش براشودیم خود ذره به روز
دارد،  یخوب ییهمگرا نرخ PSO اگرچه .شودیم استفاده ذره کی

مسائل با ابعاد بالا به دام  یبرخ يبرا یمحل نهیدر به یبه راحت اما
خود حساس  یکنترل يبه پارامترها به نسبت همچنین و افتدیم

  .]25[، ]24[ است
 يهاتمیاز الگور گرید یکی، ACO(6( هامورچه یکلون يسازنهیبه

 یاست کـه رفتـار اجتمـاع طبیعتمحبوب الهام گرفته شده از 
که  یهنگام. ]26[ کندیغذا مدل م يها را هنگام جستجومورچه

 کننــد،یجســتجو را کــاوش مــ يها فضــااز مورچــه یتــیجمع
اهـداف  سمتبه  گریکدی تیهدا يرا برا ٧یفرومون يرهایمس

لانه  نیب ریمس نیترکوتاه ي. هدف هر مورچه جستجوگذارندیم
 يافرومون اسـت. اگـر مورچـه يرهایمس قیطرو منبع غذا از 

را دنبـال  ریمسـ نیـاها مورچـه هیـکند، بق دایپ يترکوتاه ریمس
ها را بـه دنبـال که بازخورد مثبت همه مورچه یتا زمان کنندیم

حل مسائل  يبرا تیبا موفق ACOکند.  تیهدا ریمس کیکردن 
 ادهاسـتف یکینـامید يکاربردهـا ریو سـا هینقل لهیوس یابیریمس

آن دشـوار اسـت و زمـان  ينظـر لیو تحل هیاما تجز شود،یم
 .]27[ آن هنگام حل مسائل نامشخص است ییهمگرا

الهام گرفته اند در  تیعیکه از طب يگریمختلف د يهاتمیالگور
 8خفاش تمیبه الگور توانیشده اند که م یمعرف ریاخ يهاسال

)BA( ]28[9ازدحام کرم درخشنده يسازنهی، به )BOA( ]29[، 
 11پروانه يسازنهی، به]GWO( ]30( 10يساز گرگ خاکسترنهیبه

                                                             
6 Ant colony optimization 
7 Pheromone routes 
8 Bat algorithm 
9 Glowworm swarm optimization 
10 Gray wolf optimization 
11 Butterfly optimization algorithm 
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)BOA( ]31[  2١-نفرونو )2-NOA( ]32[ .اشاره کرد  
 هیها هنگام تغذکه از رفتار خرگوش يفراابتکار تمیالگور از یکی

 ARO تمیالگور کند،یم دیتقل

 توانـدیمـ تمیالگـور نیـااست  ٢
 .]33[ وردآدست  هب مناسب زمان در را يسازنهیبه مسائل جواب

 يهاحـل دسـتگاه يبـرا ARO یتکـامل تمیمقاله الگور نیا در
و نشان داده شـده کـه  تبهبود داده شده اس یرخطیمعادلات غ

را با دقت قابل قبول  یرخطیجواب دستگاه معادلات غ تواندیم
 هیبه حدس اول یبر وابستگ تواندیروش م نیا همچنینکند.  دایپ

  را بهبود بخشد.  یمحاسبات ییراه حل غلبه کند و کارا یمنطق
خلاصـه  به صـورت 2است: در بخش  ریز مقاله به شرح ادامه

مقاله  یاصل دهیا 3در بخش  .شودیشرح داده م ARO تمیالگور
صورت گرفته  هايشیو آزما جینتا 4 بخش در است. شده آورده

 يریگجهینت زین 5 مقاله آورده شده است. در بخش براي مقایسه
  .مقاله آورده شده است

 ARO تمیالگور. 2

 ایـفـرار  ه،یتغذ يبرا یخاص يرفتارها عتیطب ها درخرگوش
 اسـت یتمیالگور AROدارند.  انیشکارچدست  پنهان شدن از

شـده اسـت.  یهـا طراحـخرگوش يرفتارها نیاساس ا که بر
محـل لانـه خـود، از  صیاز تشـخ يریجلوگ يها براخرگوش

 هیذرفتار که تغ نی. اکنندینم هیلانه خود تغذ کینزد يهاعلف
 ARO تمیمرحله اکتشاف الگـور يبرا شود،یم دهینام ٣یانحراف

را در کنـار  ییهـاهـا حفرهخرگوش ،همچنین. شودیاستفاده م
، بـه آنهـابـه  انیبا حمله شکارچ تا کنندیخود حفر م يهالانه

که  ياستراتژ نیپنهان شوند. ا آنها از یکیدر  یتصادفصورت 
 يبرا يبرداربهره در مرحله شود،یم دهینام 4یپنهان شدن تصادف

مورد  يانرژ کهاین. با توجه به شودیاستفاده م ARO تمیالگور
ها محدود است، در خرگوش انیفرار از دست شکارچ يبرا ازین

تعـادل  یشدن تصادف یو مخف یانحراف هیتغذ نیب دیبا نیبنابرا
 دیفرار با يهر چه از لانه خود دورتر باشند، برا رایکنند ز جادیا

                                                             
1 Nephron Algorithm Optimization 2 
2 Artificial rabbits optimization 
3 Detour foraging 
4 Random hiding 

پنهـان  انیکنند تا هنگام حمله شـکارچ یرا ط يشتریمسافت ب
مراحل اکتشاف  نیتعادل ب جادیا يالگو برا نیاز ا AROشوند. 
 .کندیاستفاده م يبردارو بهره

 هاسازي ریاضی رفتار خرگوشمدل. 2.1

 ݀ يهـا) را در فضـاعوامل جستجو (خرگوش ARO تمیالگور
ها را با از عامل کیهر  تیو سپس موقع ردیگیدر نظر م يبعد

 ياز رفتارهـا یکی. کندیذکر شده به روز م يرفتارها توجه به
 نیا یاضیر يسازهیشب ياست. برا یانحراف هیتغذ، هاخرگوش

   .شودیاستفاده م )6(تا  )1( رفتار از معادلات

)1(  
ݐ)௜ݒ⃗ + 1) = (ݐ)௝ݔ⃗ + ܴ. ቀ⃗ݔ௜(ݐ)− ቁ(ݐ)௝ݔ⃗

+ .൯(ଵݎ0.05)൫0.05݀݊ݑ݋ݎ ݊ଵ 

݅, ݆ = 1, . . . ,݊   and    ݆ ≠ ݅ 

)2(  ܴ = ܮ ⋅ ܿ 

ܮ  )3( = (݁ − ݁(௧ାଵ் )మ) ⋅ )݊݅ݏ  (ଶݎߨ2

)4(  ܿ(݇) = ቄ1      ݂݅     ݇ = ݃(݈)
݁ݏ݈݁      0  

݇ = 1, … , ݀   ܽ݊݀   ݈ = 1, … , ,ଷݎ⌉ ݀⌉ 

)5(  ݃ =  (݀)݉ݎ݁݌݀݊ܽݎ

)6(  ݊ଵ ∼ ܰ(0,1) 

పሬሬሬ⃗ݒ که در آن ݐ) +  یرسـانروزبـه يموقـت بـرا ریـمتغ کیـ (1
 جستجو است. يهر عامل جستجو (خرگوش) در فضا تیموقع
పሬሬሬ⃗ݔ ــه ܶو  ݊، (ݐ) ــترت ب ــموقع بی ــ-݅ تی ــل جســتجو نیام  عام

حـداکثر  هـا وشخرگو تی، اندازه جمعݐن (خرگوش) در زما
در  یاعـداد تصـادف ଷ݊و  ଵ ،݊ଶ݊ همچنین تعداد تکرار هستند.

نرمال استاندارد اسـت. تـابع  عیتوز ଵ݊. دهستن (0,1)محدوده 
 ݇و  0 نیبـ حیاعداد صح یتصادف گشتی، جا(݇)݉ݎ݁݌݀݊ܽݎ

 .کندیرا فراهم م یانحراف هیتغذ )1( رابطه. دهدیرا م

کـه طـول  ݈ همچنیندارد.  میرابطه مستق ݈با  ܴ، )2( رابطهدر  
 جیدارد و به تدر يادیابتدا مقدار ز در ،خرگوش است يهاگام
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 تمیکه الگور شودیباعث م یانحراف هی. رفتار تغذابدییکاهش م
ARO همگرا  یجهان جوابنکند و به  ریگ یمحل نهینقاط به در
 شود.

از  گـرید یکـیبخش ذکـر شـد،  نیا يکه در ابتدا طورهمان 
ها است. خرگوش یتصادف شدن پنهان ها،خرگوش يهاياستراتژ
اطراف لانه خود حفر  در که ییهالانه در انیشکارچ حمله هنگام

 تمیالگـور رفتـار، نیا سازيشبیه ي. براشوندیپنهان م کنندیم
ARO  کندیفرض م وجستج يحفره در هر بعد فضا ݀تعداد. 

  .شودیاستفاده م )10) تا (7( ابطوها از رحفره نیا دیتول يبرا

)7(  ሬܾ⃗ ௜,௝(ݐ) = (ݐ)௜ݔ⃗ .݃.ܪ+  (ݐ)௜ݔ⃗
݅ = 1, . . . ,݊      ܽ݊݀       ݆ = 1, . . . ,݀ 

ܪ  )8( =
ܶ − ݐ + 1

ܶ ⋅  ସݎ

)9(  ݊ଶ ∼ ܰ(0,1) 

)10(  ݃(݇) = ቄ1       ݂݅   ݇ = ݆
݁ݏ݈݁       0  

݇ = 1, … , ݀     and   ݈ = 1, … , ଷݎ⌉ ,݀⌉ 
ప,ఫሬሬሬሬሬܾ⃗ آن در که  خرگوش است. نیام-݅ يبرا حفره نیام-݆ برابر (ݐ)
 عیـو توز (0,1)در محـدوده  یاعداد تصادف بیبه ترت ଶ݊و  ସݎ

 یپنهان شـدن تصـادف سازيشبیه ينرمال استاندارد هستند. برا
اسـتفاده  )11(شـده از رابطـه  دیـتول يهاحفره ها درخرگوش

  .شودیم

ݐ)௜ݒ⃗  )11( + 1) = (ݐ)௜ݔ⃗ + ܴ ⋅ ቀݎହ ⋅ ሬܾ⃗ ௜,௝(ݐ)−  ቁ(ݐ)௜ݔ⃗
݅ = 1, . . . ,݊ 

است. پـس از  (0,1)در محدوده  یتصادف يعدد ହݎکه در آن 
شـدن  یمخفـ ای یانحراف هیتغذ يهاياز استراتژ یکیانتخاب 

محاسبه  يبرا ری، از رابطه ز௜ݒ و محاسبه مقدار مربوطه یتصادف
  .شودیهر خرگوش استفاده م يبعد تیموقع

ݐ)௜ݔ⃗ + 1) = ൜⃗ݔ௜
((ݐ)௜ݔ⃗)݂             (ݐ) ≤ ݐ)௜ݒ⃗)݂ + 1))

ݐ)௜ݒ⃗ + ((ݐ)௜ݔ⃗)݂      (1 > ݐ)௜ݒ⃗)݂ + 1)) 
)12(  

ݐ)௜ݔ این رابطه در که + خرگـوش را در  امـین-݅موقعیـت  (1
ݐزمــان  + انــرژي  کــاهش AROدهــد. الگــوریتم می نشــان 1

اکتشاف ها را در حین دویدن مدل کرده تا بین فازهاي خرگوش
براي انجام آن در تکرارهاي اولیه باید  برداري جابجا شود.و بهره

تغذیه انحرافی بیشتري انجام شود و به تدریج تغدیـه انحرافـی 
یابد. در هر تکرار کاهش یافته و پنهان شدن تصادفی افزایش می

ARO  براي انتخاب استراتژي مورد نظر، از معادله زیر اسـتفاده
 .شودمی

است. شبه کد  (0,1)در محدوده  یعدد تصادف کی ݎآن که در  
بـراي بررسـی آورده شده است. ) 2شکل (در  ARO تمیالگور
در بخش  .بهره ببرید ]33[مرجع  ازتوانید می الگوریتم این بیشتر

حل دسـتگاه معـادلات  يبرا و افتهیبهبود  تمیالگور نیا يبعد
  مورد استفاده قرار گرفته است. یرخطیغ

  روش پیشنهادي .3
معادلات  حل دستگاه يبرا ARO تمیبخش بهبود الگور نیدر ا

جدول  تمیالگور نیبهبود ا يشرح داده شده است. برا یرخطیغ
جـدول  نیـاضافه شده است. هـدف ا تمیالگور نیبه ا 1حافظه

 تمیاست. در الگـور )1(در رابطه  ݆ 2سیانتخاب هوشمندانه اند
ARO بـار  و هـر شودیانتخاب م یصورت تصادفه ب ݆ سیاند

 تیموقع یتصادف يعامل جستجو کیعامل جستجو با توجه به 
با توجه با  ݆ سیاند يشنهادی. در روش پکندیخود را به روز م

 AROکه منجر به بهبود عملکرد  شودیجدول حافظه انتخاب م
 .شودیم

݊این جدول یک ماتریس دو بعدي با ابعاد  × است که در آن  ݊
 تعداد عامل جستجو (جمعیت) الگوریتم فراابتکـاري اسـت. ݊

در شروع الگوریتم، جدول به این صورت است که  این کار نحوه
بـراي بروزسـانی گیـرد. صر جدول برابر صفر قرار میتمام عنا

در هــر تکــرار  )1(در رابطــه ام -݅موقیــت عامــل جســتجوي 

                                                             
1 Memory table (MT) 
2 Index 

(ݐ)ܣ  )13( = 4(1 −
ݐ
ܶ) ݈݊

1
 ݎ
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در این د. آیه دست میاز روش پیشنهادي ب ݆الگوریتم، اندیس 
 ݅ فیرد برابر با شماره ستون بیشترین مقدار در ݆روش اندیس 

مقدار در یـک ردیـف وجـود  اگر چند مورد بیشترینباشد. می
شود که مقدار تابع برازش عاملی انتخاب می آنهابین داشت، از 

توجه به ام با -݅، عنصر ݆پس از تعیین شدن اندیس  دارد. کمتري
  .کندبروز می )1(آن موقعیت خود را در رابطه 

عناصـر جـدول حافظـه ، در ݆مشخص شـدن انـدیس پس از 
در جدول حافظه گیرد. ی به شکل زیر صورت مییهابروزرسانی

بـا صـفر ام برابـر -݆ام و سـتون -݅عنصر واقع در سطر مقدار 
حـد یک وا) ام-݅( شود و به دیگر عناصر در ردیف مربوطهمی

تابع برازش جدید محاسـبه اگر مقدار  همچنین .شودافزوده می

در باشد،  )(ݔ)ܨ( کمتر از مقدار فعلی تابع برازش )(ݒ)ܨ( شده
ی بیشتر از بیشترین مقدار ام مقدار هر عنصر برابر با یک-݅ستون 

هاي ز این بروزرسـانیبعد ا همچنینشود. خودش میدر سطر 
شود که مقدار قطر اصلی این جـدول کنترل میجدول حافظه، 

باشد زیرا هیچ عاملی نسبت به خودش موقعیتش را  ∞−برابر با 
  کند.بروز نمی

در ادامه براي شرح بیشتر، یک مثال براي جدول حافظه با چهار 
آورده شده ) 3شکل ((جمعیت برابر با چهار) در  عامل جستجو

شکل است (حافظه صفر  عناصر جدول تمام مقدار ابتدا در است.
݅ف). در این مرحله ال-)3( =  ݆بنابراین مقادیر اندیس  .است 1

  است. {2,3,4}یکی از مقدارهاي 
  

A random set of rabbits denoted as ௜ܺ is generated (population generation). 

The ௜ܺ are evaluated 

Fitness (ݐ݅ܨ), and ܺ௕௘௦௧ are the optimal solution achieve thus far. 

while the stop condition isn’t satisfied do 

 for each ௜ܺ in population do 

  The factor ܣ is calculated using Eq. (13). 

  If 1 < ܣ then 

 .rabbit randomly is chosen from population ܣ   

   The ܴ is calculated using Eq. (2). 

   Detour forging is performed using Eq. (1). 

   The fitness (ݐ݅ܨ௜) are calculated 

   The position of the current ௜ܺ is updated using Eq. (12). 

  else 

   ݀ burrows are generated using Eq. (7). 

   One of burrows randomly is picked as hiding 

   Random hiding is performed using Eq. (11). 

   The fitness (ݐ݅ܨ௜) are calculated 

   The position of the ௜ܺ is updated using Eq. (12). 

  end if 

 The current optimal solution found thus far (ܺ௕௘௦௧) is updated 

 end for 

end while 

Return ܺ௕௘௦௧ 
  

  ARO الگوریتم کد شبه :)2( شکل
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 ସݔ ଷݔ ଶݔ ଵݔ 
    8.1 (ݒ)ܨ

 

 ସݔ ଷݔ ଶݔ ଵݔ 
   4.3 8.1 (ݒ)ܨ

 

 ସݔ ଷݔ ଶݔ ଵݔ 
 2 6 6.1 3.5 (ݔ)ܨ

 

 ସݔ ଷݔ ଶݔ ଵݔ 
 2 6 6.1 3.5 (ݔ)ܨ

 

MT ݔ௝ 

 ௜ݔ

−∞ 0 0 0 
0 −∞ 0 0 
0 0 −∞ 0 
0 0 0 −∞ 

 

MT ݔ௝ 

 ௜ݔ

−∞ 1 1 0 
0 −∞ 0 0 
0 0 −∞ 0 
0 0 0 −∞ 

 (ب) (الف)

 

 ସݔ ଷݔ ଶݔ ଵݔ 
  8.9 4.3 8.1 (ݒ)ܨ

 

 ସݔ ଷݔ ଶݔ ଵݔ 
 1.5 8.9 4.3 8.1 (ݒ)ܨ

 

 ସݔ ଷݔ ଶݔ ଵݔ 
 2 6 4.3 3.5 (ݔ)ܨ

 

 ସݔ ଷݔ ଶݔ ଵݔ 
 2 6 4.3 3.5 (ݔ)ܨ

 

MT ݔ௝ 

 ௜ݔ

−∞ 2 1 0 
1 −∞ 1 0 
0 1 −∞ 0 
0 1 0 −∞ 

 

MT ݆ݔ 

 ௜ݔ

−∞ 2 1 0 
0 −∞ 1 0 
1 0 −∞ 1 
0 1 0 −∞ 

 (د) (ج)

  )MT: MEMORY TABLE( حافظه جدول عملکرد نحوه از مثال :)3( شکل

݅تمام مقادیر در ردیف  کهاینتوجه به  با = برابر صفر است.  1
از  )(ݔ)ܨ( کمترین مقدار تابع برازش برابر با ݆بنابراین اندیس 

݆ که در این مثالخواهد بود  آنهابین  = اولین  ،شود. سپسمی 4
݅( عامل جستجو = توجه به عنصر چهارم  ) موقعیت خود را با1

)݆ = کند. اما چون مقدار جدید تـابع بروز می) 1() در رابطه 4
ی است در ستون اول جدول حافظـه برازش بیشتر از مقدار قبل

در سـطر مربوطـه به یکی بیشتر از، بیشترین مقدار  همه مقادیر
݅ ،ب-)3شکل (در  کند.افزایش پیدا نمی = بنـابراین است.   2

در سطر دوم جدول حافظه اندیس ستون بیشترین مقدار را پیدا 
 چند مورد بیشترین مقدار وجود دارد. کهاینکنیم. با توجه به می

݆ = چون کمترین مقدار تابع کنیم انتخاب می آنهارا از میان  4
موقعیت عامل جستجوي دوم با توجـه  بنابراینبرازش را دارد. 

سـپس شـود. بروز می )1(به عامل جستجوي چهارم در رابطه 
جـدول حافظـه برابـر ام در -݆ام و ستون -݅مقدار عنصر سطر 

 شود.صفر می

 همچنینو  شوندک واحد بیشتر میطر مربوطه یبقیه موارد در س

در ستون دوم نیز هر عنصر به یکی بیشتر از بیشترین مقدار در 
یابد زیرا مقدار برازش جدید محاسبه سطر خودش افزایش می

 )ج-)3شکل (( در نتیجه آن شده کمتر از مقدار قبلی است. که
شود. جدول حافظه در مورد بعدي (تبدیل از ج به د) میحاصل 

شبه کد روش پیشـنهادي  شود.نند این دو حالت بروز مینیز ما
 .آمده است) 4شکل (در 

معادلات دستگاه پیشنهادي براي حل استفاده از روش  ادامهدر 
را  ریز یخطریدستگاه معادلات غ غیرخطی شرح داده شده است.

    :دیریدر نظر بگ

)14(  ൞
ଵ݂(ݔଵ,ݔଶ,ݔଷ, . . . (௡ݔ, = 0
ଶ݂(ݔଵ,ݔଶ,ݔଷ, . . . (௡ݔ, = 0

⋮
௠݂(ݔଵ,ݔଶ,ݔଷ, . . . (௡ݔ, = 0

 

دستگاه معادلات تعداد معادلات  ݉تعداد متغیرها و  ݊که در آن 
غیرخطـی، ایـن  غیرخطی است. براي حـل دسـتگاه معـادلات

 صـورت به بدون قیود،سازي بهینه مسالهدستگاه را به صورت 
  کنیم.بازنویسی می )16(یا  )15(روابط  یکی
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A random set of rabbits denoted as ௜ܺ is generated (population generation). 
Create a 2-dimensional array for memory table (MT) with size (population size, population size) 
The ௜ܺ are Evaluated 
Fitness (ݐ݅ܨ), and ܺ௕௘௦௧ are the optimal solution achieve thus far. 
while the stop condition isn’t satisfied do 
 Setting the diameter of the MT array to negative infinity 
 for each ௜ܺ in population do 
  the factor ܣ is calculated using Eq. (13). 
  If 1 < ܣ then 
   Finding ݆ index using memory table and fitness value 
   The ܴ is calculated using Eq. (2). 
   Detour forging is performed using Eq. (1). 
   The fitness (ݐ݅ܨ௜) are calculated 
   The position of the current ௜ܺ is updated using Eq. (12). 
   The current optimal solution found thus far (ܺ௕௘௦௧) is updated 
   If ݐ݅ܨ of current optimal solution < ݐ݅ܨ of ܺ௕௘௦௧ 
    Increase by one in ݅th row of MT 
    Set zero to selected agent in MT 
    Increase by one corresponding column of the selected agent in the MT 
   else 
    Increase by one in ݅th row of MT 
    Set zero to selected agent in MT  
  else 
   ݀ burrows are generated using Eq. (7). 
   One of burrows randomly is picked as hiding 
   Random hiding is performed using Eq. (11). 
   The fitness (ݐ݅ܨ௜) is calculated 
   The position of the ௜ܺ is updated using Eq. (12). 
   The current optimal solution found thus far (ܺ௕௘௦௧) is updated 
  end if 
 end for 
end while 
Return ܺ௕௘௦௧ 

  

  IARO الگوریتم کد شبه :)4( شکل

)15(  ൞
Find:    X = (ݔଵ, xଶ, . . . , x௡)்  , X ∈ ܴ௡;

Min:     F(ܺ) =෍ ௜݂
ଶ

௡

௜ୀଵ

 

  یا

)16(  
⎩
⎨

⎧Find:    X = (ݔଵ, xଶ, . . . , x௡)் , X ∈ ܴ௡;

Min:     F(ܺ) =ඨ෍ ௜݂
ଶ

௡

௜ୀଵ

 

هـر  اسـت. هـاجوابیک فضاي جستجو بـراي  ௡ܴ در آن که
 یابیـارز يتـابع بـرازش بـرا کیـبه  ازین يفراابتکار تمیالگور

دسـتگاه  لیدر هر تکرار دارد. با تبد کرده خود دایپ يهاجواب
 نیبـ یپلـ توانیم يسازمینیم مساله کی به یرخطیمعادلات غ

 جادیا یرخطیحل دستگاه معادلات غ و يفراابتکار يهاتمیالگور
 ایـ )15(آن را به شـکل  )14(حل دستگاه معادلات  يبرا کرد.

 يشنهادیروش پ يبرازش برا نوشته و از آن به عنوان توابع )16(
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  شود.می) استفاده IARO تمی(الگور
بـه صـورت هـاي جسـتجو عامل موقعیـتدر آغاز این روش، 

پـس از آن، مقـدار تـابع بـرازش  شوند.تصادفی مقداردهی می
شود. محاسبه می )16(یا  )15(ت اولیه با استفاده از توابع یجمع

 يشود. در خلال اجـراشروع می IAROسپس روند الگوریتم 
IARO  اگر نیاز به محاسبه مقدار تابع بـرازش بـراي آن تکـرار

شود. در هر تکرار دوباره محاسبه می )17(یا  )16(باشد، با توابع 
ه شود و اگر بتکرار است کنترل می شرط پایان که حداکثر تعداد

یابـد و الگـوریتم پایـان مید تکرار رسیده باشـد، حداکثر تعدا
که برابر گرداند ل جستجو در تکرار را برمیموقعیت بهترین عام

  جواب دستگاه معادلات غیرخطی خواهد بود.

  ها و نتایج. آزمایش4
 10 ،عملکـرد روش پیشـنهاديبـراي بررسـی در این بخـش، 

. ایـن اسـت این روش حل شدهبا استفاده از دستگاه معادلات 
هاي زمینـه دردنیاي واقعـی در غیرخطی  معادلات هايدستگاه

براي  .]35[، ]34[ مورد بررسی قرار گرفته است میمهندسی شی
اجراي متوالی با  20عملکرد الگوریتم پیشنهادي،  دقیق بررسی

جواب واقعی آن با میانگین روش پیشنهادي انجام گرفته و نتایج 
 مقایسهدست آمده در منابع قبلی مورد ه هاي تقریبی بیا جواب

بـا  (IARO)الگـوریتم بهبـود یافتـه  همچنین. قرار گرفته است
 CSو  ARO ،GA  ،WOA ]36[ ،GWO ،BATهـاي الگوریتم

هاي ذکر شده از الگوریتم، مورد مقایسه قرار گرفته است. ]37[
 سازي هستند.یا جدید بهینه ايهاي پایهروش

پایتون  نویسیزبان برنامهریتم فراابتکاري از سازي الگوبراي پیاده
 CPUدستگاه مورد اجرا  پردازنده همچنیناستفاده شده است. 

Core i3 2.44 GHz  4با رمGB مقاله  نیا يمنبع کدها باشد.می
اد تعد است. یقابل دسترس یعموم به صورت پژوهش 1وندیپ در

و تعـداد  100همه موارد برابر جمعیت الگوریتم فراابتکاري در 
  در نظر گرفته شده است. 1000برابر  2هاتکرار الگوریتم

 ]38[ براون غیرخطیاغلب دستگاه معادلات  مورد نیا :1مورد 

                                                             
1 https://github.com/alihamdipour/IARO-NES 
2 Maximum Iterations 

 به شکل زیر است:شود و می دهینام

)17(  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

ଵݔ2  + ଶݔ   + ଷݔ   + ସݔ  = ହݔ +   6
ଵݔ  + ଶݔ2   + ଷݔ   + +  ସݔ  ହݔ   =  6
ଵݔ  + ଶݔ   + ଷݔ2   + ସݔ  ହݔ +   =  6
ଵݔ  + ଶݔ   + ଷݔ   + ସݔ2  ହݔ +   =  6
ହݔସݔଷݔଶݔଵݔ  =  1

 

2−که در آن  ≤ ௜ݔ ≤ 2, ݅ = 1, … کـه در  طورهمـاناست.  5,
شود، روش پیشنهادي توانسته مقدار تابع مشاهده می) 1جدول (

بهتـرین عملکـرد بـین کاهش دهد کـه  18- ܧ1.2برازش را تا 
دهنده در ستون آخر نشان ESهاي مقایسه شده است. الگوریتم

مقدار ) 5( شکل در چنینهم است. معادلات دستگاه دقیق جواب
در این شکل دهد. هاي مختلف نمایش میتابع برازش در تکرار

   شود.مشاهده می IAROعملکرد خوب 

  
 در یک شماره معادلات دستگاه برازش خطاي مقدار نمودار :)5( شکل

   بررسی مورد يهاالگوریتم براي هزار تا یک يهاتکرار

 کنیم.چهار مجهول تعریف میبا  را زیر معادلات دستگاه :2 مورد

௜ݔ )18(  − ݏ݋ܿ  ቌ2ݔ௜ −෍ݔ௝

ସ

௝ୀଵ

ቍ = 0     1 ≤  ݅ ≤ 4 

100-که در آن  ≤ ௜ݔ ≤ 100, ݅ = 1, … که  طورهمان .است 4,
توانسته مقدار  يشنهادیپشود، روش می مشاهده) 2جدول (در 

 نیعملکرد ب نیبهترکه  دهد کاهش 33- ܧ4.4 تا را برازش خطاي
مرجع  در گرفته صورت پژوهش .است شده سهیمقا يهاتمیالگور

حل را براي  )EWN( »3نیوتون وزندار کارا«روشی به نام  ]39[

                                                             
3 Efficient weighted-Newton 
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 دسـتگاه اینکـه با توجه به دستگاه معادلات معرفی کرده است.
هاي جواب ندارد، قیشده جواب دق یبررس یرخطیمعادلات غ

آورده  )2جدول (نیز در  EWNتقریبی دستگاه معادلات با روش 
در  IAROعملکـرد خـوب ) 6شکل (در شده است. همچنین 

  هاي بررسی شده قابل مشاهده است.الگوریتم مقایسه با دیگر

  
 در دو شماره معادلات دستگاه برازش خطاي مقدار نمودار ):6( شکل

  بررسی مورد يهاالگوریتم براي هزار تا یک يهاتکرار

 کنیم.با چهار مجهول تعریف می را زیر معادلات دستگاه :3 مورد

)19(  

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
ଵݔ⎧

ଶ  + ଷଶݔ   =  1
ଶଶݔ  + ସଶݔ   =  1
ଷଷݔହݔ  + ସଷݔ଺ݔ  = 0
ଵଷݔହݔ  + ଶଷݔ଺ݔ  = 0
ଷଶݔଵݔହݔ  + ସଶݔଶݔ଺ݔ   =  0
ଵଶݔଷݔହݔ  + ସଶݔସݔ଺ݔ   =  0

 

10-در آن که  ≤ ௜ݔ ≤ 10, ݅ = 1, … در طور که است. همان  6,
روش پیشـنهادي توانسـته مقـدار شود، شاهده میم) 3جدول (

کاهش دهد که بهترین عملکـرد  14- ܧ3.7تا  را خطاي برازش
مقدار ) 7شکل ( در همچنین است. شده مقایسه هايالگوریتم بین

دهـد. در ایـن هاي مختلف نمایش میدر تکرار خطاي برازش
  شود.ه میمشاهد IAROشکل عملکرد خوب 

  کنیم.دستگاه معادلات زیر را با ده مجهول تعریف می :4مورد 

)20(  

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎧
ଵݔ  −  0.25428722 − ଽݔଷݔସݔ0.18324757   =  0
ଶݔ  −  0.37842197 − ଺ݔଵ଴ݔଵݔ0.16275449   =  0
ଷݔ  −  0.27162577 − ଵ଴ݔଶݔଵݔ0.16955071   =  0
ସݔ  −  0.19807914 − ଺ݔଵݔ଻ݔ0.15585316   =  0
ହݔ  −  0.44166728 − ଷݔ଺ݔ଻ݔ0.19950920   =  0
଺ݔ  −  0.14654113 − ଵ଴ݔହݔ଼ݔ0.18922793   =  0
଻ݔ  −  0.42937161 − ଼ݔହݔଶݔ0.21180486   =  0
଼ݔ  −  0.07056438 − ଺ݔ଻ݔଵݔ0.17081208   =  0
ଽݔ  −  0.34504906 − ଼ݔ଺ݔଵ଴ݔ0.19612740   =  0
ଵ଴ݔ  −  0.42651102 − ଵݔ଼ݔସݔ0.21466544   =  0

 

  )VAR: VARIABLE, ES:EXACT SOLUTION( یک شماره معادلات دستگاه حل از آمده دست هب نتایج :)1( جدول
Var IARO ARO GA WOA GWO BAT CS ES 

 ଵ 1 0.99995842 0.99499711 1.0787193 0.99945614 1.00021335 0.99499711 1ݔ

 ଶ 1 0.9999571 0.94757832 0.9907849 0.99927208 1.00011296 0.94757832 1ݔ

 ଷ 1 0.9999445 0.93808635 1.03625201 0.9998472 1.00009496 0.93808635 1ݔ

 ସ 1 0.99994348 0.78982767 1.02597104 0.99918784 1.0002526 0.78982767 1ݔ

 ହ 1 1.00023525 0.96599193 0.84346796 1.00254621 0.99917949 0.96599193 1ݔ

݂ 1.2770633E-18 1.2884102E-07 7.9754840E-03 8.4313287E-03 3.4365138E-05 4.6162474E-08 1.7097578E-10 0 

  دو شماره معادلات دستگاه حل از آمده دست هب نتایج :)2( جدول
Var IARO ARO GA WOA GWO BAT CS EWN 

 ଵ 0.51493326 0.51493352 0.58480692 0.51242665 0.5147858 0.51486608 0.39216094 0.51493326ݔ

 ଶ 0.51493326 0.51493352 0.41199934 0.51304262 0.51503343 0.51505878 0.48620573 0.51493326ݔ

 ଷ 0.51493326 0.51493352 0.47076047 0.52146724 0.51485113 0.51488535 0.65701088 0.51493326ݔ

 ସ 0.51493326 0.51493352 0.43630517 0.51275569 0.51500014 0.5149187 0.47772335 0.51493326ݔ

݂ 4.4681575E-33 3.1301764E-09 9.8500520E-03 2.4871264E-05 3.7962488E-08 1.3453352E-08 2.6160838E-09 - 
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  سه شماره معادلات دستگاه حل از آمده دست هب نتایج :)3( جدول
Var IARO ARO GA WOA GWO BAT CS 

 ଵ 0.86592896 8.87390218E-01 0.88297998 -9.61127510E-01 0.14778358 -0.95318194 0.8163401ݔ

 ଶ 0.9904602 -4.46170492E-01 0.2535923 -8.46879815E-02 0.14781548 -0.53215372 0.0167982ݔ

 ଷ 0.50007801 4.61019089E-01 0.62833815 -2.76125807E-01 -0.9889309 -0.92684248 0.51176833ݔ

 ସ 0.13323532 8.94947983E-01 0.91608268 -9.96444958E-01 -0.98905092 -1.75210087 0.8143668ݔ

 ହ -0.0611113 4.31877427E-42 0.30043738 -0.30127510E-01 -2.57657861 9.26710673 0.31846923ݔ

 ଺ 0.05581324 2.20118609E-41 0.0625095 -8.9688815E-02 2.57574712 1.72921022 0.03644078ݔ

݂ 3.78919573E-14 5.88633622E-13 3.16679253E-02 6.39473536E-04 1.09311551E-05 2.88106683E-03 0.002881066 
  

  
 در سه شماره معادلات دستگاه برازش خطاي مقدار نمودار :)7( شکل

   بررسی مورد يهاالگوریتم براي هزار تا یک يهاتکرار

2- )،20معادلات ( در ≤ ௜ݔ ≤ 2, ݅ = 1, …  طورهماناست.  10,
توانسـته  شـود، روش پیشـنهاديمشاهده می) 4جدول (در  که

کاهش دهـد کـه بهتـرین  31- ܧ7.1را تا  خطاي برازشمقدار 
شکل  در چنینهمهاي مقایسه شده است. بین الگوریتمعملکرد 

نمـایش  را هـاي مختلـفتکراردر  خطـاي بـرازش مقدار )8(
ر د شود.مشاهده می IAROعملکرد خوب  شکل این در دهد.می

 خطـاي بـرازشه مقدار دهندها محور عمودي نشاناین نمودار
تـر بنابراین نمودار پـایین است.بار اجرا)  20میانگین (میانگین 

دهنده جواب بهتر است. اگر الگوریتم بتواند جواب دقیق را نشان
  برابر صفر خواهد شد. خطاي برازشپیدا کند مقدار 

دستگاه معادلات زیـر را بـا هشـت مجهـول تعریـف  :5 مورد
  کنیم.می

  
 در چهار شماره معادلات دستگاه برازش خطاي مقدار نمودار :)8( شکل

  بررسی مورد هايالگوریتم براي هزار تا یک هايتکرار

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧4.731 × 10ିଷݔଵݔଷ − ଷݔଶݔ0.3578  − ଵݔ0.1238 

଻ݔ +           − 1.637 × 10ିଷݔଶ − ସݔ0.9338 =  0.3571 

ଷݔଵݔ0.2238  + ଷݔ2ݔ0.7623   + ଵݔ0.2638   − ଻ݔ 
ଶݔ0.07745−                              − ସݔ0.6734  =  0.6022 

଼ݔ଺ݔ  + ଵݔ0.3578   +  4.731 × 10ିଷݔଶ = 0
ଵݔ0.7623−  + ଶݔ0.2238  = − 0.3461 
ଵଶݔ + ଶଶݔ = 1
ଷଶݔ + ସଶݔ = 1
ହଶݔ + ଺ଶݔ = 1
଻ଶݔ + ଶ଼ݔ = 1

 

)21(  
1-که در آن  ≤ ௜ݔ ≤ 1, ݅ = 1, … در کـه  طورهمـاناسـت.  8,
روش پیشـنهادي توانسـته مقـدار  شود،می مشاهده) 5جدول (

بهترین عملکرد بین  که دهد هشکا 25- ܧ7.8 تا را برازش خطاي
   هاي مقایسه شده است.الگوریتم
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 چهار شماره معادلات دستگاه حل از آمده دست هب نتایج :)4( جدول

Var IARO ARO GA WOA GWO BAT CS FASA 

 ଵ 0.25783339 0.25783339 0.0125144 0.25797826 0.2579793 0.25800869 0.0125144 0.2578334ݔ

 ଶ 0.38109715 0.38109715 0.16286594 0.38117908 0.38134709 0.38145555 0.16286594 0.3810972ݔ

 ଷ 0.27874502 0.27874502 0.69335026 0.27884696 0.27892543 0.27839438 0.69335026 0.2787450ݔ

 ସ 0.20066896 0.20066896 0.23189673 0.20080711 0.20079768 0.20078828 0.23189673 0.2006690ݔ

 ହ 0.44525142 0.44525142 0.62170693 0.44512692 0.44532774 0.44482351 0.62170693 0.4452514ݔ

 ଺ 0.14918392 0.14918392 0.31181227 0.14920295 0.14923197 0.14930236 0.31181227 0.1491839ݔ

 ଻ 0.4320097 0.4320097 0.54014274 0.43212387 0.43220142 0.43177881 0.54014274 0.4320097ݔ

 0.0734028 0.15748612 0.07350713 0.07351296 0.0736315 0.15748612 0.07340278 0.07340278 ଼ݔ

 ଽ 0.34596683 0.34596683 0.30485177 0.34574249 0.34610746 0.34602261 0.30485177 0.3459668ݔ

 ଵ଴ 0.42732628 0.42732628 0.44583852 0.42722305 0.42753504 0.42740308 0.44583852 0.4273263ݔ

݂ 7.1796980E-31 1.5340244E-27 1.0763711E-02 2.9629424E-07 2.9073140E-04 5.9359123E-07 2.6712270E-16 - 

  پنج شماره معادلات دستگاه حل از آمده دست هب جینتا :)5( جدول
Var IARO ARO GA WOA GWO BAT CS FASA 

 ଵ 0.67155426 0.67155426 0.71586707 0.65995277 0.67085728 0.67176862 0.71586707 0.2578334ݔ

 ଶ 0.74095538 0.74095538 0.65735549 0.75471194 0.74194709 0.74084692 0.65735549 0.3810972ݔ

 ଷ 0.95189275 0.95189275 0.91386614 0.95803792 0.95205429 0.95218588 0.91386614 0.278745ݔ

 ସ -0.3064313 -0.3064313 0.21095073 -0.2973689 -0.3069533 -0.3063365 0.21095073 0.200669ݔ

 ହ 0.9638107 0.96381077 0.40922854 0.96114208 0.96460567 0.96358805 0.40922854 0.4452514ݔ

 ଺ -0.2665873 -0.2665873 0.14006579 -0.2714958 -0.2645041 0.26687355 0.14006579 0.1491839ݔ

 ଻ 0.40464139 0.40464139 0.59394807 0.41662879 0.40463018 0.40467647 0.59394807 0.4320097ݔ

 0.0734028 0.47515345 0.9145035- 0.91448521 0.90841482 0.47515345 0.91447545 0.91447545 ଼ݔ

݂ 7.8914907E-25 9.2965905E-18 4.6537353E-03 3.2649249E-04 2.8032127E-06 6.0005824E-07 1.9333144E-07 - 
  

الگوریتم «نام روشی به  ،]40[ مرجع پژوهش صورت گرفته در
بـراي حـل را  )FASA( »4شده فـازيسازيتطبیقی تبرید شبیه

 دسـتگاه کـهاینتوجه به  با. دستگاه معادلات معرفی کرده است
هاي جواب ندارد، قیجواب دق شده یبررس یرخطیمعادلات غ

 آورده) 5جدول (در  نیز FASA روش با معادلات دستگاه تقریبی
دستگاه معادلات ممکن است بیش  کهاینتوجه به با  شده است.

یک جواب داشته باشد بنابراین فقـط یـک جـواب دسـتگاه از 
عملکرد  مقایسه براي ولی است شده آورده )5( جدول در معادلات

                                                             
4 Fuzzy adaptive simulated annealing 

خطـاي استفاده شده که میانگین مقدار  خطاي برازشاز مقدار 
ر د هـاجواب گرفته شده است. دلیل اختلاف اجرا  20 برازش

این دستگاه معادلات است. هاي متعدد این جدول داشتن جواب
میـانگین  ،هاي دستگاه معادلاتتوجه به تعدد جواببراین با بنا

گرفته  خطاي برازشنشده است و فقط میانگین ها گرفته جواب
ي مورد هابرخی دستگاه در که شودمی باعث نکته این است. شده

م جواب دقیـق بـراي الگـوریت اینکهبررسی مانند مورد اول، با 
خطاي ولی  آورده شده استپیشنهادي در جدول براي آن مورد 

دهنده این است که در برخی موارد صفر نیست که نشان برازش
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ه اجراي گرفته شده الگوریتم پیشنهادي جواب تقریبی بـ 20از 
 خطاي برازشاست. بنابراین مبناي مقایسه میانگین  دست آورده

مقـدار  )9(شـکل در  همچنـینمورد بررسی قرار گرفته است. 
دهد که عملکرد هاي مختلف نمایش میدر تکرار خطاي برازش

  شود.مشاهده می IAROخوب 

  
 در پنج شماره معادلات دستگاه برازش خطاي مقدار نمودار :)9( شکل

  بررسی مورد يهاالگوریتم براي هزار تا یک يهاتکرار

 .کنیممعادلات زیر را با سه مجهول تعریف می دستگاه :6مورد 

)22(  ቐ
(ଵଶݔ)݌ݔ݁ − ଵݔ8 (ଶݔ)݊݅ݏ = 0
ଵݔ + ଶݔ = 1
ଷݔ) − 1)ଷ = 0

 

10-که در آن  ≤ ௜ݔ ≤ 10, ݅ = 1, … در که  طورهماناست.  3,
روش پیشـنهادي توانسـته مقـدار شود، می مشاهده) 6جدول (

ین بهترین عملکـرد بـد که کاهش دهصفر را تا  خطاي برازش
مقدار  ،)10(در شکل  همچنینهاي مقایسه شده است. گوریتمال

ایـن دهـد. در هاي مختلف نمایش میدر تکرار خطاي برازش
  شود.مشاهده می IAROشکل عملکرد خوب 

  کنیم.دستگاه معادلات زیر را با دو مجهول تعریف می :7مورد 

)23(  ൜ݔଵ
ଷ − ଶଶݔଵݔ3 = 1

ଵଶݔଶݔ3 − ଶଷݔ = −1
 

10-که در آن   ≤ ௜ݔ ≤ 10, ݅ =  کـه در طورهمـاناست.  1,2
پیشـنهادي توانسـته مقـدار  شود، روشمی مشاهده) 7جدول (

 عملکرد کاهش دهد که بهترین  31- ܧ1.08را تا  خطاي برازش

   هاي مقایسه شده است.بین الگوریتم

  
 در شش شماره معادلات دستگاه برازش خطاي مقدار نمودار ):10( شکل

 یبررس مورد يهاتمیالگور يبرا هزار تا کی يهاتکرار

الگوریتم «شی به نام رو ،]41[مرجع  پژوهش صورت گرفته در
را بـراي حـل دسـتگاه  )HWF( »5ترکیبی وال و جمعیت گـل

معـادلات  دستگاه کهاینبا توجه به معادلات معرفی کرده است. 
هـاي تقریبـی جواب ندارد، قیدق شده جواب یبررس یرخطیغ

شـده آورده  )7جدول ( درنیز  HWFبا روش دستگاه معادلات 
هاي تکراردر  خطاي برازشمقدار ) 11( شکل در همچنین است.

 مشاهده IARO خوب عملکرد شکل این ،دهدمی نمایش مختلف
 درروش پیشـنهادي شـود، طوري که مشاهده میهمان شود.می

 .آورددست ه تري را بتکرارهاي کمتر توانسته جواب دقیق

  
 در هفت شماره معادلات دستگاه برازش خطاي مقدار نمودار :)11( شکل

  بررسی مورد يهاالگوریتم براي هزار تا یک يهاتکرار

                                                             
5 Hybridizing whale optimization algorithm and flower 
pollination Algorithm  
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  شش شماره معادلات دستگاه حل از آمده دست هب جینتا :)6( جدول
Var IARO ARO GA WOA GWO BAT CS FASA 

 ଵ 0.17559892 0.17559548 0.17559548 0.17569517 0.1755909 0.17560379 0.17559548 0.175599ݔ

 ଶ 0.82440108 0.82441236 0.81539023 0.82402421 0.82439636 0.82439268 0.81539023 0.824401ݔ

 ଷ 1 1.00000971 0.8265568 0.90703918 0.9406832 0.94160713 0.8265568 1ݔ

݂ 0 6.46476289E-12 0.00403971 4.08040104E-7 1.05177479E-8 3.67639377E-8 4.32899427E-21 - 

  هفت شماره معادلات دستگاه حل از آمده دست هب نتایج :)7( جدول
Var IARO ARO GA WOA GWO BAT CS HWF 

 ଵ -0.2905145 -0.2905145 -1.5157396 -0.2905142 -0.2905053 -0.2905185 -0.3986028 -0.2905145ݔ

 ଶ 1.08421508 1.08421508 0.90445397 1.08421501 1.08418532 1.08421564 0.60390547 1.08421508ݔ

݂ 1.0846837E-31 2.0126928E-13 1.6224529E-02 5.3373718E-11 2.5162371E-08 4.8935839E-10 1.2533792E-16 - 
  

  کنیم.دستگاه معادلات زیر را با سه مجهول تعریف می :8 مورد

)24(  ൞

ଵݔ3 − (ଷݔଶݔ)ݏ݋ܿ = 0.5
ଵଶݔ − ଶଶݔ625 = 0.25

)݌ݔ݁ − (ଶݔଵݔ + ଷݔ20 +
ߨ10 − 3

3 = 0
 

10-که در آن  ≤ ௜ݔ ≤ 10, ݅ = 1, … که در  طورهماناست.  3,
روش پیشـنهادي توانسـته مقـدار شود، مشاهده می) 8جدول (

دهد که بهترین عملکـرد بـین  کاهش را تا صفر خطاي برازش
مقـدار ) 12شـکل (چنـین هم هاي مقایسه شده است.الگوریتم

در ایـن  .دهـدهاي مختلف نمایش میتکرارخطاي برازش در 
   شود.مشاهده می IAROشکل عملکرد خوب 

  
 هشت شماره معادلات دستگاه برازش خطاي مقدار نمودار :)12( شکل

  بررسی مورد يهاالگوریتم براي هزار تا یک يهاتکرار در

 کنیم.دستگاه معادلات زیر را با سه مجهول تعریف می :9مورد 

)25(  ൞

ଵݔ3 − (ଷݔଶݔ)ݏ݋ܿ = 0.5
ଵଶݔ − ଶݔ)81 + 0.1)ଶ + )݊݅ݏ (ଷݔ + 1.06 = 0

)݌ݔ݁ − (ଶݔଵݔ + ଷݔ20 +
ߨ10 − 3

3 = 0
 

10-آن که در  ≤ ௜ݔ ≤ 10, ݅ = 1, … که در  طورهماناست.  3,
شود، روش پیشـنهادي توانسـته مقـدار مشاهده می) 9(جدول 
 نیعملکرد ب نیکه بهتر کاهش دهد 30-ܧ1.7 تا را برازش خطاي
 مقدار) 13شکل (چنین در هماست. مقایسه شده  يهاتمیالگور

دهـد. در ایـن هاي مختلف نمایش میتکراردر  خطاي برازش
   شود.مشاهده می IAROشکل عملکرد خوب 

 
 در نه شماره معادلات دستگاه برازش خطاي مقدار مودارن ):13( شکل

 یبررس مورد يهاتمیالگور يبرا هزار تا کی يهاتکرار
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  هشت شماره معادلات دستگاه حل از آمده دست هب نتایج :)8( جدول
Var IARO ARO GA WOA GWO BAT CS FASA 

 ଵ 5.000000E-01 5.000000E-01 9.85042268 0.50135204 0.50035267 5.0001564E-01 9.85042268 0.5ݔ

 ଶ -4.76460E-11 5.5022725E-08 -0.2530489 -0.0046484 0.00226559 -1.269818E-04 -0.2530489 8.9236228E-11ݔ

 ଷ -5.23599E-01 -5.235988E-01 -3.0733969 -0.5237138 -0.5235437 -5.236009E-01 -3.0733969 −5.235988E-01ݔ

݂ 0 8.8425891E-13 1.7790688E+01 1.6440982E-05 1.5868346E-05 6.5892494E-08 9.3637419E-22 - 

  نه شماره معادلات دستگاه حل از آمده دست هب نتایج :)9( جدول
Var IARO ARO GA WOA GWO BAT CS ES 

 ଵ 0.500000000 0.50000000 3.73369126 0.49816585 0.50041828 0.49990648 3.73369126 0.5ݔ

 ଶ -2.9649677E-18 -4.8461989E-19 -0.5518468 -0.19962032 2.4208896E-04 2.1153626E-05 -0.5518468 0ݔ

 ଷ -0.52359877 -0.52359877 0.7353487 -0.52882293 -0.5235929 -0.52359957 0.7353487 0.5ݔ

݂ 1.7410407E-30 2.3115346E-19 5.37458130 5.1422368E-07 3.6062630E-05 1.66056884 7.8708676E-16 0 
 

  کنیم.تعریف میدستگاه معادلات زیر را با دو مجهول  :10مورد 

)26(  ൜݁݌ݔ(ݔଵ) + ଶݔଵݔ = 1
(ଶݔଵݔ)݊݅ݏ + ଵݔ + ଶݔ = 1 

0که در ایـن دسـتگاه معـادلات  ≤ ௜ݔ ≤ 15, ݅ = اسـت.  1,2
روش پیشنهادي شود، مشاهده می) 10جدول (در که  طورهمان

بهتـرین کاهش دهد که  را تا صفر خطاي برازشتوانسته مقدار 
شـکل  چنـینهم. است هاي مقایسه شدهعملکرد بین الگوریتم

نمـایش  را مختلـفهـاي در تکرار خطاي بـرازش مقدار) 14(
 شود.مشاهده می IAROعملکرد خوب  در این شکلدهد. می

  
 در ده شماره معادلات دستگاه برازش خطاي مقدار نمودار ):14( شکل

  بررسی مورد يهاالگوریتم براي هزار تا یک يهاتکرار

  کنیم.مجهول تعریف می پنجرا با  زیر معادلات دستگاه :11 مورد

)27(  

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧
1ݔ + 2ݔ + 3ݔ + 4ݔ + 5ݔ = 0                       
2ݔ1ݔ + 3ݔ2ݔ + 4ݔ3ݔ + 5ݔ4ݔ + 5ݔ1ݔ = 0 
3ݔ2ݔ1ݔ + 4ݔ3ݔ2ݔ + 5ݔ4ݔ3ݔ +                    

5ݔ2ݔ1ݔ + 5ݔ4ݔ1ݔ = 0
4ݔ3ݔ2ݔ1ݔ + 5ݔ4ݔ3ݔ2ݔ + 5ݔ4ݔ3ݔ1ݔ +       

5ݔ4ݔ2ݔ1ݔ + 5ݔ3ݔ2ݔ1ݔ = 0
5ݔ4ݔ3ݔ2ݔ1ݔ = 1                                             

 

10-آن که در  ≤ ௜ݔ ≤ 10, ݅ = 1, … در که  طورهماناست.  5,
روش پیشنهادي توانسـته مقـدار شود، مشاهده می) 11جدول (

که بهترین عملکـرد کاهش دهد   3- ܧ3.14را تا  خطاي برازش
) 15شـکل (در  چنـینهمهاي مقایسه شده است. تمبین الگوری

در دهد. مختلف نمایش می هايدر تکرار خطاي برازش مقدار
  شود.مشاهده می IAROعملکرد خوب  این شکل
هـاي الگوریتمهاي مهم براي ارزیابی عملکرد اخصیکی از ش

ها براي الگوریتمخاص، زمان اجراي آن  مساله یک براي متفاوت
یک از  به همین منظور، زمان اجراي هر مربوطه است. مسالهحل 

) 12جـدول (از دستگاه معادلات در ها براي هر کدام الگوریتم
جموع زمان اجرا م ها،بندي کلی الگوریتمامده است. براي رتبه

اسبه شده است. بهبـود مح) 12جدول (در مورد  11براي همه 
براي مان اجرا در ز جزئی افزایش باعث کلی صورت به نظر مورد

توجه به کـارایی بـالایی  ولی باالگوریتم پیشنهادي شده است. 
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نادیده گرفت. به توان این اختلاف جزئی را می هاديپیشن روش
د مقایسه شده نزدیک به صورت کلی زمان اجرا براي همه مورا

یدگی زمانی هـر هفـت ناشی از یکسان بودن پیچهم است که 
پیچیدگی زمانی براي همه هفـت . استمقایسه الگوریتم مورد 

ܰ)ܱالگوریتم برابر است با  × ܫ × آن هاي لفـهاست که مو (ܧ
  به صورت زیر است.

 Nتعداد جمعیت الگوریتم فراابتکاري : 

 Iتعداد دورهاي الگوریتم فراابتکاري : 

 E کاندید جواب: پیچیدگی زمانی ارزیابی یک  

بـا طول اجراي الگوریتم ثابت اسـت. در اندازه جدول حافظه  
مصـرف  زانیـم ،جـدول حافظـه توجه به مشخص بودن اندازه

با طول  يدوبعد ايهیآرا حافظه جدول است. محاسبه قابل حافظه
روش  يجستجو تیکه برابر تعداد جمع است کسانیعرض  و
 حیاعداد صـح رهیبه ذخ ازین کهاینبا توجه به  است. يشنهادیپ

 فیـتعر (Int)حیح صـ از نـوع را يدوبعد هیآرا نیبنابرا است،
) Int(اندازه  تیب 32جدول حافظه برابر  هیم. پس هر درایکنیم

 ،میریگبدر نظر  ݊ را يشنهادیپ تمیالگور تیجمع اندازه اگر است.
 يهاشیآزما در .شودیم 32݊2 مصرف حافظه برابر زانیآنگاه م

نظـر  در 100 تیپژوهش حاضر، تعداد جمع در صورت گرفته
 لـویک 40برابر  یمصرف ظهاندازه حاف نیبنابرا است. گرفته شده

 حافظـه زانیـروزافـزون م شیتوجه بـه افـزا با .شودیم تیبا
تـوان از آن یبـوده و مـ زیمصرف حافظه ناچ زانیم وترهایکامپ

  صرف نظر کرد.

  

 در ده شماره معادلات دستگاه برازش خطاي مقدار نمودار ):15( شکل

  یبررس مورد يهاتمیالگور يبرا هزار تا کی يهاتکرار

  ده شماره معادلات دستگاه حل از آمده دست هب نتایج :)10( جدول
Var IARO ARO GA WOA GWO BAT CS ES 

 ଵ 0 5.3576560E-17 0.6674262 0 0 -2.0518470E-06 0.6674262 0ݔ

 ଶ 1 1 2.21797683 1 1.00000015 1.00000225 2.21797683 1ݔ

݂ 0 3.8550502E-14 6.6208657E-03 1.2652397E-09 8.8176965E-11 3.8237376E-02 0 0 

  یازده شماره معادلات دستگاه حل از آمده دست هب نتایج :)11( جدول

CS BAT GWO WOA GA ARO IARO VAR 

 ଵݔ 2.61803399- 2.61803399- 2.00327256- 2.65062843- 0.24901475- 2.6180458- 2.00327256-

 ଶݔ 0.38196601- 0.38196601- 0.77941159 0.37685439- 0.20915116- 0.99993027 0.77941159

 ଷݔ 1 1 0.17555257 1.02038926 0.07804303- 1.00014719 0.17555257

 ସݔ 1 1 0.05794047 0.99779137 0.59722808 0.99999066 0.05794047

 ହݔ 1 1 4.61015403 0.98217831 0.06127774- 0.38201569- 4.61015403

2.72744533 0.40000029 0.39998952 0.60105296 0.89831497 0.19999999 3.1431177E-32 ݂ 
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  یبررس مورد يهاتمیگورال يبرا اجرا زمان :)12( جدول

Case IARO ARO GA WOA GWO BAT CS 

1 25.58 25.94 24.89 33.05 35.36 34.56 26.87 

2 26.06 26.49 26.61 29.70 31.92 31.19 24.91 

3 26.01 26.15 26.81 37.89 40.83 38.14 31.34 

4 27.05 27.6 26.41 53.77 60.42 54.03 48.13 

5 26.66 27.1 25.57 46.56 51.90 46.39 40.08 

6 24.13 24.25 24.80 21.78 24.63 24.97 20.25 

7 22.5 21.79 24.99 15.16 16.84 17.30 15.16 

8 24.25 23.77 26.13 21.73 24.70 25.74 20.00 

9 28.35 25.27 26.68 23.77 25.97 27.42 20.77 

10 23.9 22.7 25.17 15.19 17.14 19.74 15.87 

11 27.64 27.77 27.52 34.77 37.13 35.63 30.61 

Sum 282.13 278.83 285.58 333.37 366.84 355.11 293.99 

Assigned rank 2th 1th 3th 5th 7th 6th 4th 
  

  گیرينتیجه. 5
ده از جـدول بـا اسـتفا AROمقاله الگوریتم فراابتکاري در این 

از الگـوریتم بهبـود داده شـده  ،سـپسحافظه بهبود داده شـد. 
)IARO ( با خود الگوریتمARO  و چند الگـوریتم فراابتکـاري

یرخطـی مختلـف مـورد دستگاه معادلات غاي حل ده دیگر بر
ه بـ ،یافتـهنتایج نشان داد که الگوریتم بهبودمحک قرار گرفت. 
بـدون خطی را عددي دستگاه معادلات غیر خوبی توانایی حل

این نکته که  با توجه بهاشتن هیچ گونه حدس اولیه دارا است. د
ملاك ، باشدجواب داشته  چندین است ممکن عادلهم دستگاه یک

فتن این با در نظرگرقرار داده شد.  خطاي برازشمقایسه مقدار 
ه عمعادلات مورد مطال دستگاه نکته روش پیشنهاد شده در همه

میانگین بهترین جواب  به صورتها در مقایسه با سایر الگوریتم
دست آورده است. ه ) را بخطاي برازش(میانگین کمترین مقدار 

لگوریتم بهبـود یافتـه اتوان عملکرد یهاي بعدي مبراي مطالعه
 در ریاضیات دیگر عددي مسائل روي را مقاله این در شده مطرح

  بررسی کرد.

  سپاسگزاري
 نظارت و مشاوره با کهجناب آقاي دکتر سید علی میرجلیلی  از
  .میدار ویژه تشکر نمودند، یاري ما پژوهش بر
  

کنند که هیچ تعارض منـافعی تعارض منافع: نویسندگان اعلام می
   ندارند.
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