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Abstract: In this paper, we present a finite element method to approximate the solution of optimal control problems involving 

distributed-order time-fractional diffusion equations. The dynamics of these problems involve distributed-order time-

fractional derivatives, which are a generalization of fractional derivatives. Despite the importance of these problems, there 

exist few researches on their solving in the literatures. Numerical methods for solving optimal control problems are classified 

into two main categories, namely, indirect methods and direct methods. In the indirect methods, by using Pontryagin 

principle, the necessary conditions for optimality are derived and formulated as a nonlinear two-point boundary value 

problem. On the other hand, in the direct methods, by discretizing the control and state variables, the considered problem is 

reduced to a nonlinear programming problem. Due to the difficulties related to solving the system of equations resulting from 

the necessary conditions for optimality in optimal control problems involving distributed-order time-fractional diffusion 

equations, in this paper we use the approach of direct methods to approximate the solution of these problems. To approximate 

the distributed-order time-fractional derivatives, we employ the Grünwald-Letnikov and L1 approximation methods and 

derive two approximation formulas for derivative. Also for spatial discretization, we utilize the piecewise linear finite 

element method. Therefore, we transform the original problem into a convex quadratic optimization problem, which can be 

efficiently solved using existing optimization algorithms. We consider two numerical examples to demonstrate the efficiency 

and accuracy of the proposed method. 
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 مقدمه .1

دریکمسالهکنترلبهینه،بهیافتنجواببهینهبرایکنترلیک

سـازیریاضـیپرداختـهسیستمدینامیکیازطریدنظریهبهینـه

شود.هد دراینمسائلمعمولاکمینه)یابیشینه(کردنیکمی

هزمـانیتاب هد باتعیینمتغیرهایکنتـرلبهینـهدریـکبـاز

هـایخاصـیبـرآوردهایکـهمحـدودیتگونهمشخصاستبه

هـاییکـهتواندبـهسیسـتممسالهکنترلبهینهمی.یک[1]دشون

شـوند،تعمـیمتوس معادلاتدیفرانسیلمرتبهکسریکنترلمی

آیـد.وجودمـیبه1ریصورتمفهومکنترلبهینهکسیابد.دراین

تـریراسازیدقیـداستفادهازدینامیکمرتبهکسریامکانمدل

3وویژگیهایمـوروثی2هایپیچیدهدارایحافظهبرایسیستم

هایمرتبهکلاسیکدرکچنیننسبتبهمدلکندوهمفراهممی

.[3]،[2]دهدهاارائهمیتریازاینسیستمعمید

[4]هایمرتبهکسریدرفرآیندهایشیمیاییکنترلسیستم

هایبهینهدرمدارهایالکتریکیمرتبهکسریوتوسعهاستراتژی

،تنهابخشیازکاربردهایگستردهکنتـرلبهینـهکسـریدر[5]

گوناگوننظیرفیزیک،مهندسـی،پـردازشسـیگنالوهایزمینه

شناسیاست.باتوجهبهپیچیـدگیمسـائلکنتـرلبهینـهزیست

هایعددیمتنوعیبرایحلاینمسـائلتوسـعهکسری،روش

تفاضـلهـاعبارتنـداز:روشیافتهاسـت.برخـیازایـنروش

وروش[8]6مکانی،روشهم[7]5،روشتکراری[6]4متناهی

                                                             
1 Fractional optimal control 

2
 Memory 

3
 Hereditary effects 

4
 Finite difference method 

5
 Iteration method 

6 Collocation method 

بندیاولیهمسائلکنترلبهینـهکسـریفرمول.[10]،[9]7طیفی

هـامعرفیویکراهحـلعـددیبـرایآن8ابتداتوس آگراوال

وهمکـارانازتقریـباصـلادشـده9ون.بـال[11]ارائهگردید

وروشتفاضلمتنـاهیبـرایحـلمسـائل10تنیکفل-گرانوالد

اسـتفاده11لیوویـل-کنترلبهینهکسریبامشـتدکسـریریمـان

برایحلمسـائل12مکانیبسل،روشهم[13].در[12]کردند

کـارکنترلبهینهکسریخطیوغیرخطیارائهگردیـد.یـکراه

معرفـی[14]تکراریبرایحلمسائلکنترلبهینـهکسـریدر

مکانبـرایحـل-طیفیزمانشد.یکروشگسستهسازیشبه

وجهـیدر-بـامشـتقاتکسـریدو13مسائلکنترلبهینهپخش

هـایکاربستنفرمـولارائهگردید.شمسیوهمکارانبابه[15]

تقریبیانتگرالکسری،یکروشرونوشتمستقیمبـرایحـل

.در[16]نهکسریغیرخطـیگـزارشکردنـدمسائلکنترلبهی

وبابرآوردخطا،یـک14،بااستفادهازتاب مقیاسهرمیت[17]

مکانیبرایحلمسائلکنترلبهینهکسریغیرخطـیروشهم

 معرفیشد.

مـوردبررسـیقـراریرایادراینمقاله،مسائلکنترلبهینه

-هاتوس معادلاتپخشزماندهیمکهدینامیکحاکمبرآنمی

شـوند.ایـنمعـادلاتتوصـیفمـی15کسریمرتبهتوزی شـده

                                                             
7
 Spectral method 

8 Agrawal 

9
 Baleanu 

10
 Modified Grunwald-Letnikov 

11
 Riemann–Liouville fractional derivative 

12
 Bessel collocation method 

13
 Diffusion 

14
 Hermite scaling function 

15
 Distributed–order time–fractional diffusion equations 



 

 

ــتندودر ــهکســریهس ــادلاتدیفرانســیلمرتب تعمیمــیازمع

هایمختلفیمانندانتقالحرارت،دینامیـکسـیالات،علـمزمینه

.علیـرغماهمیـت[20 ,19 ,18]موادوبیولوژیکاربرددارنـد

بسیارکمیدراینزمینهصورتگرفتهایننوعمسائل،تحقیقات

،زکی[21]کنیم.درهااشارهمیاستکهدرادامهبهبرخیازآن

درحسـابتغییـراتو1لاگرانژبااستفادهازکاربردهایضرایب

جز،شرای لازمبهینگـیگیریکسریجزبهکاربردنانتگرالبابه

دسـتبرایمسائلکنترلبهینهکسریمرتبهتوزیـ شـدهبـهرا

عنوانیکمسالهمقدارمرزیکسـریمرتبـهآورد.اینشرای به

ایغیرخطیبیانشدوبرایحـلآنروشتوزی شدهدونقطه

،مسالهکنتـرل[22]چنیندرکاربردهشد.همیلژاندربهمکانهم

بهینهمحدبنامقیدیدرنظرگرفتهشدکهمعادلاتحاکمبـرآن

شد.دراینتوس معادلهپخشکسریمرتبهتوزی شدهبیانمی

ــبه ــتفادهازروشش ــااس ــداب ــه،ابت ــر-مطالع ــیب ــیمبتن طیف

ــه ــوبییاچندجمل ــایژاک ــولو2ه ــتفادهازفرم ــااس ــایب ه

مسالهمذکوربهیکمسـاله3لوباتو-گاوس-ژاکوبیگیریانتگرال

تبدیلشدوپـساز4کنترلبهینهکسریمرتبهتوزی شدهعادی

گیـرینظیـروفرآینـدانتگـرال5لاگرانـژ-تشکیلمعادلاتاویلر

مسـاله،جواب6لوباتو-گاوس-عددیبراساسدرونیابیژاکوبی

،راهکارمحاسباتیمستقیمیبـراسـاس[23]حاصلگردید.در

برایحلمسائلکنتـرلبهینـهکسـریمرتبـه7موجکبرنشتاین

،یـکروشرونوشـتمسـتقیم[24]درتوزی شدهارائهشـد.

                                                             
1 Lagrange multipliers 

2
 Jacobi polynomials 

3
 Jacobi – Gauss – Lobatto integration formula 

4
 Ordinary distributed – order fractional optimal control 

5
 Euler – Lagrange equations 

6
 Jacobi – Gauss – Lobatto interpolation 

7
 Bernstein wavelets 

کنترلبهینهکسریهایموضعیبرایحلمسائلمبتنیبرتقریب

کارگرفتهشد.مرتبهتوزی شدهبه

هایحلمسایلکنترلبهینهرامیتوانبـهدودسـتهروش

هایغیرمستقیمتقسـیمکـرد.درهایمستقیموروشکلیروش

هایغیرمستقیمبااستفادهازاصلپونتریاگین،شرای لازمروش

رتیـکمسـالهصودستآمدهوبهبرایبهینگیجوابمسالهبه

شود.باحلمسـالهمقـدارایبازنویسیمیمقدارمرزیدونقطه

دستآمده،بهجـوابتقریبـیازمسـالهاصـلیدسـتمرزیبه

ــابیم.ازطــر دیگــر،درروشمــی ــاکمــکی هــایمســتقیمب

سازیمتغیرهایکنترلووضعیت،مسالهاصلیبـهیـکگسسته

دکـهبـرایحـلآنشـوریزیغیرخطیتبدیلمـیمسالهبرنامه

دلیـلسازیموجوداستفادهکرد.بـههایبهینهتوانازالگوریتممی

مشکلاتمربوطبهحلدستگاهمعادلاتحاصلازشـرای لازم

هایمسـتقیمبـهتحلیـلوبهینگی،دراینمقالهازدیدگاهروش

-بررسیجوابمسایلکنترلبهینهشاملمعادلاتپخشزمـان

پردازیم.کسریمرتبهتوزی شدهمی

ــرل ــافتنکنت ــه،ی ــنمقال ــادرای و(   )   هــد م

-طوریکهمعادلـهپخـشزمـاناستبه(   )   وضعیت

 کسریمرتبهتوزی شده

  
    

 ( )
 (   )  

   

   
(   )   (   )  

(آ.1)             (   )                     

باشرای اولیه

 (   ) (ب.1)                    ( )    

وشرای مرزی

 (   )   (   ) (ج.1)               
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کسریبیان   مشتد گر

.2.2لیوویلاستکهدرتعریف-توزی شدهدرحالتریمان

شده هممعرفی بیرونی(   )   تاب چنیناست؛ ،1منب 

   ( ) و معلوم ̅ تابعی انتظار(   )̅   مورد مقدار

دهند.رانشانمی(   )   تاب وضعیتبرای

معرفی(1)دراینمقاله،یکروشمستقیمبرایحلمساله

کسریمرتبهتوزی شده،-منظورتقریبمشتقاتزمانکنیم.بهمی

رامورداسـتفادهقـرارL1لتنیکفو-هایتقریبیگرانوالدشرو

چنـینآوریم.همدادهودوفرمولتقریبیبرایمشتدبدستمی

ایخطـیصرمتناهیتکهسازیمکانیازروشعنابرایگسسته

کنـیم.شـاخصعملکـردمسـالهنیـزتوسـ قاعـدهاستفادهمی

به(1)شود.برایناساس،مسالهایمرکبتقریبزدهمیذوزنقه

یابـدکـهبـاتقلیلمی2دبریزیدرجهدوممحیکمسالهبرنامه

راحلکرد.توانآنهایعددیمناسبوکارآمدمیکمکروش

یسـازنهیبهلیحلمسایبراددیکارآمدیهایعروشامروزه

هـادرحـلتـوانازآنکـهمـیحلدستگاههاوجودداردزیون

.[26]،[25]معادلاتدیفرانسیلبهرهبرد

گرتلاشـیباتوجهبهاطلاعاتنویسندگان،اینبررسیبیان

کسریتوزیـ -مسائلکنترلبهینهپخشزمانگامدرحلپیش

شدهبدوننیازبهروشمعمولتقریبآنبامسائلکنترلبهینـه

هـای،است.ایندستاوردبامعرفیفرمـول3ایکسریچندمرتبه

بـرایL1لتنیکـفو-هایگرانوالدتقریبابتکاریبرپایهروش

نظیر،هایعملیاتیمشتقاتکسریتوزی شدهوساختماتریس

                                                             
1
 External source 

2 Convex quadratic programming problem 

3
 Multi-term 

کنـد.ایرابرطـر مـینیازبهتقریبمسالهبامسالهچندمرتبه

کسریتوزی شده-طیاینروشمسالهکنترلبهینهپخشزمان

یابدکهسازیاکیدامحدبدرجهدوتقلیلمیبهیکمسالهبهینه

وناپایـدارینیسـتوگونهمحاسباتپیچیدهحلآندارایهیچ

سـازیهـایبهینـهاکمـکالگـوریتمجواببهینهسراسریآنب

گردد.مناسبحاصلمی

،2سازماندهیاینمقالـهبـهشـردزیـراسـت:دربخـش

تعاریفومقدماتحسابانکسریآوردهشدهاسـت.دربخـش

لیوویـلاز-،دوفرمولبرایتقریبمشتدکسریچپریمـان3

،روشپیشنهادی4شود.دربخشیکتاب هموار،استخراجمی

ریـزیچنینفرمدرجـهدومسـالهبرنامـهشود.همدادهمیشرد

،نتایج5آید.دربخشدستمیخطیحاصلنیزدراینبخشبه

سازیروشپیشنهادشدهبررویدومثال،عددیحاصلازپیاده

بیـان6گیریکلیدربخـشگرددودرنهایتنتیجهگزارشمی

شود.می

 مفاهیمی از حسابان کسری .2

بخشبرخیازتعـاریفمشـتقاتکسـریرادرحالـتدراین

.کنیممرورمی[29 ,28 ,27]باتوجهبهمراج لیوویل-ریمان

لیوویـلاز-مشتدکسریچپوراستریمان.1.2تعریف 

ترتیـب،بـه     ،برای( ) ،ازتاب (   )  مرتبه

گردد:تعریفمیهمانندزیر

  
    

  ( )  
 

 (   )

 

  
∫  

 

 

 ( )

(   ) 
            

 و

  
    

  ( )  
  

 (   )

 

  
∫  

 

 

 ( )

(   ) 
            

داشـتهباشـیم(   )  فرضکنیدبـرای  .2.2ف تعری

 ( ) ∫و    

 
صـــورتمشـــتد.درایـــن    ( ) 



 

 

لیوویلچپوراستازتـاب -ریمان1کسریمرتبهتوزی شده

 شود:ترتیبهمانندزیرتعریفمی،به     برای،( ) 

  
    

 ( )
 ( )  ∫  

 

 

 ( ) 
    

  ( )    

و

  
    

 ( )
 ( )  ∫  

 

 

 ( ) 
    

  ( )    

های تقریبی برای مشتق کسری مرتبه توزیع  فرمول .3

 لیوویل - ریمانشده چپ 

رابـهلتنیکف)کـهآن-دراینبخشبااستفادهازروشگرانوالد

،دوL1چنـینروشدهـیم(وهـمنشانمـیGLاختصاربانماد

فرمولتقریبیبرایبرآوردمشتدکسریمرتبهتوزی شدهچـپ

آوریم.برایاینمنظـور،فـرضکنـیملیوویلبدستمی-ریمان

،     اندازهکافیهموارباشدکهرویبازه،تابعیبه( ) تاب 

زیـربـازهمسـاوی، بندیاینبازهبهشود.باتقسیمتعریفمی

 صورتایبهنقاطگره

            
 

 
                

گرنمایان( ) کنیمچنین،فرضمیشوند.همدرنظرگرفتهمی

تعریفبیانشدهدرباشدکهدرشرای 3یاتاب وزن2تاب توزی 

.کندصدقمی.2.2

 GLماتریس عملیاتی مشتق بر پایه  .1.3

بـهمفهـوملتنیکفبرایتقریبمشـتدکسـری-فرمولگرانوالد

همـواربهطورکافیازتاب (   )  لیوویلازمرتبه-ریمان

:[31]،[30]صورتزیراستبه    در( ) 

 0
    

  ( )|
    

 ∑  

 

   

  ( ) (    )    

                                                             
1 Distributed – order fractional derivative 

2 Distribution function 

3 Weight function 

                                                                      (2)  

کهدرآن

  ( )  
(  ) 

  
(
 
 )

 
(  ) 

  

 (   )

 (   ) (     )
  

،یکفرمولتقریبیبرای(2)درادامهبااستفادهازفرمول

در( ) لیوویلازتاب -مشتدکسریمرتبهتوزی شدهریمان

 آوریم:،بدستمی    

     
    

 ( )
 ( )|

    

 ∫  
 

 

 ( )   
    

  ( )     
  

 ∫ 
 

 

 ( ) [∑ 

 

   

  ( ) (    )]   

 ∑ 

 

   

[∫  
 

 

 ( )  ( )  ] (    )  

  :دهیماکنوناگرقرار
   ∫  

 

 
 ( )

(  ) 

  
(
 
 
در،  (

صورتداریم:این

 0
    

 ( )
 ( )|

    

 ∑ 

 

   

  
   (    )     

                                                                (3)  

توانازقواعدکوادراتوریمناسب،می       برایمحاسبه

گیریخودکاراستفادهکرد.هایانتگرالیاکد

برایمشتدکسـریGLفرمولتقریبیبرپایهرا(3)رابطه

بـرای    در( ) لیوویلازتـاب -مرتبهتوزی شدهریمان

گیریم.اینکبامعرفی،درنظرمی         

    (  )  (  )    (  )                            

  ̂( )     
    

 ( )
 ( )|

    

   
    

 ( )
 ( )|

    

 

     
    

 ( )
 ( )|

    

         (4) 



 

 

صورتبه(3)فرمماتریسی

 ̂( )      
     (5)  

 شود،کهدرآنبیانمی

    
   

[
 
 
 
 
 
 

  
    

  
    

   

  
    

    
  

   
   
   

  
    

    
  

   
  

      
      

  

  
    
   

    
     

  ]
 
 
 
 
 
 

 

 (6)  

نظیـرمشـتدکسـریمرتبـهGLماتریسعملیاتیمشتدبرپایه

شود.لیوویلنامیدهمی-توزی شدهریمان

 1Lپایه  . ماتریس عملیاتی مشتق بر2.3

لیوویـلازمرتبـه-برایتقریبمشتدکسـریریمـانL1فرمول

( ) شرطبا( ) ازتاب هموار(1 0)       در  

:[31]،[30]صورتزیراستبه

 0
    

  ( )|
    

  ∑  

   

   

      ( )[ (    )   (  )]  

                                                     (7)  

کهدرآن

  ( )  
   

 (   )
 (   )           

،یکفرمولتقریبـیبـرای(7)درادامهبااستفادهازفرمول

در( ) لیوویـلازتـاب -مشتدکسریمرتبهتوزی شدهریمان

آوریم:،بدستمی    

  
    

 ( )
 ( )|

    

 ∫  
 

 

 ( )   
    

  ( )     
   

 ∫ 
 

 

 ( ) [∑ 

   

   

      ( )[ (    )   (  )]]    

 ∑  

   

   

[∫  
 

 

 ( )      ( )  ] [ (    )   (  )]  

  اگرقراردهیم
   ∫  

 

 
داریم:  ( )      ( ) 

  
    

 ( )
 ( )|

    

 ∑  

   

   

      
  [ (    )    (  )]  

                                                          (8)  

( پایه8رابطه فرمولتقریبیبر را )L1برایمشتدکسری

ریمان برای    در( ) لیوویلازتاب -مرتبهتوزی شده

صورتبه(8)گیریم.فرمماتریسیدرنظرمی،         

 ̂( )      
                                                            

 شود،کهدرآنبیانمی

    
  

 

[
 
 
 
 
 
 

            
   

    
            

   
    

     
                

  

   
    

     
    

     
  

   
     

      
       

      
       

       

 

                                                                                                          

       
           
                     
                  
  

     
     

    
       

      
  ]

 
 
 
 
 

    

(9)

نظیـرمشـتدکسـریمرتبـهL1ماتریسعملیاتیمشتدبرپایـه

شود.لیوویلنامیدهمی-توزی شدهریمان

 روش پیشنهادی .4

سـازیمسـالهرادردراینبخش،روشپیشنهادیبرایگسسته

ریزیعلاوهفرمماتریسیمسالهبرنامهدهیم.بهدومرحلهارائهمی

آوریم.سازیمسالهرابدستمیدرجهدوحاصلازگسسته

 سازی نسبت به پارامتر مکان گسسته. 1.4

ایخطـیرابــرایدرایـنقسـمتروشعناصــرمتنـاهیتکــه

دهـیم.پارامترمکانشـردمـینسبتبه(1)سازیمسالهگسسته



 

 

(رادرتـاب همـوار.آ1برایاینمنظور،ابتـداطـرفینرابطـه)

( ) صادقدرشرای ( )    ( ) کنیم.ضربمی،  

ــاانتگــرال ــازهگیــرســپسب و[1 0]یازطــرفینرابطــهرویب

 آوریم:گیریجزبهجزبدستمیکاربردنانتگرالبه

 0
    

 ( )
∫  

 

 

 (   ) ( )   ∫  
 

 

  

  

  

  
   

 ∫  
 

 

 (   ) ( )  

 ∫  
 

 

 (   ) ( )                     (  ) 

صـورتزیربـازهبـه بـه     بنـدیدامنـهفیـاییباتقسیم

گیریم:ایزیررادرنظرمی،نقاطگره         

              
 

 
                

را( )  ایخطی)کلاهی(تاب تکه،         برایهر

کنیم:صورتزیرتعریفمیبه

  ( )

 

{
 
 

 
 
  (   )  

  
    (   )        

   (   )  

  
          (   )  

                

 

(11)  

کنـد،توجهکنیدکهاینتاب درشرای دلتایکرونکرصدقمـی

عبارتیبه

  (  )  {
    
    

                          (12)           

زیرصورت،تواب کنترلووضعیترابه(11)اینکبااستفادهاز

 نویسیم:می

  (   )  ∑ 

 

   

  ( )  ( )                     (  ) 

  (   )  ∑ 

 

   

  ( )  ( )                    (  ) 

وارزیابیاینمعادلـهبـرای(10)در(14)و(13)باجایگذاری

 ( ) دســتگاهخطــیشــامل،          ،( )   

آید:معادلهدیفرانسیلزیربدستمی   

  
    

 ( )
∑ 

 

   

  ( )∫  
 

 

  ( )  ( )   

            ∑ 

 

   

  ( )∫  
 

 

   

  

   

  
                

 ∫ 
 

 

 (   )  ( )   

 ∑  

 

   

  ( )∫  
 

 

  ( )  ( )     

                                                       (15) 

باتعریف

 ( )     ( )   ( )     ( )       

 ( )     ( )   ( )     ( )    

 صورتبه(15)فرمماتریسیدستگاهمعادلات

    
    

 ( )
 ( )      ( )      ( )    ( )     

   (   )              (16)  

ــی ــانمـ ــهدرآنبیـ ــودکـ و(   ) (   )       شـ

  ( ) ترتیب،بااستفادهازروابـ زیـرحاصـلبه،(   )  

 شوند:می

(  )   ∫  
 

 

  ( )  ( )                         

(  )   ∫  
 

 

   

  

   

  
                         

(  ( ))  ∫  
 

 

 (   )  ( )                       

 آوریم:ایمرکب،بدستمیتوجهکنیدکهباکمکقاعدهذوزنقه



 

 

(  ( ))      (     )                  

(.ب1ایمکانی،شـرای اولیـه)بادرنظرگرفتننقاطگره

 شوند:صورتزیرگسستهمیبه

 ( )      (  )  (  )    (  )    (17)  
صورت(نیزبه.ج1مرزی)صورتمشابه،شرای به  

  ( )   (18)
 

وبرابراستبا(   )     شوندکهگسستهمی

  (
     
     

)  

(وسپساستفادهاز.آ1در)(14)و(13)چنینباجایگذاریهم

شاخص،(12)ایمرکبوبادرنظرگرفتنویژگیقاعدهذوزنقه

 شود:صورتزیرتقریبزدهمیعملکردمسالهبه

 (          )  
 

 
∫  

 

 

[∑ 

 

   

  
 (  (   ̅ ( ))

 ]   

 
 

 
∫  

 

 

[∑ 

 

   

  
   

 ( )]             (  ) 

کهدرآن

  
  

  

 
   

           
       

  
  

 
  

 باتعریف

 ̅( )    ̅ ( )  ̅ ( )    ̅ ( )       

          
    

      
    

 گردد:فرمماتریسیزیربازنویسیمیبه (19)رابطه

   ( )   
 

 
∫  

 

 

  ( )    ( )    ̅( )    ( )   

            ̅( )    ̅( )    
 

 
∫  

 

 

  ( )    ( )     

     (20) 

(بـه1(،مسـاله)20)-(16اکنونبادرنظـرگـرفتنروابـ )

کسـریتوزیـ -مسالهکنترلبهینهشاملدستگاهمعادلاتزمـان

شود:تبدیلمیشدهزیر

    ( )   

      
 

 
∫  

 

 

  ( )    ( )    ̅( )    ( )   

            ̅( )    ̅( )    
 

 
∫  

 

 

  ( )    ( )     

(آ.21)

           
    

 ( )
 ( )      ( )      ( )   

.ب(21)  (   )       ( )                                

          ( ) (.ج21)                                         

                  ( ) .د(21)                                    

صورتبه  و  هایکهدرآنماتریس

   
  

 

[
 
 
 
 
                              

                        

                    

                          

                          ]
 
 
 
 

  

   
 

  

[
 
 
 
 
                               

                         

                    

                           

                             ]
 
 
 
 

, 

 

 همانند( )  وبردار

  ( )      (    )  (    )    (      ) 
  

آیند.دستمیبه

 سازی نسبت به پارامتر زمان . گسسته4.2

زیربـازه بـه[  0]بندیبـازهزمـانیدراینقسمتباتقسیم

 صورتایبهکهدرآننقاطگره[       ]نظیر



 

 

              
 

 
                

(21)مسـالهمکـانیرابـرایشوند،روشهـمدرنظرگرفتهمی

درایـن(.ب21دهیم.باارزیابیمعـادلاتدینـامیکی)شردمی

 نقاطداریم:

     
    

 ( )
 ( )     

               (  )     

                                                         )22) 

ــهدرآن ــم.(  )    و(  )    ک ــاخصه ــینش چن

(،بااستفادهازقاعدهذوزنقهایمرکـب،هماننـد.آ21عملکرد)

شود:زیربیانمی

 ( )  
 

 
∑ 

 

   

  
 [  

        ̅ 
       ̅ 

    ̅ ] 

              
 

 
∑   

     
 [  

     ]  (23)
  

 کهدرآن

  
  

  

 
   

           
       

  
  

 
  

نقطـه   در(.د21مـرزی)سرانجامبـامحاسـبهشـرای 

و(22)ودرنظرگـرفتنروابـ ،         ،  مکانیهم

گردد:سازیزیررونوشتمیبهمسالهبهینه(21)،مساله(23)

      ( )   

  
 

 
∑ 

 

   

  
 [  

        ̅ 
       ̅ 

    ̅ ] 

        
 

 
∑   

     
 [  

آ(. 24) [       

                     
    

 ( )
 ( )     

             

.ب(24)                 (  )                            

(.ج24)                                                                 

.د(24)                                                        

سـازیحاصـل،دارایتـاب هـد درجـهدوومسالهبهینه

هایخطیاست،بنابرایندرردهمسائلبرنامهریـزیمحدودیت

هـایتـوانالگـوریتمآنمیگیردکهبرایحلقرارمی1درجهدو

کاربرد.صورتموثروکارابهسازیدرجهدورابهبهینه

 ریزی درجه دو . فرم ماتریسی مساله برنامه4.3

ریـزیدرجـهدوبدسـتبرایتعیینفرمماتریسیمسالهبرنامـه

 دهیم:،قرارمی(24)آمدهدررابطه

     (                      )   

     (                      )  

 ̅     (  ̅      ̅           ̅   )   

     ([  (  )     (  )          (  )]
 
)  

اسـت.لازمبـه2سـاز،عملگربردار   کهدرآنمنظورازنماد

 بـررویمـاتریسمربعـی   توضیحاستکهحاصلعمل

هـایعبارتاستازبرداریکـهاززیـرهـمقـراردادنسـتون

آیـد.اکنـونبـاتعریـفبـردارمتغیرهـایبدستمی  ماتریس

ــه ــمیمبــ ــورتتصــ ــتفادهاز          صــ واســ

صـورتزیـرنوشـته(بـه.آ24هایبالا،تاب هد )نمادگذاری

 شود:می

    ( )  
 

 
             (25)  

 کهدرآن

  (
      

      )  

    ( ̅
 (     )

 
)     

 

 
 ̅ (     ) ̅  

                                                             
1 Quadratic programming problem 

2 Vectorization operator 



 

 

          جادراین
    

      
 چنیننمادوهم  

است.1گرضربکرونکربیان

 (درشکلماتریسی.ب22معادلاتدینامیک)

((       )(         )  (       )) 

 (       )    
(26)  

ماتریسعملیاتیمشتد    شوندکهدرآنبندیمیفرمول

-دودیتمحمعرفیشد.3استکهدربخشL1یاGLبرپایه

توانندهمانندزیربیانشوند:نیزمی(.د24(و).ج24های)

(      )  (   ) (27 )   
(      )                                     (28)  

کهدرآن

  (
     

        
)                   

،شکلماتریسیمساله(28)-(25)بادرنظرگرفتنمعادلات

زیـرهماننـد(24)رابطـهبرنامهریزیدرجهدوبدستآمدهدر

 شود:بیانمی

        ( )  
 

 
                   (29)    

                   

کهدرآن

   

(

((       )(         )  (       ))

(      )

(      )

 

                                            
 (       )

 
 

)  

                                                             
1 Kronecker product 

  (
      
   
      

)  

دارایساختارخلوت(29)ریزیبرنامهدرمساله ماتریس

سازیایـنویژگـی)خلـوتبـودن)تنک(است.ازدیدگاهبهینه

طـورقابـلتـوجهی(بسیارسودمنداسـت،زیـرابـه ماتریس

رابـرایحـلکارآمـدترپیچیدگیمحاسباتیراکاهشدادهوآن

بهخصوصدرمسائلیبامقیاسبـزر،،ایـنویژگـیسازد.می

بهعلاوه،ازآنجاییکهعناصـررویدارایاهمیتبیشتریاست.

نتیجـهحاصلیـربوزنهـایقاعـده قطرمـاتریسهسـین

انتگرالگیریذوزنقهایمرکبهستندواینوزنهایانتگـرال

یکمـاتریسقطـریبـا موارهمثبتهستند،ماتریسهگیری

ایـن.عناصرمثبتوبنابراینیکمـاتریسمعـینمثبـتاسـت

اکیدامحـدب(29)ریزیکندکهمسالهبرنامهویژگیتیمینمی

هایاستولذادارایکمینهسراسرییکتاست.بنابراینالگوریتم

تواندبرایحـلمی2درونیمحدب-کارایینظیرالگوریتمنقطه

کاررود.آنبه

 نتایج عددی .5

رابااعمـال4دراینبخشکاراییروشپیشنهادشدهدربخش

دهیم.لازمبهذکرآنبردومثالوگزارشنتایجعددینشانمی

صـورت3افـزارمتلـبهادرمحی نـرمسازیمثالاستکهمدل

سـازیدرجـهدوچنینبرایحلمسـالهبهینـهگرفتهاستوهم

ایم.رابهکاربردهquadprogحاصل،دستور

 [22]گیریمکهدرآن(رادرنظرمی1ی)مسأله :1مثال 

   (   )     (  )    (  )        (   )       

  ̅(   )     (  )    (  ) 

                                                             
2
 Convex interior-point 

3
 Matlab software 



 

 

 (   )  (
 

 
)    (  ) ∑[((   )  (    ) )

 

   

 

            ∫  
 

 
 ( )

    

 (     )
   ]       (  )    (  )  

( ) روشارائهشدهرابـرایـنمثـالبـا کـاربـه   

و(   ) هایتقریبیبرای،نمودارجواب(1)بردیم.درشکل

    ،برایL1حاصلازروشمستقیممبتنیبر(   ) 

هایدقیدونمودارتـاب خطـارسـمهمراهنمودارجواب،به  

هـای،خطایبدستآمـدهازجـواب(1)درجدولشدهاست.

هایمبتنـیحاصلازروش  و(   ) ،(   ) برایتقریبی

(هـرروش   همـراهبـازمـانمحاسـبات)L1ووGLبر

ــه ــادیرب ــانگــزارششــدهاســت. و مختلــفازایمق زم

در(1)محاسباتبرحسبثانیهاست.نمودارمتناظرباجـدول

دقـتآوردهشدهاسـت.،(2)درشکل1لگاریتمی-مقیاسنیم

شودکهبرایمحاسبهخطـادردومثـالازنـرمجـذرمیـانگین

:شودصورتزیرتعریفمیکردیمکهبهاستفاده2مربعات
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گرمقادیرتقریبیترتیببیانبه(     ) و(     ) کهدرآن

ــه ــرلدرنقطـ ــعیتوکنتـ ــ وضـ (   )توابـ و(     ) 

                                                             
1
 Semi-log scale 

2 Root mean squared 

توابـ گرمقادیردقیدترتیببیانبه(     )   و(     )   

(   )وضعیتوکنترلدرنقطه هستند.(     ) 









 

 

 

( ) با  1مثال ). 1جدول   GLهای مستقیم مبتنی بر  روش حاصل از    و زمان محاسبات  ( )    و  ( )   ، ( )   (، خطاهای     

 .   به ازای مقادیر مختلف  L1و 



 

( ) با  1مثال ). 1شکل  همراه نمودار  ، به      ، برای L1های تقریبی بدست آمده از روش مستقیم مبتنی بر  (، نمودار جواب    

 .های دقیق و نمودار توابع خطا جواب

 

 GLروشمستقیممبتنیبرL1روشمستقیممبتنیبر

       ( )    ( )    ( )        (𝐉)    ( )    ( )     

     8  7    1 27    1 25         1 47    1 60    1 68       

7            7 19    6 66       7 2 30    9 55    9 45       

            7 4 90    4 45       7  7 41  7 6 78    6 58       

            7 3 68    3 31          3 26  7 5 26    5 05       

      7     8 2 93    2 62          1 71  7 4 29    4 10       



 

 

 

( ) با  1مثال ). 2شکل   L1و  GLهای مستقیم مبتنی بر  حاصل از روش ( )   و  ( )   ، ( )    نمودار لگاریتم خطاهای (،    

.     ازای مقادیر مختلف  به

 آنگیریمکهدر(رادرنظرمی1ی)مسأله :2مثال 
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ــا ــالب ــنمث ــررویای ــدهراب ــهش ( ) روشارائ  

 (
 

 
هـای،نمـودارجـواب(3)کـاربـردیم.درشـکلبه(  

،L1حاصلازروشمبتنیبـر(   ) و(   ) تقریبیبرای

هایدقیدونمودارهمراهنمودارجواب،به      برای

آمدهاز،خطایبدست(2)تاب خطا،رسمشدهاست.درجدول

روشزحاصلا و(   ) ،(   ) هایتقریبیبرایجواب

(هـر   )همراهبازمانمحاسباتL1وGLهایمبتنیبر

گزارششدهاسـت.زمـان و ازایمقادیرمختلفروشبه

چنیننمودارمتناظرباجدولمحاسباتبرحسبثانیهاست.هم

ارائهشدهاست.(4)لگاریتمی،درشکل-درمقیاسنیم(2)

،مشخصاستکهتواب وضعیتو(3)و(1)هایازشکل

باL1وGLهایمستقیممبتنیبرکنترلتقریبیحاصلازروش

هایدقیددادهشدهدرهماهنگیوسازگاریبسیارخوبیجواب

روشیـابیمهـردو،درمـی(2)و(1)هستند.بادقتدرجداول

دارایدقتمرتبهیکهستندکهاینموضوعباتئـوریسـازگار

محاسباتهردوروشکموتقریبایکسانچنینزماناست؛هم

کـهبـاافـزایششودهمیمشاهد،(4)و(2)است.ازنمودارهای

یابنـدوسرعتکاهشمـیای،خطاهایعددیبهتعدادنقاطگره

هایواقعیهایتقریبیبهجواباینبدانمفهوماستکهجواب

شوند.همگرامی





 

 

 

( ) با  2مثال ) .3شکل    (
 

 
همراه  ،  به      برای   ،L1های تقریبی بدست آمده از روش مستقیم مبتنی بر  نمودار جواب (، (  

 .های دقیق و نمودار توابع خطا نمودار جواب

                                   

( ) با  2مثال ) .2جدول    (
 

 
های مستقیم مبتنی  روش حاصل از    و زمان محاسبات  ( )    و  ( )   ، ( )   (، خطاهای  (  

 .   به ازای مقادیر مختلف  L1و  GLبر 





 GLروشمستقیممبتنیبرL1روشمستقیممبتنیبر

       ( )    ( )    ( )        (𝐉)    ( )    ( )     
       7     2 27    1 2        8    8    2 26    1 73       

7            8 54            7    4 54    8 53    7 41       

              4 78      4           1 85    4 78    4 65       

              3 15       7          9 97    3 16    3 37       

   8          2 27                  6 19    2 29    2 64       



 

 

 

( ) با  2مثال ). 4شکل    (
 

 
و  GLهای مستقیم مبتنی بر  حاصل از روش ( )   و  ( )   ، ( )    نمودار لگاریتم خطاهای (، (  

L1 ازای مقادیر مختلف  به    . 



 گیری نتیجه .6

دادیـمدراینمقاله،مسائلکنترلبهینهایراموردبررسیقـرار

کسـریمرتبـه-هاتوس معادلاتپخشزمـانآنکهدینامیک

شد.یکروشمستقیمبـرایحـلایـنتوزی شدهتوصیفمی

کسـری-مسائلمعرفیکردیم.بهمنظورتقریبمشتقاتزمـان

راL1لتنیکفو-هایتقریبیگرانوالدشمرتبهتوزی شده،رو

تمورداستفادهقراردادهودوفرمولتقریبیبرایمشـتدبدسـ

سـازیمکـانیازروشعناصـرچنینبـرایگسسـتهآوردیم.هم

ایخطیاستفادهکـردیم.شـاخصعملکـردنیـزبـامتناهیتکه

ایمرکب،گسسـتهانتخابکوادراتورمناسبنظیرقاعدهذوزنقه

سـازیدرجـهشد.بهاینترتیب،مسالهاصلیبهیکمسالهبهینه

تـوانازمـیایحـلآندواکیدامحـدبتقلیـلیافـتکـهبـر

سازیاستفادهکرد.برایاثباتدقتوهایکارایبهینهالگوریتم



کاراییروشپیشنهادی،دومثـالارائـهکـردیم.بـانگـاهیبـه

بـریمکـهنمودارهاوجدولخطاهـابـهایـنموضـوعپـیمـی

هایدقیدهایتقریبیدرهماهنگیبسیارخوبیباجوابجواب

یدوروشتقریبـایکسـاناسـت.مسالههسـتندونتـایجعـدد

تواندریافتکهدرمتغیرهـایعلاوهباکمکنتایجعددیمیبه

و   1هـایترتیببهدقتمطلدازمرتبـهحالتوکنترلبه

سـازیهـادرکهگسستهخواهیمرسید.باتوجهبهاین   1

روشارایهشدهازنـوعموضـعیاسـت،ایـندقـتمعقـولو

سادگیقابلاجراستونیازیمناسباست.روشارائهشدهبه

رابرایحلردهوسـیعیتوانآنبهمحاسباتپیچیدهنداردومی

کاربرد.ازمسائلبه
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