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شامل معـادلات پخـش  نهیجواب مسائل کنترل به بیتقر يبرا یروش عناصر متناه کیمقاله،  نیدر ا
از مرتبه  يکسر-مسائل شامل مشتقات زمان نیا کینامی. دمیکنیم یشده، معرف عیمرتبه توز يکسر-زمان
در  یکم قاتیمسائل، تحق نیا تیاهم رغمیهستند. عل ياز مشتقات کسر یمیکه تعم باشدیشده م عیتوز

 یبه دو دسـته کلـ نهیحل مسائل کنترل به يبرا يعدد يهاها در منابع وجود دارد. روشمورد حل آن
با استفاده از اصل  میرمستقیغ يها. در روششوندیم میتقس میمستق يهاو روش میرمستقیغ يهاروش
 يادو نقطـه يمـرزمساله مقدار  کیصورت  دست آمده و بهه ب ینگیبه يلازم برا طیشرا ن،یاگیپونتر

کنتـرل و  يرهایمتغ يسازبا گسسته میمستق يهادر روش گر،ی. از طرف دشودیم یسیبازنو یرخطیغ
مشکلات مربوط به  لیدل . بهابدییم لیتقل یرخطیغ يزیرمساله برنامه کیمساله مورد نظر به  ت،یوضع

شامل معادلات پخش  نهیبه لدر مسائل کنتر ینگیبه يلازم برا طیحل دستگاه معادلات حاصل از شرا
مسائل  نیجواب ا بیتقر يبرا میمستق يهاروش دگاهیمقاله از د نیشده، در ا عیمرتبه توز يکسر-زمان

-گرانوالد یبیتقر يهاششده، رو عیمرتبه توز يکسر-مشتقات زمان بی. به منظور تقرمیکنیاستفاده م
 يبرا نیچن. هممیآوریدست مه مشتق ب يبرا یبیتقررا مورد استفاده قرار داده و دو فرمول  L1و  کفیلتن

را  یمساله اصل ب،یترت نی. به امیکنیاستفاده م یخط ياتکه یاز روش عناصر متناه یمکان يسازگسسته
 يسـازنهیبه يهاتمیتوسط الگور تواندیکه م میکنیم لیدرجه دو محدب تبد يسازنهیمساله به کیبه 

در نظـر  يو دقت روش ارئه شده، دو مثـال عـدد ییاثبات کارا يطور کارا حل شود. براه موجود ب
  .میریگیم
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  . مقدمه1
در یک مساله کنترل بهینه، به یافتن جواب بهینه براي کنترل یک 

                                                             
 پژوهشیاله: نوع مق 

  نویسنده مسئول *
  )دوقزلو يریوز( r_vaziri96@grad.kashanu.ac.irالکترونیک:  )هاي(پست

htabrizidooz@kashanu.ac.ir )دوزيزیتبر(  
m_shamsi@aut.ac.ir )یشمس( 

رداختـه ریاضـی پ سـازيسیستم دینامیکی از طریق نظریه بهینه
معمولا کمینه (یا بیشینه) کردن یک  شود. هدف در این مسائلمی

تابع هدف با تعیین متغیرهاي کنترل بهینه در یـک بـازه زمـانی 
هاي خاصـی بـرآورده اي که محـدودیتگونهمشخص است به

هایی کـه تواند به سیسـتممساله کنترل بهینه می . یک]1[د شون
شوند، تعمیم مرتبه کسري کنترل می توسط معادلات دیفرانسیل
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آید. وجود میبه 1ريکنترل بهینه کسصورت مفهوم یابد. در این
تري را سازي دقیـقاستفاده از دینامیک مرتبه کسري امکان مدل

 3و ویژگی هاي موروثی 2هاي پیچیده داراي حافظهبراي سیستم
ك در هاي مرتبه کلاسیکنسبت به مدل همچنینکند و فراهم می

  .]3[، ]2[ دهدها ارائه میتري از این سیستمعمیق
و  ]4[هاي مرتبه کسري در فرآیندهاي شـیمیایی کنترل سیستم

هاي بهینه در مدارهاي الکتریکی مرتبه کسري توسعه استراتژي
، تنها بخشی از کاربردهاي گسترده کنترل بهینـه کسـري در ]5[

هاي گوناگون نظیر فیزیک، مهندسی، پردازش سـیگنال و زمینه
شناسی است. با توجه به پیچیدگی مسائل کنتـرل بهینـه زیست

هاي عددي متنوعی براي حل این مسائل توسـعه کسري، روش
تفاضـل  هـا عبارتنـد از: روشیافته است. برخی از ایـن روش

و روش  ]8[ 6مکانی، روش هم]7[ 5، روش تکراري]6[ 4متناهی
 بندي اولیه مسائل کنترل بهینه کسـريفرمول. ]10[ ،]9[ 7طیفی

ارائه  آنهامعرفی و یک راه حل عددي براي  8ابتدا توسط آگراوال
-از تقریب اصلاح شده گرانوالد و همکاران 9ون. بال]11[ گردید

و روش تفاضل متناهی براي حل مسائل کنترل بهینه  10تنیکفل
 . در]12[ استفاده کردند 11لیوویل-کسري با مشتق کسري ریمان

براي حـل مسـائل کنتـرل  12مکانی بسل، روش هم]13[ مرجع
کار تکراري بهینه کسري خطی و غیرخطی ارائه گردید. یک راه

د. معرفی ش ]14[مرجع براي حل مسائل کنترل بهینه کسري در 
مکان براي حل مسائل -طیفی زمانیک روش گسسته سازي شبه

مرجـع وجهـی در -با مشتقات کسـري دو 13کنترل بهینه پخش
هاي بستن فرمول کارائه گردید. شمسی و همکاران با بار ]15[

روش رونوشت مستقیم براي حـل  تقریبی انتگرال کسري، یک
 در. ]16[خطی گـزارش کردنـد ئل کنترل بهینه کسري غیرمسا

                                                             
1 Fractional optimal control 
2 Memory 
3 Hereditary effects 
4 Finite difference method 
5 Iteration method 
6 Collocation method 
7 Spectral method 
8 Agrawal 
9 Baleanu 
10 Modified Grunwald-Letnikov 
11 Riemann–Liouville fractional derivative 
12 Bessel collocation method 
13 Diffusion 

و با برآورد خطا،  14تابع مقیاس هرمیت، با استفاده از ]17[ مرجع
کسري غیـر  مکانی براي حل مسائل کنترل بهینهیک روش هم

 خطی معرفی شد.

دهیم ی را مورد بررسی قرار مییادر این مقاله، مسائل کنترل بهینه
کسـري -توسط معادلات پخش زمان آنهاکه دینامیک حاکم بر 

شوند. این معادلات تعمیمی از توصیف می 15همرتبه توزیع شد
هاي مختلفی معادلات دیفرانسیل مرتبه کسري هستند و در زمینه

مانند انتقال حرارت، دینامیک سیالات، علـم مـواد و بیولـوژي 
. علیرغم اهمیـت ایـن نـوع مسـائل، ]20[ -]18[ کاربرد دارند

 بسیار کمی در این زمینه صورت گرفته است کـه در تحقیقات
، زکـی بـا ]21[مرجـع  کنیم. دراشاره می آنهاادامه به برخی از 

در حساب تغییـرات و  16استفاده از کاربردهاي ضرایب لاگرانژ
جز، شرایط لازم بهینگی گیري کسري جزبهکاربردن انتگرالبا به

دسـت ع شـده بهرا براي مسائل کنترل بهینه کسري مرتبه توزیـ
اله مقدار مرزي کسري مرتبه عنوان یک مس آورد. این شرایط به
اي حل آن روش اي غیرخطی بیان شد و برتوزیع شده دو نقطه

، مساله ]22[مرجع  کار برده شد. همچنین درمکانی لژاندر بهم
کنترل بهینه محدب نامقیدي درنظر گرفته شد که معادلات حاکم 

شد. توسط معادله پخش کسري مرتبه توزیع شده بیان می بر آن
طیفـی مبتنـی بـر -مطالعه، ابتدا با استفاده از روش شبهدر این 

هــاي بــا اســتفاده از فرمولو  17هاي ژاکــوبیايچندجملــه
مساله مذکور به یک مساله  18لوباتو-گاوس-ژاکوبیگیري انتگرال

تبدیل شد و  19مساله کنترل بهینه کسري مرتبه توزیع شده عادي
ــژ-پــس از تشــکیل معــادلات اویلــر ــد  20لاگران ــر و فرآین نظی

، 21لوباتو-گاوس-گیري عددي بر اساس درونیابی ژاکوبینتگرالا
، راهکار محاسباتی ]23[مرجع  جواب مساله حاصل گردید. در

براي حل مسائل کنترل  22مستقیمی بر اساس موجک برنشتاین
، یـک ]24[مرجـع  در بهینه کسري مرتبه توزیع شده ارائه شد.

                                                             
14 Hermite scaling function 
15 Distributed–order time–fractional diffusion equations 
16 Lagrange multipliers 
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18 Jacobi – Gauss – Lobatto integration formula 
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22 Bernstein wavelets 
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براي حل هاي موضعی روش رونوشت مستقیم مبتنی بر تقریب
  کار گرفته شد.مسائل کنترل بهینه کسري مرتبه توزیع شده به

هاي حل مسایل کنترل بهینه را می توان به دو دسته کلی روش
هـاي غیرمسـتقیم تقسـیم کـرد. در هاي مسـتقیم و روشروش
لازم  هاي غیرمستقیم با استفاده از اصل پونتریاگین، شرایطروش

صورت یک مساله  آمده و به دست براي بهینگی جواب مساله به
شود. با حل مساله مقـدار اي بازنویسی میمقدار مرزي دو نقطه

از مساله اصـلی دسـت  دست آمده، به جواب تقریبی مرزي به
هــاي مســتقیم بــا کمــک طــرف دیگــر، در روش یــابیم. ازمی

سازي متغیرهاي کنترل و وضعیت، مساله اصلی به یـک گسسته
شـود کـه بـراي حـل آن ی تبدیل میریزي غیرخطمساله برنامه

دلیل  سازي موجود استفاده کرد. بههاي بهینهتوان از الگوریتممی
مشکلات مربوط به حل دستگاه معادلات حاصل از شرایط لازم 

هاي مستقیم به تحلیـل و بهینگی، در این مقاله از دیدگاه روش
 -  بررسی جواب مسایل کنترل بهینه شامل معادلات پخش زمان

  پردازیم. ري مرتبه توزیع شده میکس
ݑهدف ما در این مقاله، یـافتن کنتـرل  = ,ݔ)ݑ و وضـعیت  (ݐ

ݒ = ,ݔ)ݒ کسـري -که معادله پخـش زمـان طوري است به (ݐ
 :مرتبه توزیع شده

ݐܦܮ0ܴ 
,ݔ)ݒ(ߙ)߱ (ݐ −
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,ݔ) (ݐ = ,ݔ)ݍ (ݐ + ,ݔ)ݑ   ,(ݐ
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 )آ.1(

 با شرایط اولیه 

,ݔ)ݒ  ).ب1( 0) = 0    ,(ݔ)ߤ ≤ ݔ ≤ 1,   0 ≤ ݐ ≤ ߬, 

 و شرایط مرزي 

,0)ݒ  ).ج1( (ݐ = ,1)ݒ (ݐ = 0,    0 ≤ ݐ ≤ ߬, 

 شاخص عملکرد  همچنینبرآورده شود و 
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୲ࣞکمینه گردد. در روابط بـالا، 

ன(஑)
଴

ୖ୐ گر مشـتق کسـري بیـان

  2.2لیوویل است کـه در تعریـف -ریمانتوزیع شده در حالت 
ݍ تابع همچنیناست؛  معرفی شده = ,ݔ)ݍ ، 1منبـع بیرونـی (ݐ
ߤ = തݒتابعی معلوم و  (ݔ)ߤ = ,ݔ)തݒ  مقدار مورد انتظار براي (ݐ

ݒتابع وضعیت  = ,ݔ)ݒ   دهند.را نشان می  (ݐ
معرفـی  )1(در این مقاله، یک روش مستقیم براي حل مسـاله 

کسري مرتبـه توزیـع -منظور تقریب مشتقات زمان کنیم. بهمی
را مورد استفاده  L1لتنیکف و -هاي تقریبی گرانوالدششده، رو

آوریم. دسـت مـیه قرار داده و دو فرمول تقریبی براي مشتق ب
سـازي مکـانی از روش عناصـر متنـاهی براي گسسته همچنین

ط کنیم. شاخص عملکرد مساله نیز توساي خطی استفاده میتکه
شود. بر این اساس، مساله اي مرکب تقریب زده میقاعده ذوزنقه

یابد تقلیل می 2دبریزي درجه دوم محبه یک مساله برنامه )1(
را  تـوان آنعددي مناسب و کارآمـد می هايکه با کمک روش

 لیحل مسـا يبرا هاي عددي کارآمديروشامروزه  حل کرد.
در  آنهاتوان از که می داردها وجود حل دستگاه زیو ن يسازنهیبه

  .]26[، ]25[ حل معادلات دیفرانسیل بهره برد
گـر تلاشـی با توجه به اطلاعات نویسندگان، این بررسی بیـان

کسري توزیـع -گام در حل مسائل کنترل بهینه پخش زمانپیش
شده بدون نیاز به روش معمول تقریب آن با مسائل کنترل بهینه 

هاي این دستاورد با معرفی فرمول ، است.3ايکسري چند مرتبه
براي  L1 لتنیکف و-هاي گرانوالدتقریب ابتکاري بر پایه روش

هـاي عملیـاتی مشتقات کسري توزیع شده و سـاخت ماتریس
اي را برطـرف مرتبـه یاز به تقریب مساله با مساله چنـدنظیر، ن

کسـري -کند. طی این روش مساله کنترل بهینه پخش زمـانمی
سازي اکیـدا محـدب درجـه دو یک مساله بهینه توزیع شده به

و  گونه محاسـبات پیچیـدهیابد که حل آن داراي هیچتقلیل می
ــت و ــداري نیس ــک  ناپای ــا کم ــري آن ب ــه سراس ــواب بهین ج

  گردد.سازي مناسب حاصل میهاي بهینهالگوریتم
، تعاریف و 2سازماندهی این مقاله به شرح زیر است: در بخش 

، دو 3ري آورده شـده اسـت. در بخـش مقدمات حسابان کسـ
لیوویـل از یـک -فرمول براي تقریب مشتق کسري چپ ریمان

                                                             
1 External source 
2 Convex quadratic programming problem 
3 Multi-term 
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، روش پیشـنهادي 4شـود. در بخـش تابع هموار، استخراج می
ریزي فرم درجه دو مسـاله برنامـه همچنینشود. شرح داده می

، 5آیـد. در بخـش دست می خطی حاصل نیز در این بخش به
سازي روش پیشنهاد شده بـر روي دهنتایج عددي حاصل از پیا

گیري کلی در بخش گردد و در نهایت نتیجهدو مثال، گزارش می
  شود.بیان می 6

  مفاهیمی از حسابان کسري. 2
 در این بخش برخی از تعاریف مشتقات کسـري را در حالـت

  .کنیممرور می ]29[ -]27[ با توجه به مراجع لیوویل-ریمان
لیوویل از مرتبه -مشتق کسري چپ و راست ریمان .2.1تعریف 

ߙ ∈ ܽ، براي (ݐ)݂، از تابع (0,1) ≤ ݐ ≤ ترتیب هماننـد  ، بهܾ
   گردد:زیر تعریف می

 ௔ோ௅ࣞ௧
ఈ݂(ݐ) =

1
Γ(1− (ߙ

݀
ݐ݀
න
௧

௔

(ݏ)݂
ݐ) − ఈ(ݏ ݐ    ,ݏ݀ > ܽ, 

 و 

 ௧ோ௅ࣞ௕
ఈ݂(ݐ) =

−1
Γ(1− (ߙ

݀
ݐ݀
න
௕

௧

(ݏ)݂
ݏ) − ఈ(ݐ ݐ    ,ݏ݀ < ܾ. 

ߙفــرض کنیــد بــراي   .2.2ف تعریــ ∈ داشــته باشــیم  (0,1)
(ߙ)߱ ⩾ 1∫و  0

0 ߙ݀(ߙ)߱ > صورت مشتق کسري  . در این0
 ،(ݐ)݂لیوویل چپ و راست از تـابع -ریمان 1مرتبه توزیع شده

ܽبراي  ≤ ݐ ≤  شود: ترتیب همانند زیر تعریف می ، بهܾ

 ௔ோ௅ࣞ௧
ఠ(ఈ)݂(ݐ) = න

ଵ

଴
௔ோ௅ࣞ௧(ߙ)߱

ఈ݂(ݐ)݀ߙ, 

  و 

 ௧ோ௅ࣞ௕
ఠ(ఈ)݂(ݐ) = න

ଵ

଴
௧ோ௅ࣞ௕(ߙ)߱

ఈ݂(ݐ)݀ߙ. 

کسري مرتبه توزیع  مشتق براي تقریبی هايفرمول .3
  لیوویل-شده چپ ریمان

را به  لتنیکف (که آن-در این بخش با استفاده از روش گرانوالد
، دو L1 روش همچنـیندهیم) و نشان مـی GLاختصار با نماد 

                                                             
1 Distributed – order fractional derivative 

مرتبه توزیع شده چپ  فرمول تقریبی براي برآورد مشتق کسري
آوریم. براي این منظور، فرض کنیم دست میه لیوویل ب-ریمان
اندازه کـافی همـوار باشـد کـه روي بـازه  ، تابعی به(ݐ)݂تابع 

[0, زیـر بـازه  ݊بندي این بازه به شود. با تقسیم، تعریف می[߬
 :صورت اي بهمساوي، نقاط گره

௜ݐ = ݅ℎ,    ℎ =
߬
݊ ,    ݅ = 0, 1,⋯ ,݊, 

گر نمایان (ߙ)߱ کنیمفرض می همچنینشوند. در نظر گرفته می
تعریف باشد که در شرایط بیان شده در  3یا تابع وزن 2تابع توزیع

  .کندصدق می 2.2

 GLماتریس عملیاتی مشتق بر پایه  .3.1

 بـه مفهـوم لتنیکف براي تقریب مشتق کسري-فرمول گرانوالد
ߙلیوویل از مرتبه -ریمان ∈  همواربه طور کافی از تابع  (0,1)
ݐدر  (ݐ)݂ =    :]31[، ]30[ صورت زیر است به ௜ݐ

 0
ோ௅ࣞ௧

ఈ݂(ݐ)ฬ
௧ୀ௧೔

≃෍
௜

௝ୀ଴
௝ܽ(ߙ)݂൫ݐ௜ି௝൯, ݅ = 0, … ,݊, 

)2( 

  که در آن  

௝ܽ(ߙ) ≔
(−1)௝

ℎఈ
ቀ
ߙ
݆ ቁ =

(−1)௝

ℎఈ
Γ(ߙ + 1)

Γ(݆ + 1)Γ(ߙ − ݆ + 1). 

، یک فرمول تقریبی براي مشتق )2( در ادامه با استفاده از فرمول
ݐدر  (ݐ)݂لیوویل از تابع -کسري مرتبه توزیع شده ریمان = ، ௜ݐ

  آوریم:دست میه ب

    ଴ோ௅ࣞ௧
ఠ(ఈ)݂(ݐ)ห௧ୀ௧೔ = න

ଵ

଴
଴ோ௅ࣞ௧ ](ߙ)߱

ఈ݂(ݐ)]௧ୀ௧೔݀ߙ

≃ න
ଵ

଴
(ߙ)߱ ቎෍

௜

௝ୀ଴
௝ܽ(ߙ)݂൫ݐ௜ି௝൯቏݀ߙ

= ෍
௜

௝ୀ଴

ቈන
ଵ

଴
(ߙ)߱ ௝ܽ(ߙ)݀ߙ቉ ݂൫ݐ௜ି௝൯. 

݇߸: اکنون اگر قرار دهیم
GL ≔ ∫1

0
(ߙ)߱ (−1)݆

ℎߙ
ቀ
ߙ
݇ቁ  ایندر ، ߙ݀

                                                             
2 Distribution function 
3 Weight function 
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  صورت داریم: 

 0
ோ௅ࣞ௧

ఠ(ఈ)݂(ݐ)ฬ
௧ୀ௧೔

≃෍
௜

௝ୀ଴

߸௝ୋ୐݂൫ݐ௜ି௝൯,   ݅  = 0,1, … ,݊. 

)3( 

,0߸براي محاسبه  … توان از قواعد کوادراتوري مناسب ، می݊߸,
  گیري خودکار استفاده کرد. هاي انتگرالیا کد
براي مشتق کسري مرتبه  GLفرمول تقریبی بر پایه  را )3(رابطه 

ݐدر  (ݐ)݂لیوویل از تـابع -توزیع شده ریمان = راي ــــــب ௜ݐ
݅ = 0,1, … ,   گیریم. اینک با معرفیر نظر می، د݊

܎ = ,(ଵݐ)݂,(଴ݐ)݂] …   ,்[(௡ݐ)݂,

መ(ఠ)܎  = [ ଴ோ௅ࣞ௧
ఠ(ఈ)݂(ݐ)ห௧ୀ௧బ ,  ଴ோ௅ࣞ௧

ఠ(ఈ)݂(ݐ)ห௧ୀ௧భ , 

                                                         … ,  ଴ோ௅ࣞ௧
ఠ(ఈ)݂(ݐ)ห௧ୀ௧೙]் ,  

)4( 

  :صورت به )3( فرم ماتریسی

መ(ఠ)܎  )5( ≃ ۲௡ାଵ
ୋ୐  ,܎ 

  شود، که در آن بیان می

)6(  ۲୬ାଵ
ୋ୐ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ ߸଴

ீ௅ 0 0
߸ଵ
ீ௅ ߸଴

ீ௅ 0
߸ଶ
ீ௅ ߸ଵ

ீ௅ ߸଴
ீ௅

0 ⋯ 0
0 ⋯ 0
0 ⋯ 0

߸ଷ
ீ௅ ߸ଶ

ீ௅ ߸ଵ
ீ௅

⋱ ⋱ ⋱
߸௡
ீ௅ ߸௡ିଵ

ீ௅ ߸௡ିଶ
ீ௅

߸଴
ீ௅ ⋯ 0
⋱ ⋱ ⋮

߸௡ିଷ
ீ௅ ⋯ ߸଴

ீ௅⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

نظیر مشـتق کسـري مرتبـه  GLماتریس عملیاتی مشتق بر پایه 
  شود.لیوویل نامیده می-توزیع شده ریمان

  L1ماتریس عملیاتی مشتق بر پایه  .3.2
لیوویـل از مرتبـه -براي تقریب مشتق کسري ریمان L1فرمول 

ߙ ∈ (0)݂شرط  با (ݐ)݂ از تابع هموار (0,1) = ݐدر  0 =  ௜ݐ
    :]31[، ]30[ صورت زیر است به

 0
ோ௅ࣞ௧

ఈ݂(ݐ)ฬ
௧ୀ௧೔

≃  ෍
௜ିଵ

௝ୀ଴

ܾ௜ି௝ିଵ(ߙ)ൣ݂൫ݐ௝ାଵ൯ − ݂൫ݐ௝൯൧, 

                                            ݅ = 1, … , ݊,  
)7( 

  که در آن  

ܾ௞(ߙ) ≔
ℎିఈ

Γ(2− (ߙ [(݇ + 1)ଵିఈ − ݇ଵିఈ]. 

، یک فرمول تقریبی براي مشتق )7(در ادامه با استفاده از فرمول 
ݐدر  (ݐ)݂لیوویل از تابع -کسري مرتبه توزیع شده ریمان = ، ௜ݐ

  آوریم: دست میه ب

 ଴ோ௅ࣞ௧
ఠ(ఈ)݂(ݐ)ห௧ୀ௧೔ = න

ଵ

଴
଴ோ௅ࣞ௧ ](ߙ)߱

ఈ݂(ݐ)]௧ୀ௧೔݀ߙ 

≃ න
ଵ

଴
(ߙ)߱ ൦෍

௜ିଵ

௝ୀ଴

ܾ௜ି௝ିଵ(ߙ)ൣ݂൫ݐ௝ାଵ൯ − ݂൫ݐ௝൯൧൪݀ߙ 

= ෍
௜ିଵ

௝ୀ଴

ቈන
ଵ

଴
቉ߙ݀(ߙ)௜ି௝ିଵܾ(ߙ)߱ ൣ݂൫ݐ௝ାଵ൯ − ݂൫ݐ௝൯൧. 

݇߸اگر قرار دهیم 
L1 ≔ ∫1

0
  داریم:  ߙ݀(ߙ)1−݆−ܾ݅(ߙ)߱

 ଴ோ௅ࣞ௧
ఠ(ఈ)݂(ݐ)ห௧ୀ௧೔ = ෍

௜ିଵ

௝ୀ଴

߸௜ି௝ିଵ
୐ଵ ൣ݂൫ݐ௝ାଵ൯  − ݂൫ݐ௝൯൧, 

                                        ݅ = 1, … , ݊.           
)8( 

براي مشتق کسري مرتبه  L1) را فرمول تقریبی بر پایه 8رابطه (
ݐ در (ݐ)݂لیوویل از تـابع -توزیع شده ریمان = راي ــــــب ௜ݐ
݅ = 0,1, … ,   :صورت به )8(گیریم. فرم ماتریسی در نظر می ،݊

መ(ఠ)܎ ≃ ۲௡ାଵ
୐ଵ   ,܎ 

 شود، که در آن بیان می

۲௡ାଵ
୐ଵ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

0 0          0
−߸଴

୐ଵ ߸଴
୐ଵ          0

−߸ଵ
୐ଵ ߸ଵ

୐ଵ −߸଴
୐ଵ             ߸଴

୐ଵ

−߸ଶ
୐ଵ ߸ଶ

୐ଵ −߸ଵ
୐ଵ ߸ଵ

୐ଵ −߸଴
୐ଵ

⋱ ⋱ ⋱
−߸୬ିଵ

୐ଵ ߸୬ିଵ
୐ଵ −߸୬ିଶ

୐ଵ ߸୬ିଶ
୐ଵ −߸୬ିଷ

୐ଵ     

 

                                                                                                          

       
0        ⋯ 0
0           ⋯     0  
 0            ⋯  0
߸଴
୐ଵ ⋯  0
⋱ ⋱   ⋮

߸୬ିଷ
୐ଵ −߸୬ିସ

୐ଵ ⋯  ߸଴
୐ଵ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

    

 )9(  
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نظیر مشـتق کسـري مرتبـه  L1ماتریس عملیاتی مشتق بر پایه 
  شود. لیوویل نامیده می-توزیع شده ریمان

  روش پیشنهادي. 4
سازي مساله را در در این بخش، روش پیشنهادي براي گسسته

ریزي علاوه فرم ماتریسی مساله برنامهدهیم. بهدو مرحله ارائه می
  آوریم. دست میه سازي مساله را بحاصل از گسستهدرجه دو 

  سازي نسبت به پارامتر مکانگسسته .4.1
اي خطـی را بـراي در این قسمت روش عناصـر متنـاهی تکـه

دهیم. پارامتر مکان شرح مـی نسبت به )1(سازي مساله گسسته
 (ݔ)߰) را در تابع هموار آ.1براي این منظور، ابتدا طرفین رابطه (

(0)߰شرایط صادق در  = ߰(1) = سـپس کنیم. ضرب می ،0
بـردن  کـارو ب [0,1]گیري از طرفین رابطه روي بازه با انتگرال

  آوریم: دست میه گیري جز به جز بانتگرال

)10(  

 0
ݐࣞܮܴ

(ߙ)߱ න
1

0
,ݔ)ݒ ݔ݀(ݔ)߰(ݐ + න

1

0

ݒ߲
ݔ߲

݀߰
ݔ݀

ݔ݀ 

= න
1

0
,ݔ)ݍ ݔ݀(ݔ)߰(ݐ

+ න
1

0
,ݔ)ݑ  (10)                  .ݔ݀(ݔ)߰(ݐ

صـورت  زیربـازه بـه ݊بـه  [0,1]بندي دامنه فضـایی با تقسیم
௜ݔ]   گیریم: اي زیر را در نظر می، نقاط گره[௜ାଵݔ,

௜ݔ = ݅ℎ௫ ,    ℎ௫ =
1
݊ ,    ݅ = 0,1, … ,݊. 

݅براي هر  = 0,1, … , را  (ݔ)݅߰اي خطی (کلاهی) تابع تکه ،݊
  کنیم:صورت زیر تعریف می به

߰௜(ݔ) =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
ݔ − (݅ − 1)ℎ௫

ℎ௫
    (݅ − 1)ℎ௫ ⩽ ݔ ⩽ ݅ℎ௫

ݔ− + (݅ + 1)ℎ௫
ℎ௫

    ݅ℎ௫ ⩽ ݔ ⩽ (݅ + 1)ℎ௫
 ݁ݏ݅ݓݎℎ݁ݐ݋     0

 

)11( 

کند، ایط دلتاي کرونکر صدق میتوجه کنید که این تابع در شر
  :عبارتی به

)12(  ߰௜൫ݔ௝൯ = ൜1 ݆ = ݅
0 ݆ ≠ ݅  ,      ݅, ݆ = 0,1,⋯ , ݊. 

 ، توابع کنتـرل و وضـعیت را بـه)11( رابطه اینک با استفاده از
   نویسیم: زیر می صورت

,ݔ)݂ݒ  )13( (ݐ ≔෍
݊

݆=0

 (ݔ)݆߰(ݐ)݆ݒ

,ݔ)݂ݑ  )14( (ݐ ≔෍
݊

݆=0

 (ݔ)݆߰(ݐ)݆ݑ

و ارزیابی  )10( رابطه در )14(و  )13(هاي رابطه با جایگذاري
(ݔ)߰این معادله براي  = ߰௜(ݔ) ،݅ = 1,2,⋯݊− دسـتگاه  ،1

݊ خطی شامل −   آید: دست میه معادله دیفرانسیل زیر ب 1

 ଴ோ௅ࣞ௧
ఠ(ఈ) ෍

௡

௝ୀ଴

න(ݐ)௝ݒ
ଵ

଴
߰௝(ݔ)߰௜(ݔ)݀ݔ

+෍
௡

௝ୀ଴

න(ݐ)௝ݒ
ଵ

଴

݀߰௝
ݔ݀

݀߰௜

ݔ݀              ݔ݀ 

= න
ଵ

଴
,ݔ)ݍ  ݔ݀(ݔ)௜߰(ݐ

+෍
௡

௝ୀ଴

න(ݐ)௝ݑ
ଵ

଴
߰௝(ݔ)߰௜(ݔ)݀ݔ, 

                ݅ = 1, … , ݊ − 1.   
)15( 

  با تعریف 
(ݐ)ܞ ≔ ,(ݐ)଴ݒ] ⋯,(ݐ)ଵݒ ்[(ݐ)௡ݒ, ,    

(ݐ)ܝ ≔ ⋯,(ݐ)ଵݑ,(ݐ)଴ݑ] , ்[(ݐ)௡ݑ , 

 :صورت به )15(فرم ماتریسی دستگاه معادلات 

௙ ଴ோ௅ࣞ௧ۻ
ఠ(ఈ)(ݐ)ܞ (ݐ)ܝ ௙ۻ−(ݐ)ܞ ௙ۼ+ =    ,(ݐ)௙ܙ

ݐ ∈ (0, ߬)   
)16( 

ـــان می ـــود کبی ــــش ݂ۼ,݂ۻه در آن ـــ ∈ ℝ
و  (1+݊)×(1−݊)

(ݐ)݂ܙ ∈ ℝ(݊−1) ،ترتیب، با استفاده از روابط زیـر حاصـل  به
 شوند: می
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௜௝(௙ۻ) = න
ଵ

଴
߰௜(ݔ)߰௝(ݔ) ݀ݔ,        ݅, ݆ = 1, … , ݊ − 1, 

௜௝(௙ۼ) = න
ଵ

଴

݀߰௜

ݔ݀
݀߰௝
ݔ݀ ,݅        ,ݔ݀  ݆ = 1, … , ݊ − 1, 

௜((ݐ)௙ܙ) = න
ଵ

଴
,ݔ)ݍ ݅        ,ݔ݀ (ݔ)௜߰(ݐ = 1, … ,݊ − 1. 

 آوریم: می دست هب مرکب، ايذوزنقه قاعده کمک با که کنید توجه

௜((ݐ)௙ܙ) = ℎ௫ ℎ௫݅)ݍ  , ݅    ,(ݐ = 1,2,⋯ ,݊ − 1. 

 ) بـهب.1اي مکانی، شـرایط اولیـه (با در نظر گرفتن نقاط گره
  شوند:صورت زیر گسسته می

(0)ܞ  )17( = ࣆ = ⋯,(ଵݔ)ߤ,(଴ݔ)ߤ] ,  .்[(௡ݔ)ߤ

  :صورت ) نیز بهج.1صورت مشابه، شرایط مرزي ( به

(ݐ)ܞ۱  )18( = 0 

۱شوند که گسسته می ∈ ℝଶ×(௡ାଵ) و برابر است با:   

۱ = ቀ1 0 ⋯ 0 0
0 0 ⋯ 0 1ቁ. 

) و آ.1( رابطه در )14(و  )13( هايرابطه با جایگذاري همچنین
اي مرکـب و بـا درنظـر گـرفتن سپس استفاده از قاعده ذوزنقه

صورت زیر تقریب زده  شاخص عملکرد مساله به ،)12(ویژگی 
  شود: می

⋯,ଵݑ,଴ݑ)ܬ (௡ݑ, =
1
2
න
ఛ

଴
൥෍
௡

௜ୀ଴

௜ݓ
௫(ݒ௜(ݐ − ଶ൩((ݐ)௜ݒ̅ ݐ݀

+
1
2
න
ఛ

଴
൥෍
௡

௜ୀ଴

௜ݓ
௫ݑ௜ଶ(ݐ)൩  ,ݐ݀

)19(  
  که در آن  

଴௫ݓ =
ℎ௫
2 ଵ௫ݓ, = ℎ௫ , … ௡ିଵ௫ݓ, = ℎ௫ ௡௫ݓ, =

ℎ௫
2 . 

 با تعریف 

(ݐ)തܞ = ,(ݐ)଴ݒ̅] ⋯,(ݐ)ଵݒ̅ , ்[(ݐ)௡ݒ̅ ,    

௫܅ = ଴௫ݓ]݃ܽ݅݀ ଵ௫ݓ, ,⋯  ,[௡௫ݓ,

  گردد: فرم ماتریسی زیر بازنویسی می به )19(رابطه 

(ܝ)ܬ   =  
1
2
න [
ఛ

଴
−(ݐ)ܞ௫܅்(ݐ)ܞ  (ݐ)ܞ௫܅்(ݐ)തܞ2

+ ݐ݀[(ݐ)തܞ௫܅்(ݐ)തܞ

+
1
2
න
ఛ

଴
 ,ݐ݀[(ݐ)ܝ௫܅்(ݐ)ܝ]

)20(  
) به مسـاله 1)، مساله (20(-)16اکنون با درنظر گرفتن روابط (

کسري توزیع شده زیر -کنترل بهینه شامل دستگاه معادلات زمان
  شود:  تبدیل می

min ܬ (ܝ) =
1
2
න [
ఛ

଴
−(ݐ)ܞ௫܅்(ݐ)ܞ  (ݐ)ܞ௫܅்(ݐ)തܞ2

+ ݐ݀[(ݐ)തܞ௫܅்(ݐ)തܞ

+
1
2
න
ఛ

଴
 ,ݐ݀[(ݐ)ܝ௫܅்(ݐ)ܝ]

  .آ)21( 

s. t.   ۻ௙ ଴ோ௅ࣞ௧
ఠ(ఈ)(ݐ)ܞ (ݐ)ܝ ௙ۻ−(ݐ)ܞ ௙ۼ+  =

ݐ    ,(ݐ)௙ܙ  ∈ (0, ߬)                

  .ب)21(

(0)ܞ  .ج)21( =  ,ࣆ

(ݐ)ܞ۱  .د)21( = ૙, 

  :صورت به ݂ۼو  ݂ۻهاي که در آن ماتریس

௙ۻ =
ℎ௫
6
⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
1    4    1                   

    1    4    1         
     ⋱    ⋱   ⋱     

           1    4    1    
               1    4    1 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤
, 

௙ۼ = ଵ
௛ೣ

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
−1    2   − 1                   

    −1    2   − 1         
     ⋱    ⋱   ⋱     

           −1    2   − 1    
                 −1    2   − 1 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤
, 

 همانند  (ݐ)݂ܙو بردار 

(ݐ)௙ܙ = ℎ௫[ݔ)ݍଵ, ,ଶݔ)ݍ,(ݐ ⋯,(ݐ ,௡ିଵݔ)ݍ,  ்[(ݐ

  آیند.دست می به
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  سازي نسبت به پارامتر زمانگسسته .4.2
,0]بندي بازه زمانی در این قسمت با تقسیم زیربـازه  ݉بـه  [߬

௝ݐൣنظیر  ,  :صورت بهاي که در آن نقاط گره ௝ାଵ൧ݐ

௝ݐ = ݆ℎ௧ ,    ℎ௧ =
߬
݉ ,    ݆ = 0,1, … ,݉, 

 )21(مسـاله مکانی را بـراي شوند، روش همدر نظر گرفته می 
در ایـن  )ب.21دهیم. با ارزیابی معادلات دینـامیکی (شرح می

 نقاط داریم: 

௙ ଴ோ௅ࣞ௧ࡹ 
ఠ(ఈ)(ݐ)ܞ|௧ୀ௧ೕ + ௝ܞ ௙ࡺ ௝ܝ ௙ࡹ− =     ,௝൯ݐ௙൫ܙ

                      ݆ = 0,1,⋯ ,݉,    
)22(  

݆ܞدر آن  کــه = ݆ܝو  ൯݆ݐ൫ܞ =  همچنــین شــاخص .൯݆ݐ൫ܝ
اي مرکب، همانند زیر )، با استفاده از قاعده ذوزنقهآ.21عملکرد (

  شود: بیان می

(࢛)ܬ = ଵ
ଶ
∑௠
௝ୀ଴ ௝௧ൣݓ ௝࢜

௫ࢃ்
௝࢜ − 2ഥ࢜௝்ࢃ௫

௝࢜ + ഥ࢜௝்ࢃ௫ഥ࢜௝൧ +
ଵ
ଶ
∑௠
௝ୀ଴ ௝௧ൣݓ ௝࢛

௫ࢃ்
௝࢛൧,  

)23(  
 که در آن 

଴௧ݓ =
ℎ௧
2 ଵ௧ݓ, = ℎ௧ , … ௡ିଵ௧ݓ, = ℎ௧ ௡௧ݓ, =

ℎ௧
2 . 

݉در  )د.21مـرزي (سرانجام بـا محاسـبه شـرایط  + نقطـه  1
݆، ݆ݐمکانی هم = 0,1, … و  )22(نظر گرفتن روابـط  و در، ݉,

  گردد:  سازي زیر رونوشت میبه مساله بهینه )21(، مساله )23(

Min  (ܝ)ܬ = ଵ
ଶ
∑௠
௝ୀ଴ ௝ܞ௫܅௝்ܞ௝௧ൣݓ − ௝ܞ௫܅ത௝்ܞ2 +

+ത௝൧ܞ௫܅ത௝்ܞ ଵ
ଶ
∑௠
௝ୀ଴   ,௝൧ܝ௫܅௝்ܝ௝௧ൣݓ

       .آ)24(
࢙. ࢚. ௙ ଴ோ௅ࣞ௧ࡹ 

ఠ(ఈ)࢜(ݐ)|௧ୀ௧ೕ ௙ ௝࢜ࡺ+ ௙ ௝࢛ܯ− =  ,௝൯ݐ௙൫ࢗ 

                                                                        ݆ = 0,1,⋯ ,݉,          

 .ب)24(

଴ܞ   .ج)24( =  ,ࣆ

௝ܞ۱  .د)24( = ૙,     ݆ = 0,1,⋯ ,݉. 

ــه دو و مســاله بهینه ــابع هــدف درج ــل، داراي ت ســازي حاص
ریزي برنامه هاي خطی است، بنابراین در رده مسائلمحدودیت
هـاي تمتوان الگوریگیرد که براي حل آن میقرار می 1درجه دو

  کار برد.صورت موثر و کارا ب سازي درجه دو را بهبهینه

  ریزي درجه دوفرم ماتریسی مساله برنامه .4.3
دسـت ه ریزي درجه دو ببراي تعیین فرم ماتریسی مساله برنامه

 دهیم: ، قرار می)24(آمده در رابطه 

܄ = ଵܞ    ଴ܞ])܋܍ܞ     ⋯   ,(்[௠ܞ    

܃ = ଵܝ    ଴ܝ])܋܍ܞ     ⋯  ,(்[௠ܝ    

ഥ܄ = തଵܞ    ത଴ܞ])܋܍ܞ     ⋯   ,(்[ത௠ܞ    

ۿ = ⋯   (ଵݐ)௙ܙ   (଴ݐ)௙ܙቀൣ܋܍ܞ  ,൧்ቁ(௠ݐ)௙ܙ    

است. لازم بـه  2ساز، عملگر بردار܋܍ܞکه در آن منظور از نماد 
 ࡭بر روي ماتریس مربعـی  ܋܍ܞتوضیح است که حاصل عمل 

هاي عبارت است از برداري که از زیـر هـم قـرار دادن سـتون
ا تعریـف بـردار متغیرهـاي اکنون بآید. دست میه ب ࡭ ماتریس
܈ صورت به تصمیم ≔ ்܄] هاي نمادگذاري زو استفاده ا ்[்܃,

  شود:صورت زیر نوشته می ) بهآ.24بالا، تابع هدف (

 که در آن 

۶ = ൬܅
௫⊗܅௧ ૙

૙  ,௧൰܅⊗௫܅

܎  = −ቀ܄ഥ
(௧܅⊗௫܅)்

૙
ቁ,  

଴݂ =
1
܄2
ഥ்(܅௫⊗܅௧)܄ഥ, 

ݐ܅جا در این ≔ diag[0ݓ
ݐ 1ݓ,

ݐ , … ݉ݓ,
ݐ  ⊗نمـاد  همچنینو  [

  است.  3گر ضرب کرونکربیان
ـــک ( ـــادلات دینامی ـــی ب.24مع ـــکل ماتریس ) 26() در ش

  .شوندبندي میفرمول

                                                             
1 Quadratic programming problem 
2 Vectorization operator 
3 Kronecker product 

(܈)௡,௠ܬ  )25( =
1
܈2

+܈۶் +܈்܎  ,૙܎
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)26(  
ቀ൫ۻ௙⊗ ۷௠ାଵ൯(۷௡ାଵ ⊗۲௠ାଵ)

+ ൫ۼ௙ ⊗ ۷௠ାଵ൯ቁ܄

− ൫ۻ௙ ⊗ ۷௠ାଵ൯܃ =  ۿ

است  L1یا  GLبر پایه ماتریس عملیاتی مشتق  1+۲݉که در آن 
 )د.24) و (ج.24هاي (-دودیتمح معرفی شد. 3در بخش  که

  توانند همانند زیر بیان شوند:نیز می
)27(  (۷௡ାଵ ܄(۳⊗ = ⊗ࣆ)  (܊

)28(  (۱⊗ ۷௠ାଵ)܄ = ૙, 

  که در آن 
۳ = ൬1 ૙ଵ×௠

૙௠×ଵ ૙௠×௠
൰ ܊    , = [1 | ૙ଵ×௠]். 

، شکل ماتریسـی مسـاله )28(-)25(با در نظر گرفتن معادلات 
زیـر  همانند )24( رابطه دست آمده دره ریزي درجه دو ببرنامه

  شود: بیان می

)29(  min (܈)௡,௠ܬ  =
1
܈2

+܈۶் +܈்܎  , ૙܎

s. t.    ܈ۯ =  ,ܐ

  که در آن 

ۯ = ൮
ቀ൫ۻ௙⊗ ۷௠ାଵ൯(۷௡ାଵ ⊗۲௠ାଵ) + ൫ۼ௙ ⊗ ۷௠ାଵ൯ቁ

(۷௡ାଵ ⊗۳)
(۱⊗ ۷௠ାଵ)

 

                                            
−൫ۻ௙ ⊗ ۷௠ାଵ൯

૙
૙

ቍ, 

ܐ = ൭
ۿ     
⊗ࣆ ܊
     ૙

൱. 

داراي سـاختار خلـوت  )29(ریزي برنامهدر مساله  ۯماتریس 
سازي این ویژگی (خلـوت بـودن (تنک) است. از دیدگاه بهینه

طـور قابـل تـوجهی  ) بسیار سودمند است، زیرا بـهۯماتریس 
را براي حل کارآمدتر  پیچیدگی محاسباتی را کاهش داده و آن

در مسائلی با مقیاس بزرگ، این ویژگـی  به خصوصسازد. می
 که عناصر روي داراي اهمیت بیشتري است. به علاوه، از آنجایی

ضـرب وزن هـاي قاعـده نتیجه حاصل ۶ قطر ماتریس هسین
ــريانتگــرال ــه اي مرکــب هســتند گی ــن وزن ذوزنق هــاي و ای
یـک مـاتریس  ۶همواره مثبت هستند، مـاتریس  گیريانتگرال

. مثبت و بنابراین یک ماتریس معین مثبت استقطري با عناصر 

اکیـدا  )29(ریزي کند که مسـاله برنامـهاین ویژگی تضمین می
محدب است و لذا داراي کمینه سراسـري یکتاسـت. بنـابراین 

 4درونـی محـدب-هاي کارایی نظیـر الگـوریتم نقطـهالگوریتم

  کار رود.تواند براي حل آن بمی

  نتایج عددي. 5
را با اعمال  4ایی روش پیشنهاد شده در بخش در این بخش کار

دهیم. لازم به ذکر آن بر دو مثال و گزارش نتایج عددي نشان می
 صـورت 5افزار متلـبها در محیط نرمسازي مثالاست که مدل

سـازي درجـه دو مساله بهینه براي حل همچنینگرفته است و 
  ایم.کار بردهرا ب quadprogحاصل، دستور 

 :]22[گیریم که در آن نظر می ) را در1( لهامس :1مثال 

,ݔ)௘௫ݒ (ݐ = sin(ݐߨ) sin(ݔߨ),     
,ݔ)௘௫ݑ (ݐ = 0,   
,ݔ)ݒ̅  (ݐ = sin(ݐߨ) sin(ݔߨ) 

,ݔ)ݍ (ݐ = ቀ
ߨ
2
ቁ sin(ݔߨ)෍ቈ((݅ݐߨ)௞

ஶ

௞ୀ଴

+ ௞)න(ݐߨ݅−)
ଵ

଴
(ߙ)߱

ଵିఈݐ

Γ(݇ + 2 − (ߙ ቉ߙ݀ 

+ ଶߨ sin(ݐߨ) sin(ݔߨ). 

(ߙ)߱روش ارائه شده را بر این مثال با  = 5ఈ کار بـردیم. در ب
,ݔ)ݒهاي تقریبی بـراي ، نمودار جواب)1(شکل  ,ݔ)ݑو  (ݐ  (ݐ

݊، بـراي L1حاصل از روش مستقیم مبتنـی بـر  = ݉ = 50 ،
هاي دقیق و نمودار تابع خطا رسم شـده همراه نمودار جواببه

هاي تقریبی دست آمده از جوابه ، خطاي ب)1(است. در جدول 
,ݔ)ݒبراي  ,ݔ)ݑ، (ݐ و  GL هاي مبتنی برحاصل از روش ܬو  (ݐ

 ازاي مقادیر ) هر روش بهܷܲܥهمراه با زمان محاسبات (  L1و 
حسـب  محاسبات برزمان  گزارش شده است. ݉و  ݊مختلف 

  6لگاریتمی-مقیاس نیم در )1( ثانیه است. نمودار متناظر با جدول
دقت شود که براي  آورده شده است. ،)2(در شکل  6لگاریتمی

استفاده  7مربعات دو مثال از نرم جذر میانگینمحاسبه خطا در 

                                                             
4 Convex interior-point 
5 Matlab software 
6 Semi-log scale 
7 Root mean squared 
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  :شودصورت زیر تعریف می کردیم که به

(ݒ)௡௠ܧ = ቌ
1

(݊ + 1)(݉ + 1)෍
௡

௜ୀ଴

෍
௠

௝ୀ଴

ቀݒ൫ݔ௜ , ௝൯ݐ

− ௜ݔ௘௫൫ݒ , ௝൯ቁݐ
ଶ
ቍ

ଵ
ଶ

, 

(ݑ)௡௠ܧ = ቌ
1

(݊ + 1)(݉ + 1)෍
௡

௜ୀ଴

෍
௠

௝ୀ଴

ቀݑ൫ݔ௜ , ௝൯ݐ

− ௜ݔ௘௫൫ݑ , ௝൯ቁݐ
ଶ
ቍ

ଵ
ଶ

, 

௜ݔ൫ݒدر آن  که , ௜ݔ൫ݑو  ௝൯ݐ , مقادیر تقریبی  گرترتیب بیان به ௝൯ݐ
,ݔ) نقطه در کنترل و وضعیت توابع (ݐ = ൫ݔ௜ , ,݅ݔ൫ݔ݁ݒو  ௝൯ݐ  ൯݆ݐ

,݅ݔ൫ݔ݁ݑو  توابـع وضـعیت و  گر مقادیر دقیقترتیب بیان به ൯݆ݐ
,ݔ)کنترل درنقطه  (ݐ = ൫ݔ௜ ,   .هستند ௝൯ݐ

 :آنگیریم که در نظر می ) را در1( هلامس :2مثال 

,ݔ)௘௫ܞ (ݐ = ݐ
ହ
ଶ(ݔଶ −     ,(ݔ

,ݔ)௘௫ܝ (ݐ = ଶ(1ݔ − −ଶ)(1ݔ ଵି௧݁(ݐ , 

,ݔ)തܞ (ݐ = ଶ(1ݔ − ଶ)෍ݔ
ஶ

௞ୀ଴

(݇

+ 1) ቈන
ଵ

଴
(ߙ)ݓ

(1− ௞ିఈାଵ(ݐ

Γ(݇ + 2 − (ߙ ቉ߙ݀ 

+ ଶݔ12) − 2)(1 − ଵି௧݁(ݐ + ,ݔ)ܞ  ,(ݐ

,ݔ)ܙ (ݐ = Γ ൬
7
2
൰
ݐ
ଷ
ଶ(ݐ − ଶݔ)(1 − (ݔ

ln(ݐ) − ݐ2
ହ
ଶ − ,ݔ)ܝ  .(ݐ

(ߙ)߱ روش ارائه شده را بر روي این مثـال بـا = Γ ቀ଻
ଶ
−  ቁߙ

هـاي تقریبـی بـراي ، نمـودار جواب)3(کار بردیم. در شکل ب
,ݔ)ݒ ,ݔ)ݑو  (ݐ راي ــــــ، بL1حاصل از روش مبتنی بـر  (ݐ

݊ = ݉ = هاي دقیق و نمودار تابع همراه نمودار جواب، به50
آمده از  دسته ، خطاي ب)2(خطا، رسم شده است. در جدول 

ــیجواب ــاي تقریب ــراي ه ,ݔ)ݒ ب ,ݔ)ݑ، (ݐ ــل ا ܬو  (ݐ ز حاص
) ܷܲܥ( زمان محاسبات همراه با L1و  GLهاي مبتنی بر روش

گزارش شـده اسـت.  ݉و  ݊ازاي مقادیر مختلف  هر روش به
نمودار متناظر با  همچنینزمان محاسبات بر حسب ثانیه است. 

ارائـه شـده  )4(لگاریتمی، در شکل -در مقیاس نیم )2(جدول 
   است.

، مشخص است کـه توابـع وضـعیت و )3(و  )1(هاي از شکل
با  L1و  GLم مبتنی بر هاي مستقیکنترل تقریبی حاصل از روش

هاي دقیق داده شـده در همـاهنگی و سـازگاري بسـیار جواب
 دو یابیم هر، درمی)2(و  )1(خوبی هستند. با دقت در جداول 

روش داراي دقت مرتبه یک هستند که این موضوع بـا تئـوري 
محاسبات هر دو روش کم و تقریبا  زمان همچنینسازگار است؛ 

که بـا  شودمشاهده می ،)4(و  )2( یکسان است. از نمودارهاي
سرعت کـاهش  اي، خطاهاي عددي بهداد نقاط گرهافزایش تع

 هـاي تقریبـی بـهمفهوم اسـت کـه جوابیابند و این بدان می
  شوند.هاي واقعی همگرا میجواب

(ࢻ)࣓ با 1 مثال( :)1( جدول = ૞بر مبتنی مستقیم هايروش از حاصل ࢁࡼ࡯ محاسبات زمان و (ࡶ)࢓࢔ࡱ  و (࢛)࢓࢔ࡱ ،(࢜)࢓࢔ࡱ خطاهاي )،ࢻ GL و L1 به 

࢔ مختلف مقادیر ازاي =   .࢓
  GLروش مستقیم مبتنی بر   L1روش مستقیم مبتنی بر 

࢔ =  ࢓
 (࢜)࢓࢔ࡱ (ܝ)࢓࢔ࡱ (۸)࢓࢔ࡱ ࢁࡼ࡯ (࢜)࢓࢔ࡱ (࢜)࢓࢔ࡱ (࢜)࢓࢔ࡱ ࢁࡼ࡯

2.39 8.37݁ − 6 1.27݁ − 3 1.25݁ − 2 2.31 1.47݁ − 5 1.60݁ − 3 1.68݁ − 2 10 

7.06 1.16݁ − 6 7.19݁ − 4 6.66݁ − 3 6.97 2.30݁ − 6 9.55݁ − 4 9.45݁ − 3 20 

14.90 3.42݁ − 7 4.90݁ − 4 4.45݁ − 3 14.79 7.41݁ − 7 6.78݁ − 4 6.58݁ − 3 30 

25.93 1.41݁ − 7 3.68݁ − 4 3.31݁ − 3 25.94 3.26݁ − 7 5.266݁ − 4 5.05݁ − 3 40 

40.31 7.05݁ − 8 2.93݁ − 4 2.62݁ − 3 40.31 1.71݁ − 7 4.29݁ − 4 4.10݁ − 3 50 
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(ࢻ)࣓ با 1 مثال( ):1( شکل = ૞بر مبتنی مستقیم روش از آمده دست هب تقریبی هايجواب نمودار )،ࢻ L1، ࢔ براي = ࢓ = ૞૙، نمودار همراهبه 

  .خطا توابع نمودار و دقیق هايجواب

  
(ࢻ)࣓ با 1 مثال( ):2( شکل = ૞بر مبتنی مستقیم هايروش از حاصل (ࡶ)࢓࢔ࡱ و (࢛)࢓࢔ࡱ ،(࢜)࢓࢔ࡱ خطاهاي لگاریتم نمودار )،ࢻ GL و L1 مقادیر ازايبه 

࢔  مختلف =   .࢓
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(ࢻ)࣓ با 2 مثال( ):3( شکل = ડ ቀૠ

૛
− ࢔ براي  ،L1 بر مبتنی مستقیم روش از آمده دست هب تقریبی هايجواب نمودار )، ቁࢻ = ࢓ = ૞૙،  نمودار همراهبه 

  خطا. توابع نمودار و دقیق هايجواب

 
(ࢻ)࣓ با 2 مثال( ):4( شکل = ડ ቀૠ

૛
−  به L1 و GL بر مبتنی مستقیم هايروش از حاصل (ࡶ)࢓࢔ࡱ و (࢛)࢓࢔ࡱ ،(࢜)࢓࢔ࡱ خطاهاي لگاریتم نمودار )، ቁࢻ

࢔ مختلف مقادیر ازاي =   . ࢓
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(ࢻ)࣓ با 2 مثال( ):2( جدول = ડ ቀૠ
૛
−  و GL بر مبتنی مستقیم هايروش از حاصل ࢁࡼ࡯ محاسبات زمان و (ࡶ)࢓࢔ࡱ و (࢛)࢓࢔ࡱ ،(࢜)࢓࢔ࡱ خطاهاي )، ቁࢻ

L1 ࢔ مختلف مقادیر ازاي به =   .࢓
  GLروش مستقیم مبتنی بر   L1روش مستقیم مبتنی بر 

࢔ =  ࢓
 (࢜)࢓࢔ࡱ (ܝ)࢓࢔ࡱ (۸)࢓࢔ࡱ ࢁࡼ࡯ (࢜)࢓࢔ࡱ (࢜)࢓࢔ࡱ (࢜)࢓࢔ࡱ ࢁࡼ࡯

2.39 1.79݁ − 4 2.27݁ − 2 1.23݁ − 3 2.48 2.18݁ − 4 2.26݁ − 2 1.73݁ − 3 10 

7.14 3.24݁ − 5 8.54݁ − 3 4.44݁ − 4 7.13 4.54݁ − 5 8.53݁ − 3 7.41݁ − 4 20 

15.13 1.20݁ − 5 4.78݁ − 3 2.49݁ − 4 14.99 1.85݁ − 5 4.78݁ − 3 4.65݁ − 4 30 

26.44 6.03݁ − 6 3.15݁ − 3 1.67݁ − 4 26.36 9.97݁ − 6 3.16݁ − 3 3.37݁ − 4 40 

40.86 3.54݁ − 6 2.27݁ − 3 1.23݁ − 4 40.95 6.19݁ − 6 2.29݁ − 3 2.64݁ − 4 50 
  

  گیرينتیجه. 6
دادیم که  اي را مورد بررسی قراردر این مقاله، مسائل کنترل بهینه

کسري مرتبه توزیـع -توسط معادلات پخش زمان آنهادینامیک 
شد. یک روش مستقیم براي حل این مسـائل شده توصیف می

کسـري مرتبـه -معرفی کردیم. به منظور تقریب مشتقات زمـان
را مورد  L1لتنیکف و -هاي تقریبی گرانوالدشتوزیع شده، رو

آوردیم.  دست هب مشتق براي تقریبی فرمول دو و داده قرار استفاده
روش عناصـر متنـاهی  سـازي مکـانی ازبراي گسسته همچنین

بـا انتخـاب  استفاده کردیم. شاخص عملکرد نیز اي خطیتکه
اي مرکب، گسسته شد. به کوادراتور مناسب نظیر قاعده ذوزنقه

سازي درجه دو اکیدا این ترتیب، مساله اصلی به یک مساله بهینه
هـاي الگوریتم تـوان ازاي حل آن میمحدب تقلیل یافت که بر

کارایی روش سازي استفاده کرد. براي اثبات دقت و کاراي بهینه

پیشنهادي، دو مثال ارائه کردیم. با نگاهی به نمودارها و جدول 
هـاي تقریبـی در کـه جواب بریمضوع پی میخطاها به این مو

 هاي دقیق مساله هستند و نتایجهماهنگی بسیار خوبی با جواب
نتـایج  با کمـک ،علاوهبه با یکسان است.عددي دو روش تقری

ترتیب  در متغیرهاي حالت و کنترل به که دریافت توانمی عددي
1݁هاي به دقت مطلق از مرتبه − 1݁و  4 − با  رسید. خواهیم 2

نـوع  سـازي هـا در روش ارایـه شـده ازستهکه گستوجه به این
روش ارائه شده  ست، این دقت معقول و مناسب است.موضعی ا

اسبات پیچیده نـدارد و سادگی قابل اجراست و نیازي به مح به
  کار برد.ا براي حل رده وسیعی از مسائل بر توان آنمی

کنند که هیچ تعارض منـافعی تعارض منافع: نویسندگان اعلام می
   ندارند.
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