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مرتبه اول  لیفرانسیمتشکل از دو معادله د یخط یساده از عملکرد کبد انسان، دستگاه یاضیمدل ر کی
شوند، از یو سنجش ثبت م يریگاندازه ياز رو ینیبال ریو مقاد یشگاهیآزما يهااست. از آنجا که داده

بـا  جینتا دیر به تولها، منجداده تیبرخوردارند. لحاظ نمودن عدم قطع یقیو نادق تیعدم قطع یژگیو
است که امکان مشاهده  تیابزار توانا جهت برخورد با عدم قطع کی يشود. منطق فازیم شتریب تیفیک

 افتنیو  يمقاله، به مطالعه نظر نیا کند. دریحل مساله را فراهم م ندیآها، در فرداده تیاثرات عدم قطع
 يمنظور، از مفهوم مشتق هاکوهارا نیا ي. برامیازپردیم ،يفاز يهامدل مذکور همراه با داده يهاجواب
حل مساله در حالت  ندیآفر لی. ابتدا به تحلمیکنیمقدار، استفاده م يفاز يهامربوط به تابع افتهیتوسعه
. سپس، مساله را در دو میآوریرا به دست م کتایوجود جواب  یکاف طیو شرا میپردازیم ،يفاز کاملا

 هیباشند و مقدار اول یقیاعداد حق بیکه ضرا یحالت) 1(: میدهیقرار م العهطحالت خاص مجزا، مورد م
 يعـدد ه،یمتقارن و هم پهنا باشند و مقدار اول یمثلث ياعداد فاز بیکه ضرا یحالت )2( و باشد يفاز
و در انتها، با ارائه دو مثال، به  میآوریجواب را به دست م يهاباشد. در هر دو حالت، فرمول یقیحق

  .میپردازیم ج،ینتا یعمل يریح و بکارگیتشر

  CC-BYنویسندگان. مقاله با دسترسی آزاد تحت مجوز  1402 ©

  . مقدمه1
 قیتحق ضرورت و مساله اتیادب. 1.1

 زیسـت شـیمی، فیزیـک، نظیـر طبیعی علوم مسائل از سیاريب

 بـرق، نظیـر مهندسی علوم و هواشناسی شناسی، زمین شناسی،

 هايمـدل از هاییقالب در مصنوعی هوش و ترکامپیو مکانیک،

 مدل در چنانچه. ]3[ -]1[ شوندمی سازيپیاده و طراحی ریاضی

                                                             
 پژوهشیاله: نوع مق 

  نویسنده مسئول *
 )یلابچه( me.chehelabi@iau.ac.irک: الکترونی )هاي(پست

 نادقیق و نامطمئن مبهم، اطلاعات، و هاداده شده، تولید ریاضی

 تحلیل براي معمول طور به فازي يهامجموعه نظریه آنگاه باشند،

 تحلیـل و بررسی. ]7[ -]4[ دگیرمی قرار استفاده مورد مدل آن

 جالب موضوعات از یکی انسان، بدن مختلف يهابخش عملکرد

 مدلریاضی،  هايمدل این از یکی. است محققان توجه مورد و

 به نتایج اساس بر که است انسان کبد عملکرد به مربوط ریاضی

 ایـند. شومیتولید  )BSPن (برومسولفالتی تست از آمده دست

 دیفرانسـیل معـادلات دستگاه یک قالب در ،]8[مرجع  در مدل

  .است شده ارائه) 1مدل ( صورت به معمولی،
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)1(  ൜ (ݐ)ᇱݔ = (ݐ)ݔܽ− +        ,(ݐ)ݕܾ
(ݐ)ᇱݕ = (ݐ)ݔܽ − (ܾ +  ,(ݐ)ݕ(݀

(0)ݔ ،آن در که = ܫ > (0)ݕو  0 =  مـدل، نیـا دراسـت.  0
 در موجود BSP ماده زانیم بیترت به ،(ݐ)ݕو  (ݐ)ݔ مجهولات

 نشـان خون، در هیاول قیتزر از پس ،ݐ لحظه در را کبد و خون
 نرخ که هستند نامعلوم مثبت ثابت بیضرا ݀ و ܾ، ܽ .دهندمی

 و شیآزمـا قیطر از بیضرا نیا. دهندمی نشان را BSP انتقال
  .ندیآمی دست به ینیبال مشاهدات

 سـنجش و گیريانـدازه قیطر از یشگاهیآزما جینتا که آنجا از
 طور به .هستند قینادق و یرقطعیغل معمو طور به ،شوندمی افتی

 کنندهگیرياندازه يهادستگاه بودن بیار و دقت کاهش ،تردقیق
 يهـاابزار نکـردن برهیکـال زمـان، گذشـت با یفرسودگ اثر در

 نـامعلوم منابع وجود ،یطیمح طیشرا نبودن داریپا ،گیرياندازه
 جینتـا ،شـوندمی باعـث کـه هسـتند یعـوامل جملـه از خطـا،

  عنوان به. باشند برخوردار تیقطع عدم یژگیو از یشگاهیآزما
 محدوده در شخص کی ینیبال يهاداده اگر ،يشهود مثال کی

 دچـار شـخص کـه گفـت توانمین قطع، طور به نباشد نرمال
 در موجـود تیـقطع عـدم چنانچـه ن،یبنـابرا .شودمی يماریب

 کـار و سـر یمـدل با آنگاه گردد، لحاظ) 1( مدل در ،هاپارامتر
 کبـد عملکـرد از يترمناسب و جامع ریتفس که داشت میخواه
 عـدم شینمـا و نیـیتع کـه است ذکر قابل. کندمی ارائه انسان

 است شگاهیآزما متخصص عهده بر پارامترها، در موجود تیقطع
 یکـاف مهـارت و دانـش تجربـه، از نه،یزم نیا در طلبد،می که

 يبـرا توانا ابزار کی يفاز يهامجموعه نظریه. باشد برخوردار
 ما به ،يفاز اتیاضیر و است نامطمئن و قینادق يهاداده شینما

 آنها در موجود تیقطع عدم با همراه را هاداده تا دهدمی اجازه
 مقالـه، نیا هدف. میبپرداز مدل حل و ریتفس به و میریبگ بکار

 کـه، یحالت در آن، یلیتحل يهاجواب افتنی و) 1( مدل مطالعه
 داده يفاز اعداد صورت به ،ܫ هیاول مقدار و ݀ و ܾ، ܽ بیضرا
  .است ند،اهشد

 پیشینه تحقیق. 1.2

 و وتنیـن توسـط انتگـرال وبراي اولین بار، حساب دیفرانسیل 

 لژاندر، لاگرانژ، چون یبزرگ دانشمندان. شد يگذار هیپا تزیبنیلا
 و توسعه در یمهم نقش لتونیمه و ریما ،یبرنول کلبش، ژاکوبی،

 از نمونه کی) 1( مدل. ]9[ نمودند فایا لیفرانسید معادلات حل
 نشـان را مـرتبط، هـم بـه یخطـ لیفرانسید معادله دو دستگاه

 در که یحالت به را،) 1( مدل، ]10[مرجع  در سندگانینو. دهدمی
 گرفته نظر در کاپوتو يکسر مشتق ،یمعمول مشتق يجا به آن،

 روش اساس بر مدل، يعدد حل به سپس و دادند وسعهت شود،
  .پرداختند نیآدوم هیتجز

 میمفـاه کـردن بنـديمدل منظور به ،يفاز يهامجموعه نظریه
 پروفسور توسط بار نیاول يبرا دارند، قیردقیغ يمرزها که یذهن
 دهیـا شیدایـپ محض به. شد یمعرف یعلم يایدن به زاده یلطف

 لیفرانسید معادلات انواع از یبعض دهیا ،يفاز ریمقاد با تابع کی
 با مواجه در یاساس موضوعات از یکی. آمد وجود به زین يفاز

 مناســب مفهــوم کیــ از اســتفاده يفــاز لیفرانســید معــادلات
 اکثـر تـاکنون. ]14[ -]11[ اسـت يفاز طیمح در يریپذمشتق

 از معـادلات بـه ،يفـاز لیفرانسید معادلات نهیزم در قاتیتحق
 تــا و) دیـنیببرا  ]20[ -]15[مراجـع  نمونـه يبـرا( لاو مرتبـه

ــنیببرا  ]22[و  ]21[مراجــع ( دوم مرتبــه از هــم يحــدود  )دی
 اجـازه ما دانش که آنجا تا حال، نیا با. نداهشد داده اختصاص

 کی حل يبرا ،يعدد یروش ای یلیتحل یروش تاکنون دهد،می
ه ب واقع، رد. است نشده ارائه يفاز لیفرانسید معادلات دستگاه

 اریبسـ يفـاز لیفرانسـید معادلات دستگاه کی حل ،یکل طور
 مشـتق مفهـوم و يفاز يپارامترها و بیضرا به و است دشوار

 حالت در) 1( دستگاه. دارد یبستگ شود،می گرفته بکار که يفاز
 يفـاز لیفرانسـید معادلات دستگاه از خاص حالت کی ،يفاز

 ينـوآور و دهـدمی نشان را مجهول دو با معادله دو از متشکل
 فرمـول مطلـوب، طیشـرا اعمـال بـا کـه است آن ق،یتحق نیا

 دسـت بـه را دسـتگاه نیـا فرد به منحصر یلیتحل يهاجواب
  .آوردمی

  روش تحقیق . 1.3
 مطالعه با. است ياهکتابخان صورت به مقاله، نیا در قیتحق روش

 جینتـا از اسـتفاده و يفاز لیفرانسید معادلات با مرتبط مقالات
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 نیـا يبـرا. میپـردازمی مدل حل و لیتحل به ،یقبل شده افتی
 ]24[، ]23[ افتهیتوسعه يهاکوهارا يریپذمشتق مفهوم از منظور،
 يابـزار مشـتق، مفهوم نیا که، است ذکر قابل. میکنمی استفاده

 بر که است يفاز لیفرانسید معادلات حل در اجرا، قابل و توانا
 کی( متفاوت يرفتارها با جواب دو ل،معمو طور به آن، اساس
 افتی) ینزول يپهنا با گرید جواب و يصعود يپهنا با جواب

 ،یکل حالت در. ]26[، ]25[، ]20[، ]19[، ]17[ -]15[ شودمی
 جـواب از يرفتـار چـه نکـهیا به دارد یبستگ جواب، انتخاب
 مـدل توانـدمی بهتر جواب، کدام و است انتظار مورد دستگاه،

 مساله لیتحل به ابتدا ما. ]28[، ]27[ کند ریتفس را لعهمطا تحت
 یقـیرحقیغ يفـاز اعـداد صـورت به هاداده همه که یحالت در

 ،یلیتحل يهاجواب افتنی منظور به سپس و میپردازمی ،هستند
 طیشرا اعمال با و میکنمی هیتجز يترساده هايمدل به را مساله

 ریمقـاد و بیضـرا سیماتر يهاهیدرا بودن يفاز يرو خاص،
  .میپردازمی مدل هر ينظر مطالعه به ه،یاول

    هامراحل تحقیق و یافته. 1.4
 جهـت ،يفـاز کاملا حالت در مساله حل ندیفرا اتیجزئ ابتدا،

 جواب وجود جینتا دهیم ومی حیتشر ،یلیتحل يهاجواب افتنی
 يدشوار). 3.1 هیقض صورت به شده داده( کنیممیرا فراهم  کتای
 ،یلیتحل يهاجواب به دنیرس يبرا یمحاسبات يهایدگیچیپ و
 بـه یابیدسـت و يسـازسـاده جهـت ادامه، در و داده حیتشر را

 بـودن يفـاز از مجـزا حالت دو در مساله ،یلیتحل يهاجواب
 اعداد ݀و  ܾ ،ܽ بیضرا که یحالت -1: میکنمی مطالعه ،هاپارامتر

 یحالت -2. است يفاز يدعد ܫ هیاول مقدار و بوده مثبت یقیحق
 ܫ و ݀ و بوده پهنا هم مثبت یمثلث يفاز اعداد bو  ܽ بیضرا که

 بـه حـالات، نیـا از کیـ هـر در. هسـتند مثبت یقیحق اعداد
  5.1 و 4.1 يایقضا توسط که میابیمی دست جواب يهافرمول

 يریکـارگب و حیتشر به مثال، دو حلا ب ان،یپا در. نداهشد داده
  .میپردازمی شده، افتی جینتا یعمل

 . مفاهیم اولیه 2

 را يضـرور جینتا یبرخ و نمادها ه،یاول فیتعار بخش، نیا در

  يهامجموعه مفهوم  ،يفاز منطق در مفهوم نیاول .میکنمی مطرح
 از ياهدرج يدارا عضو هر آن در که مجموعه یعنی ،است يفاز

 از ییهانمونـه ،يفـاز اعـداد. اسـت کی تا صفر نیب تیعضو
 بـه ،يفـاز اتیاضـیر در امروزه که هستند يفاز يهامجموعه
  . شوندمی فیتعر ر،یز یعلم صورت

  صورت، به ݑ يفاز عدد کی .]7[ 2.1یف تعر

ఈ[ݑ] =  [(ߙ)ାݑ,(ߙ)ିݑ]
 در و شـودمی داده نشان شود،می دهینام ݑ رشب-ߙ شینما که 

و  [0,1) در چـپ وسـتهیپ کراندار، ،يصعود، تابع  (ߙ)ିݑ آن
ߙ در راست وستهیپ =  کرانـدار، ،نزولـی (ߙ)ାݑتابع ، ستا 0
ߙ در راست وستهیپو  [0,1)ر د چپ وستهیپ =  يراو ب ستا 0

ߙ هر ∈ (ߙ)ିݑ: میار، د[0,1] ≤   .(ߙ)ାݑ
ߙ يبرا ،تردقیق طور به ∈  : میارد ،[0,1)

ఈ[ݑ] = ݔ} ∈ ℝ: (ݔ)௨ߤ ≥    ,{ߙ
  و استݑ  يفاز عدد درݔ  تیعضو درجه (ݔ)௨ߤ آن، در که 

଴[ݑ] = (ݑ)݌݌ݑݏ = ݔ}݈ܿ ∈ ℝ: (ݔ)௨ߤ > 0},   
 ܣ مجموعه ستارب (ܣ)݈ܿ نجا،یا در. شودمی دهینام ݑ گاه هیتک که

 یقیحق خط يرو شده فیتعر يفاز اعداد تمام مجموعه .است
ℝ نماد با راℝி ݒ,ݑ يبـرا. میدهـمی نشان   ∈ ℝி ߣ و ∈ ℝ 
 : ]19[ میدار

ݑ] ⊕ ఈ[ݒ = (ߙ)ିݑ] + (ߙ)ାݑ,(ߙ)ିݒ +  ,[(ߙ)ାݒ

[λ⊙u]α= ൜[λuି(α),λu+(α)]; ߣ  ≥ 0
[λuା(α),λuି(α)];   λ<0 , 

ݑ] ⊙ ఈ[ݒ = [min {ݒ(ߙ)ିݑ,(ߙ)ିݒ(ߙ)ିݑା(ߙ), 

 ,{(ߙ)ାݒ(ߙ)ାݑ,(ߙ)ିݒ(ߙ)ାݑ

max {ݒ(ߙ)ିݑ,(ߙ)ିݒ(ߙ)ିݑା(ߙ), 

 ,[{(ߙ)ାݒ(ߙ)ାݑ,(ߙ)ିݒ(ߙ)ାݑ

کنیم که اعمال حسابی روي اعداد فازي بـه اعمـال میملاحظه 
بـرش اعـداد فـازي، -ߙ ، بر اساس نمایشهاحسابی روي بازه

به صورت زیر یابد. تعریف مشابه، براي عمل تفاضل، میانتقال 
  است.

ݒ,ݑ عدد دو .]19[ 2.2 تعریف ∈ ܴி عدد اگر. دیریبگ نظر در را 
ݑ که يطور به باشد داشتهوجود  ݓ يفاز = ݒ ⊕  ݓ آنگاه ،ݓ
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نامیده  ݒو  ݑ) دو عدد H-تفاضل یسادگ يبرا( هاکوهارا تفاضل
ݓ شده و با = ݑ ⊖   .شودمی داده نشان ݒ

ݑاگر  ⊖   :شد خواهد آن يهابرشߙ- آنگاه باشد، موجود ݒ
ݑ] ⊖ ఈ[ݒ = (ߙ)ିݑ] − (ߙ)ାݑ,(ߙ)ିݒ −  .[(ߙ)ାݒ

ݑ  :میسینومی ،نیهمچن ⊖ ݑ = - ߙ با همراه 0 يفاز عدد که 0
ఈ[0] يهابرش =  H-تفاضـل خـواص یبرخ يبرا. است {0}

  .میکنمی شنهادیپرا  ]29[و  ]25[، ]20[، ]15[ مراجع
 است يفاز اعداد مجموعه در معروف متر کی ،هاسدروف متر
ݒ,ݑ يبرا که ∈ ℝி  شودمی فیتعر ریز صورت هب: 

(ݒ,ݑ)ܦ = sup
଴ஸఈஸଵ

max {|(ߙ)ିݑ − (ߙ)ାݑ|,|(ߙ)ିݒ

−  {|(ߙ)ାݒ

ℝி) مجموعه   . ]30[ است کامل کیمتر يفضا کی (ܦ,
 ییشناسا ،لامتع نظر از ،يفاز اعداد تا میدار ازین مقاله، نیا در

  .میکنمی استفاده ریز فیتعر از منظور نیا يبرا. شوند
 :هرگاه ،میناممی مثبت را ݑ يفاز عدد .]17[ 2.3تعریف 

(ߙ)ିݑ > ߙ∀ ,0 ∈ [0,1], 
 :هرگاه ،میناممی یمنف را آن و

(ߙ)ାݑ < ߙ∀ ,0 ∈ [0,1]. 
 امتم يبرا هرگاه ،میناممی صفر بایتقر يفاز عدد را ݑ يفاز عدد

ߙ ∈   :میباش داشته [0,1]

(ߙ)ିݑ ≤ (ߙ)ାݑ  ,0 ≥ 0 .  

 بـا بیترت به را صفر بایتقر و یمنف مثبت، يفاز اعداد مجموعه
ℝி ينمادها

ା ،ℝி
ℝிو  ି

଴  میدهمی نشان. 

 به یمنف ای مثبت يفاز اعداد مجموعه يرو يفاز یحساب اعمال
 :میدار واقع در. شوندمی انجام یسادگ

[u⊙v]α= ቐ
[u-(α)v-(α),u+(α)v+(α)];        u,v∈RF

+,
[u+(α)v+(α),u-(α)v-(α)];         u,v∈RF

- ,
[u+(α)v-(α),u-(α)v+(α)];  u∈RF

+,v∈RF
-
 

ݒ اگر و ∈ ℝி
ା ∪ ℝி

 :آنگاه باشد،  ି

൤
1
v

൨
α

= ൤
1

v+(α) ,
1

v-(α)
൨ , 

ݑ يبرا و ∈ ℝி میتقسـ عمـل ௨
௩

ݑ صـورت بـه  ⊙ ଵ
௩

 فیـتعر 

 در یمنف و مثبت يفاز اعداد یمحاسبات خواص یبرخ. شودمی
  .است شده داده ]17[ مرجع

 یمثلثـ يفـاز اعـداد بـه پرکاربرد، يفاز اعداد از مجموعه کی
ݑ ییتاسه با ،يعدد نیچن کی. نداهشد شناخته = ௟ݑ) , ௖ݑ , ، (௥ݑ

 بـه ௥ݑ و ௟ݑ و عـدد راس ௖ݑ آن در کـه شـودمی داده شینما
 :مـیـدار و شـوندمی دهیـنام عـدد راست و چپ ریمقاد بیترت

௟ݑ < ௖ݑ <  :است ریز برش-ߙ يدارا ݑ ن،یهمچن .௥ݑ

ఈ[ݑ] = ௟ݑ] + ௖ݑ) − ௥ݑ,ߙ(௟ݑ − ௥ݑ) −  .[ߙ(௖ݑ
. میدهمی نشان ℝிܶ نماد با را یمثلث يفاز اعداد تمام مجموعه

ݑ اگر = ௟ݑ) (௥ݑ,௖ݑ, ∈ ܴܶி میباش داشته و: 

௖ݑ − ௟ݑ = ௥ݑ − ௖ݑ = ݈௨ , 
 و مینـاممی ௨݈ يپهنا با متقارن یمثلث يفاز عدد کی را ݑ آنگاه

ݑ ییتادو با را آن یسادگ يبرا = ௖ݑ) ,݈௨) بهو  میدهمی شینما 
 :دید توانمی یسادگ

ఈ[ݑ] = ௖ݑ] + ݈௨(−1 + ௖ݑ,(ߙ + ݈௨(1 −  .[(ߙ
 گرید یینما در

u=uc⊖lu(0,1). 

 يپهنا و صفر راس با متقارن یمثلث يفاز عدد (0,1) آن در که
 را متقارن یلثمث يفاز اعداد تمام مجموعه. دهدمی نشان را کی
  .میدهمی نشان ௦ℝிܶ نماد با

ܷ یقیحق بازه مقاله، نیا در = (0, ܶ يبرا (ܶ >  فرض ثابت ،0
:݂ مقدار يفاز تابع کی و شودمی ܷ → ℝி به برش-ߙ فرم در 

ఈ[(ݐ)݂] صورت = ;ݐ)ି݂] ܽ), ݂ା(ݐ; ݐ هـر يبرا [(ܽ ∈  و ܷ
ߙ ∈   . شودمی داده نشان [0,1]

 .میپردازمی افته،یتوسعه يهاکوهارا يریپذمشتق مفهوم به اکنون

:݂ تابع .]23[ 2.4 تعریف ܷ → ℝி ݐ نقطه و଴ ∈  نظـر در را ܷ
  :هرگاه ،شودمی دهینام ଴ݐ در ریپذشتقم-GH ،݂.دیریبگ

(଴ݐ)ᇱ݂ عضو .1 ∈ ℝி يبرا ،کهیطور به باشد داشته وجود 
ℎ تمام > -تفاضـلات صفر به کینزد یافک اندازه به 0

H، ݂(ݐ଴ + ℎ) ⊖ (଴ݐ)݂ و (଴ݐ)݂ ⊖ ଴ݐ)݂ − ℎ) وجود 
  و باشند داشته
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lim
௛→଴శ

଴ݐ)݂ + ℎ) ⊖ (଴ݐ)݂
ℎ

= lim
௛→଴శ

(଴ݐ)݂ ⊖ ଴ݐ)݂ − ℎ)
ℎ = ݂ᇱ(ݐ଴), 

  ای
(଴ݐ)ᇱ݂ عضو .2 ∈ ℝி يبرا ،کهیطور به باشد داشته وجود 

ℎ تمام > -تفاضـلات صفر به کینزد یکاف اندازه به 0
H، ݂(ݐ଴ − ℎ) ⊖ (଴ݐ)݂ و (଴ݐ)݂ ⊖ ଴ݐ)݂ + ℎ) وجود 

  و باشند داشته

݈݅݉
௛→଴శ

଴ݐ)݂ − ℎ) ⊖ (଴ݐ)݂
−ℎ

= ݈݅݉
௛→଴శ

(଴ݐ)݂ ⊖ ଴ݐ)݂ + ℎ)
−ℎ = ݂ᇱ(ݐ଴), 

 اسـت ܷ يرو ریپـذمشتق-(݆) ،݂ تابع مییگومی مقاله، نیا در
݆ي را(ب ∈ ݐ نقطه هر در ݂ هرگاه، ){1,2} ∈ -GH تابع کی ،ܷ

  .باشد فوق، فیتعر از (݆) يمعنا در ر،یپذمشتق
 را يریپذمشتق-GH مفهوم یعمل يریبکارگ نحوه ،بعد هیقض دو

  .کنندمی مشخص
  .]32[، ]31[ 2.1قضیه 
:݂ اگر .1 ܷ → ℝி باشد، ܷ يرو ریپذمشتق-)1( تابع کی 

ــاه ــرا آنگ ــر يب ــدار ه ــت مق ߙ ثاب ∈ ــاتابع ،[0,1]  يه
;ݐ)ି݂ ;ݐ)ା݂ و (ߙ ــتق ،ܷ يرو (ߙ ــذمش ــوده ریپ  و ب

 :میدار

[݂ᇱ(ݐ)]ఈ = ൣ݂ିᇱ(ݐ; ;ݐ)ାᇱ݂,(ߙ ݐ∀,൧(ߙ ∈ ܷ. 
:݂ اگر .2 ܷ → ℝி باشد، ܷ يرو ریپذمشتق-)2( تابع کی 

ــاه ــرا آنگ ــر يب ــدار ه ــت مق ߙ ثاب ∈ ــاتابع ،[0,1]  يه
;ݐ)ା݂ و (ߙ;ݐ)ି݂   :میدار و بوده ریپذمشتق ،ܷ يرو (ߙ

[݂ᇱ(ݐ)]ఈ = ൣ݂ାᇱ(ݐ; ;ݐ)ᇱି݂,(ߙ ݐ∀,൧(ߙ ∈ ܷ. 
݆  دیـکن فرض .]28[، ]15[ 2.2قضیه  ∈  ثابـت يمقـدار{1,2}
ــت ߣ و اس ∈ ℝ ــت ــر .اس :݃,݂ اگ ܷ → ℝி ــاتابع -(݆) ییه
݂ تـابع آنگـاه باشند، ܷ يروپذیر مشتق ⊕ ߣ ⊙ -(݆) زیـن ݃

 :  میدار و بوده ܷ يرو ریپذقمشت

(݂ ⊕ ߣ ⊙ ݃)ᇱ(ݐ) = ݂ᇱ(ݐ) ⊕ ߣ ⊙ ݃ᇱ(ݐ). 
  میخواه استفاده آن از بعد، يهابخش در که گرید میمفاه از یکی

  . است يفاز شده مقدار تابع کی يپهنا مفهوم کرد
:݂ تابع .]27[، ]25[ 2.5تعریف  ܷ → ℝி ي هابرش-ߙ با همراه

ఈ[(ݐ)݂] = ;ݐ)ି݂] ;ݐ)ା݂,(ߙ ــ. دیــریبگ نظــر در را [(ߙ  يراـب
ߙ ∈ ــت، [0,1] ــول ثاب ــ ط ــا ای ــرش-ߙ يپهن ـــت ،݂ب  ابعـــ

:(݂)ఈܮ ܷ → [0, +  :است ریز ضابطه با (∞

൫ܮఈ(݂)൯(ݐ) = ݂ା(ݐ; (ߙ − ;ݐ)ି݂  .(ߙ

 قالـب در توانـدمی را معادلات دستگاه کی جواب که، آنجا از
 تـابع کی پذیريمشتق فیتعر لذا، نمود، انیب يبردار تابع کی

  .میکنمی مطرح را، يفاز شده مقدار يبردار
݆ دیـکن ضفـر . 2.6تعریف  ∈ ݊ یعـیطب عـدد و {1,2} > 1 

:݂ تـابع دیـکن فـرض. باشند ثابت ریمقاد ܷ → ℝி
௡ تـابعک یـ 

  که معنا نیا به باشد، مقدار، يزفا يبردار

(ݐ)݂ = ( ଵ݂(ݐ), ଶ݂(ݐ), ⋯ , ௡݂(ݐ))௧ 
:௜݂ آن در و) اسـت ترانهاده يمعنا به ݐ ينما( ܷ → ℝி يبـرا 

݅ = 1,2, ⋯  ،݂ مییگـومـی ما. هستند مقدار يفاز ییهاتابع ،݊,
-(݆) ییهـاتابعهـا  ௜݂ هرگـاه ،اسـت ܷ يرو ریپـذتقمش-(݆)

 :میکنمی فیتعر حالت، نیا در و باشند ܷ يرو ریپذمشتق

(ݐ)′݂ = ൫ ଵ݂
ᇱ(ݐ), ଶ݂

ᇱ(ݐ), ⋯ , ௡݂
ᇱ(ݐ)൯௧

ݐ∀ , ∈ ܷ. 

 را ،يفاز لیفرانسید معادلات دستگاه کی جواب منظور از اکنون
  .میکنمی مشخص
݊,݉ دیـکن فـرض. 2.7تعریف  > . باشـند یعـیطب عـدد دو 0
 :دیریبگ نظر در را ریز يفاز لیفرانسید تمعادلا دستگاه

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

ଵݕ
ᇱ(ݐ) = ଵܿଵ ⊙ (ݐ)ଵݕ ⊕ ଵܿଶ ⊙ (ݐ)ଶݕ ⊕ ⋯ ⊕ ଵܿ ௡ ⊙ ,(ݐ)௡ݕ

ଶݕ
ᇱ (ݐ) = ܿଶଵ ⊙ (ݐ)ଵݕ ⊕ ܿଶଶ ⊙ (ݐ)ଶݕ ⊕ ⋯ ⊕ ܿଶ ௡ ⊙ ,(ݐ)௡ݕ

⋮
௠ݕ

ᇱ (ݐ) = ܿ௠ଵ ⊙ (ݐ)ଵݕ ⊕ ܿ௠ଶ ⊙ (ݐ)ଶݕ ⊕ ⋯ ⊕ ܿ௠௡ ⊙ ,(ݐ)௡ݕ
ଵ(0)ݕ = ଵ଴ݕ ଶ(0)ݕ, = ଶ଴ݕ , ⋯ ௡(0)ݕ, = ௡ ଴ݕ .                                

 

 )2(  
,ଵ଴ݕن آ در که ,ଶ଴ݕ … , ݐ و معلوم هیاول ریمقاد ௡଴ݕ ∈ . است ܷ
 يراـــــــب هـا، ௜଴ݕ هیاول ریمقاد و ها ௜௝ܿ بیضرا یتمام اگر

1 ≤ ݅ ≤ 1 و ݊ ≤ ݆ ≤ ) 2( دستگاه آنگاه باشند، يفاز اعداد ݉
 هـا، ௜଴ݕ هیـاول ریمقاد تنها چنانچه،. شودمی دهینام يفاز کاملا
 هیـاول مقـدار دستگاه کی) 2( دستگاه آنگاه باشند، يفاز اعداد
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݇ يبرا. شودمی گفته يفاز ∈  مقـدار يفاز يبردار تابع ،{1,2}
(ݐ)ݕ = ,(ݐ)ଶݕ,(ݐ)ଵݕ) ⋯  دستگاه از (݇) نوع جواب ،௧((ݐ)௡ݕ,

 هـر يبرا و بوده ریپذمشتق-(݇) آن هرگاه شود،می دهینام) 2(
ݐ ∈   .کند صدق) 2( دستگاه در ܷ
(ݐ)ݕ اگر. 2.1نکته  = ,(ݐ)ଶݕ,(ݐ)ଵݕ) ⋯  نوع جواب ௧((ݐ)௡ݕ,

. است ریپذمشتق-)1ی (تابع ௜ݕ هر پس باشد،) 2( دستگاه از) 1(
. باشند يصعود ییهاتابع (௜ݕ)ఈܮ يپهناها که کندمی جابیا نیا

 دسـتگاه از) 2( نـوع جواب (ݐ)ݕ يبردار تابع اگر طور، نیهم
 اتیجزئ يبرا( هستند ینزول ییهاتابع (௜ݕ)ఈܮ آنگاه باشد،) 2(
  ).شودمی شنهادیپ ]27[و  ]25[، ]24[ مراجع شتریب

تحت  فازي يهاداده با انسان کبد ریاضی مدل حل .3
GH-پذیريقمشت  

 بـه کـه انسـان کبد یاضیر مدل حل اتیجزئ به بخش، نیا در
 در ،يفـاز لیفرانسید معادلات از متشکل ر،یز دستگاه صورت

  :میپردازمی است، شده گرفته نظر

)3(  
⎩
⎨

⎧
ଵݕ

ᇱ (ݐ) = −ܽ ⊙ (ݐ)ଵݕ ⊕ ܾ ⊙ ݐ ,(ݐ)ଶݕ ∈ ܷ,   
ଶݕ

ᇱ (ݐ) = ܽ ⊙ (ݐ)ଵݕ ⊕ (−1)(ܾ + ݀) ⊙ ,(ݐ)ଶݕ
ଵ(0)ݕ =                                                               ,ܫ
ଶ(0)ݕ = 0,                                                             

 

 مثبت يفاز اعداد ،یکل حالت در ܫو  ݀، ܾ، ܽ مقادیر آن در که
 و خون در BSP مقدار بیترت به (ݐ)ଶݕ و (ݐ)ଵݕ چون. هستند

 آنهـا رود،مـی انتظـار پـس دهنـد،می نشان ݐه لحظ دررا،  کبد
 میکن فرض دیده اجازه ابتدا،. باشند ینامنف مقدار يفاز ییهاتابع

(ݐ)ݕ =  .باشد )3( دستگاه از) 2( نوع جواب ௧((ݐ)ଶݕ,(ݐ)ଵݕ)
ଶ(0)ݕ چون صورت، نیا در =  دیـبا ،2.1 نکتـه طبـق ،پس 0

 :میباش داشته

(ݐ)ଶݕ = ݐ∀ ,0 ∈ ܷ. 

 لیتقل ریز یمجهول کی لیفرانسید معادله کی به ،)3( دستگاه لذا
  :ابدیمی

)4(  ൜ ଵݕ
ᇱ(ݐ) = −ܽ ⊙ ݐ ,(ݐ)ଵݕ ∈ ܷ,

ଵ(0)ݕ =                                      .ܫ

 صدق ریز معادله در ،)4( جواب ،]17[مرجع  در 3.4 کتهن طبق

 :کندمی

݁௧⊙௔ ⊙ (ݐ)ଵݕ =  ,ܫ

  :دهدمی جهینت یسادگ به که

ఈ[(ݐ)ଵݕ]  )5( = ൣ݁ି௧௔ష(ఈ)(ߙ)ିܫ,݁ି௧௔శ(ఈ)ܫା(ߙ)൧. 

 و بوده ریپذمشتق-)2( تابع نیا ،]27[مرجع  در 1 تیخاص طبق
. کندمی صدق )4( معادله در آن که کرد چک توانمی یگساد به

 صـورت بـه ،)3( دسـتگاه از) 2( نـوع جـواب بـه ما ن،یبنابرا
(ݐ)ݕ =  ،)5( صورت به شده داده (ݐ)ଵݕ با همراه ௧(0,(ݐ)ଵݕ)

 انتظار مورد و مطلوب جواب تواندمین جواب نیا اما. میرسمی
 یعنـ(ی کبـد در موجـود BSP مقـدار آن، اساس برزیرا . باشد

 مطالعه به ادامه، در ،بنابراین .ماندمی یباق صفر همواره ،)(ݐ)ଶݕ
براي این منظور،  .میپردازمی پذیريمشتق-)1( تحت )3( دستگاه
:ଶݕ,ଵݕ يهاتابع میکنمی فرض ܷ → ℝி

ା که يطور به موجودند 
(ݐ)ݕ = . باشد )3( دستگاه از) 1( نوع جواب ௧((ݐ)ଶݕ,(ݐ)ଵݕ)

ߙ دیکن فرض ∈  گرفتن نظر در با. باشد ثابت اما، دلخواه، [0,1]
  :برش–ߙ

ఈ[(ݐ)௜ݕ] = ௜ݕ]
;ݐ)ି ௜ݕ,(ߙ

ା(ݐ; ݅ ,[(ߙ = 1,2. 

 :میدار ،2.1 هیقض لهیوس به

ఈ[(ݐ)′௜ݕ] = ௜ݕൣ
ିᇱ(ݐ; ௜ݕ,(ߙ

ାᇱ(ݐ; ݅ ,൧(ߙ = 1,2. 
 ،يفاز حساب اعمال از استفاده و )3(دستگاه  در ینیگزیجا با
 :میرسمی ریز يفاز ریغ دستگاه به

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧ ଵݕ

ିᇱ(ݐ; (ߙ = −ܽା(ߙ)ݕଵ
ା(ݐ; (ߙ + ଶݕ(ߙ)ିܾ

;ݐ)ି               ,(ߙ
ଵݕ

ାᇱ(ݐ; (ߙ = ଵݕ(ߙ)ିܽ−
;ݐ)ି (ߙ + ܾା(ߙ)ݕଶ

ା(ݐ;                ,(ߙ
ଶݕ

ିᇱ(ݐ; (ߙ = ଵݕ(ߙ)ିܽ
;ݐ)ି (ߙ − (ܾା(ߙ)+݀ା(ߙ))ݕଶ

ା(ݐ; ,(ߙ
ଶݕ

ାᇱ(ݐ; (ߙ = ܽା(ߙ)ݕଵ
ା(ݐ; (ߙ − ଶݕ((ߙ)ି݀+(ߙ)ିܾ)

;ݐ)ି ,(ߙ
ଵݕ

ି(0; (ߙ =                                                                      ,(ߙ)ିܫ
ଵݕ

ା(0; (ߙ =                                                                      ,(ߙ)ାܫ
ଶݕ

ି(0; (ߙ = 0,                                                                              
ଶݕ

ା(0; (ߙ = 0.                                                                               

 

 )6( 

  سیماتر فیتعر اب

ఈܣ  )7( =

⎣
⎢
⎢
⎡ 0           0

0           0
−ܽା(ߙ) (ߙ)ିܾ
ܽା(ߙ) (ߙ)ିܿ−

(ߙ)ିܽ ܾା(ߙ)
(ߙ)ିܽ −ܿା(ߙ)

0     0
0     0 ⎦

⎥
⎥
⎤
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   يربردا تابع و

(ݐ)ఈݖ  )8( = ଵݕ)
;ݐ)ି ଶݕ,(ߙ

ା(ݐ; ଵݕ,(ߙ
ା(ݐ; ଶݕ,(ߙ

;ݐ)ି  ௧((ߙ

  :نمود خلاصه ر،یز یسیماتر صورت به توانمی را )6( دستگاه

)9(  ൜ݖఈ
ᇱ (ݐ) = ݐ   ,(ݐ)ఈݖఈܣ ∈ ܷ,            

(0)ߙ_ݖ = ,(ߙ)ିܫ) 0, ,(ߙ)ାܫ 0)௧ .  

 ا) ر9( دستگاه يکتای جواب وجود طیشرا ،بعد هیقض در کنون،ا
  .میکنمی مطرح
  . 3.1قضیه 
 جـواب يدارا ܷ بـازه يرو ،)3( يفـاز دستگاه اگر .1

(ݐ)ݕ ،)1( نوع مثبت يکتای =  همراه ௧((ݐ)ଶݕ,(ݐ)ଵݕ)

ఈ[(ݐ)௜ݕ] برش-ߙ شینما = ௜ݕ]
;ݐ)ି ܽ), ௜ݕ

ା(ݐ; ܽ)] ،
݅ = ߙ هـر يبـرا آنگـاه باشد، 1,2 ∈  دلخـواه [0,1]

 يکتای جواب ،)8( رابطه در (ݐ)ఈݖ يبردار تابع ثابت،
  .است )9( دستگاه

ߙ هر يبرا اگر .2 ∈  ܷ بازه يرو)، 9( دستگاه [0,1]
 به باشد، ،)8(رابطه  در (ݐ)ఈݖ يکتای جواب يدارا
௜ݕ] که يطور

;ݐ)ି ௜ݕ,(ߙ
ା(ݐ; ݅ يابر [(ߙ =  به ،1,2

-)1( و مثبت مقدار يفاز ییهاتابع برش-ߙ عنوان
 تابع ،آنگاه باشند، شده فیتعر ،ܷ يرو ریپذمشتق

(ݐ)ݕ =   با همراه، ௧((ݐ)ଶݕ,(ݐ)ଵݕ)

ఈ[(ݐ)௜ݕ] = ௜ݕ]
;ݐ)ି ௜ݕ,(ߙ

ା(ݐ; ݅ ,[(ߙ = 1,2.  

 .است) 3( دستگاه از ،)1( نوع مثبت يکتای جواب 

 قسـمت اثبـات به دیده اجازه. است واضح) 1( قسمت :اثبات
ߙ عدد .میبپرداز) 2( ∈   چـون. دیریبگ ،ثابت اما ،دلخواه [0,1]

 يهامولفـه ،پس ،است )9( دستگاه يکتای مثبت جواب (ݐ)ఈݖ
௜ݕ یعنی آن،

;ݐ)ି ௜ݕو  (ߙ
ା(ݐ;  يرو ریپذمشتق مثبت يهاتابع (ߙ

ݐ  هر يبرا لذا. هستند )6( در صادقو  ܷ ∈    :میدار ،ܷ
max {|ݕଵ

ିᇲ(ݐ; (ߙ + ܽା(ߙ)ݕଵ
ା(ݐ; (ߙ

− ଶݕ(ߙ)ିܾ
;ݐ)ି ଵݕ|,|(ߙ

ାᇲ(ݐ; (ߙ
+ ଵݕ(ߙ)ିܽ

;ݐ)ି (ߙ − ܾା(ߙ)ݕଶ
ା(ݐ; {|(ߙ

= 0, 
  همین طور:

max {|ݕଶ
ିᇲ(ݐ; (ߙ − ଵݕ(ߙ)ିܽ

;ݐ)ି (ߙ

+ ܿା(ߙ)ݕଶ
ା(ݐ; ଶݕ|,|(ߙ

ାᇲ(ݐ; (ߙ
− ܽା(ߙ)ݕଵ

ା(ݐ; (ߙ + ଶݕ(ߙ)ିܿ
;ݐ)ି {|(ߙ

= 0. 
ܿ آن در که = ܾ +  است، بوده دلخواه يعدد ߙ چون. است ݀

  :گیریممینتیجه 
sup

଴ஸఈஸଵ
max { ห1ݕ

;ݐ)′− (ߙ + 1ݕ(ߙ)+ܽ
;ݐ)+ (ߙ

− 2ݕ(ߙ)−ܾ
;ݐ)− 1ݕห,ห(ߙ

+ ;ݐ)′ (ߙ

+ 1ݕ(ߙ)−ܽ
;ݐ)− (ߙ − 2ݕ(ߙ)+ܾ

;ݐ)+ {ห(ߙ

= 0, 
  و

sup
଴ஸఈஸଵ

max { ห2ݕ
;ݐ)′− (ߙ − 1ݕ(ߙ)−ܽ

;ݐ)− (ߙ

+ 2ݕ(ߙ)+ܿ
;ݐ)+ 2ݕห,ห(ߙ

+ ;ݐ)′ (ߙ

− 1ݕ(ߙ)+ܽ
;ݐ)+ (ߙ + 2ݕ(ߙ)−ܿ

;ݐ)− {ห(ߙ

= 0. 

 (ݐ)ଶݕ و (ݐ)ଵݕه نکـیا فرض به تیعنا با ر،یاخ يتساو دو نیا
 ب،یترت به هستند، ریپذمشتق-)1( و مثبت مقدار يفاز يهاتابع

 :که هستند معنا نیا به

ଵݕ)ܦ
ᇱ(ݐ), − ܽ ⊙ (ݐ)ଵݕ ⊕ ܾ ⊙ ((ݐ)ଶݕ = 0, 

 و

ଶݕ)ܦ
ᇱ ܽ,(ݐ) ⊙ (ݐ)ଵݕ ⊕ (−1)ܿ ⊙ ((ݐ)ଶݕ = 0. 

(ݐ)ݕ ،نیبنابرا =  دسـتگاه از) 1( نـوع جواب ௧((ݐ)ଶݕ,(ݐ)ଵݕ)
(ݐ)ݔ اگر ت،ینها در. است )3( =  مثبت جواب ௧((ݐ)ଶݔ,(ݐ)ଵݔ)

 يهاواحد ،)1( قسمت طبق آنگاه باشد،) 3( از يگرید) 1( نوع
௜ݔ یعنـی آن، يهامولفه نییپا و بالا

;ݐ)ି ௜ݔو  (ߙ
ା(ݐ; راي ـبـ (ߙ

݅ =  فـرض با دارد تناقض که هستند، )9( دستگاه جواب ،1,2
௜ݕ نکهیا

;ݐ)ି ௜ݕ و  (ߙ
ା(ݐ; ݅براي (ߙ =  يکتای مثبت جواب، 1,2

(ݐ)ݔ نیبنابرا. هستند  )9( =   ■                                .(ݐ)ݕ
 افتنی ندیآفر و) 9( یسیماتر دستگاه جواب ساختار به حالا، ما

 شـکل  در جـواب يدارا )9( دسـتگاه. ]33[یم کنمی اشاره آن،
  :است ریز یسیماتر
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(ݐ)ఈݖ  )10( = ݁௧஺ഀݖఈ(0). 

 ،یخطـ جبر و یسیماتر جینتا از استفاده با ௧஺ഀ݁ محاسبه يبرا
 یسیماتر ఈܪ اگر. شود افتی ఈܣ سیماتر ژوردن فرم است یکاف

 آنگاه باشند، ఈܣ سیماتر ژهیو يبردارها آن يهاستون که باشد
ఈܬ سیماتر ఈܣ ژوردن فرم = ఈܪ

ିଵܣఈܪఈ در بـا. بـود خواهـد 
  :میدار سیماتر نیا داشتن اریاخت

)11(  ݁௧஺ഀ = ఈ݁௧௃ഀܪ ఈܪ
ିଵ 

 افتی (ݐ)ఈݖ يبردار تابع)، 10( در )11( ینیگزیجا با ت،ینها رد
 به ఈܪ و ௧஺ഀ݁ يهاسیماتر ساختار ند،یآفر نیا در اما. شودمی
 که دارد، یبستگ ،ఈܣ سیماتر ژهیو ریمقاد بودن يتکرار ای زیتما
  . میپردازمی آن بهادامه  در

݀,ܾ,ܽ دیکن فرض .3.1خاصیت  ∈ ℝி
ା. واهـدلخـ ثابـت يبـرا 

ߙ ∈  يدارا ،)7(رابطـه  در شده داده ఈܣ یبلوک سیماتر ،[0,1]
 :است ریز زیمتما ژهیو مقدار چهار

ଵ ఈߣ = −ඨ݌ఈ + ඥΔఈ

2 ଶ ఈߣ , = −ඨ݌ఈ − ඥΔఈ

2  

ଷ ఈߣ = ඨ݌ఈ − ඥΔఈ

2 ସ ఈߣ , = ඨ݌ఈ + ඥΔఈ

2  

  :آن در هک

Δఈ = ఈ݌
ଶ − ఈݍ4 , 

ఈ݌ = (ߙ)ାܽ(ߙ)ିܽ + (ߙ)ିܾ(ߙ)ିܽ + ܽା(ߙ)ܾା(ߙ)
+  ,(ߙ)ାܿ(ߙ)ିܿ

ఈݍ = ൫ܽା(ߙ)ܿି(ߙ) − ܽା(ߙ)ܾି(ߙ)൯

× ൫ܽି(ߙ)ܿା(ߙ) −  ,൯(ߙ)ାܾ(ߙ)ିܽ

  
ܿ و = ܾ +   است.  ݀

௜ ఈߣ ، میدهمی نشان ابتدا اثبات: اعداد حقیقی  ها،{1,2,3,4}∋݅ ,
݀,ܾ,ܽ چون. هستند ∈ ℝி

ା ،جهینت در و ܿ ∈ ℝி
ା، ،هر يبرا پس 

ߙ ∈ ఈ݌ لـذا و بوده مثبت ఈ݌ جملات تک تک ،[0,1] > 0 . 

  : میدار ن،یهمچن

ఈݍ = (ܽା(ߙ)ܿି(ߙ) − ܽା(ߙ)ܾି(ߙ))
× (ߙ)ାܿ(ߙ)ିܽ) − ((ߙ)ାܾ(ߙ)ିܽ
= (ܽା(ߙ)(ܾି(ߙ) + ((ߙ)ି݀
− ܽା(ߙ)ܾି(ߙ))
× (ߙ)൫ܾା(ߙ)ିܽ) + ݀ା(ߙ)൯
− ((ߙ)ାܾ(ߙ)ିܽ
= (ߙ)ା݀(ߙ)ି݀(ߙ)ାܽ(ߙ)ିܽ > 0. 

   :دهدمی جهینت که

Δఈ = ఈ݌
ଶ − ఈݍ4

= ൫ܽି(ߙ)ܽା(ߙ)

+ ൯ଶ(ߙ)ାܿ(ߙ)ିܿ+(ߙ)ାܾ(ߙ)ାܽ+(ߙ)ିܾ(ߙ)ିܽ

− (ߙ)ା݀(ߙ)ି݀(ߙ)ାܽ(ߙ)4ܽି

> ൫ܽି(ߙ)ܽା(ߙ)+݀ି(ߙ)݀ା(ߙ)൯ଶ

− (ߙ)ା݀(ߙ)ି݀(ߙ)ାܽ(ߙ)4ܽି
= ଶ((ߙ)ା݀(ߙ)ି݀−(ߙ)ାܽ(ߙ)ିܽ) ≥ 0 

0  بنابراین: < Δఈ = ఈ݌
ଶ − ఈݍ4 < ఈ݌

ଶ ، دهدمیکه نتیجه:  

ఈ݌ − ඥΔఈ > 0. 
 ن،یهمچناعداد حقیقی هستند.  ها ௜ఈߣ از کی هر ب،یترت نیا به

 :که است واضح

ଵ ఈߣ < ଶ ఈߣ < ଷ ఈߣ < ସ ఈߣ . 
 پـس. باشد ఈܣ سیماتر ژهیو مقدار کی ఈߣ دیکن فرض اکنون

ఈܣ سیماتر نانیمدتر دیبا −  محاسـبه بـا. باشد صفر برابر ܫఈߣ
   :میآورمی دست به م،یمستق

det(ܣ − (ܫߣ

= ተተ

ఈߣ− 0
0 ఈߣ−

−ܽା(ߙ) ܾା(ߙ)
ܽା(ߙ) (ߙ)ିܿ−

(ߙ)ିܽ− ܾା(ߙ)
(ߙ)ିܽ −ܿା(ߙ)

ఈߣ− 0
0 ఈߣ−

ተተ

= ఈߣ
ସ

− ൫ܽି(ߙ)ܽା(ߙ)
+ ఈߣ൯(ߙ)ାܿ(ߙ)ିܿ+(ߙ)ାܾ(ߙ)ାܽ+(ߙ)ିܾ(ߙ)ିܽ

ଶ

+ ൫ܽା(ߙ)ܿି(ߙ) − ܽା(ߙ)ܾି(ߙ)൯
× ൫ܽି(ߙ)ܿା(ߙ) − ൯(ߙ)ାܾ(ߙ)ିܽ = ఈߣ

ସ − ఈߣఈ݌
ଶ + ఈݍ . 

ఈߣ ن،یبنابرا
ସ − ఈߣఈ݌

ଶ + ఈݍ =  ఈܣ سیمـاتر مشخصه معادله 0
  يراـــــــب هـا، ௜ఈߣ همـان آن، يهاشهیر وضوح، به که بوده

݅ =   ■                                                  .هستند 1,2,3,4
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 سیماتر ژهیو ریمقاد چون ،3.1 تیخاص به توجه با .3.1نکته 
 فـرم کـه میکنمی يادآوری ند،هست زیمتما و یقیحق یهمگ ఈܣ

  :است ریز يقطر سیماتر صورت به ،آن ژوردن
ఈܬ = ଵ ఈߣ)݃ܽ݅݀ ଶ ఈߣ, ଷ ఈߣ,  ,(ସ ఈߣ,

 :میدار و

݁௧௃ഀ = ݀݅ܽ݃൫݁ఒభ ഀ௧,݁ఒమ ഀ௧,݁ఒయ ഀ௧,݁ఒర ഀ௧൯, 
 :که شود افتی ياهگونه ب دیبا ،ఈܪ سیماتر ن،یهمچن

. ఈܬఈܪ =  ఈܪఈܣ
 وجـود از نـانیاطم منظـور به ،3.1 هیقض به توجه با .3.2نکته 
 يهادستگاه حل هیپا بر )،3( دستگاه يبرا) 1( نوع مثبت جواب

 کننـد،می الزام که میهست مواجه يادیز يهاتیمحدود با  ،)9(
 یخاصـ يهـایژگیو از ،)9( يهادسـتگاه يهاجواب مجموعه

0 اگر نمونه، يبرا. باشند برخوردار ≤ ߙ < ߚ ≤  و (ݐ)ఈݖ و 1
ــ ،(ݐ)ఉݖ ــه ،)8(رابطــه  در شــده یمعرف ــترت ب   يهــاجواب بی

 دیـبا ،آنگـاه باشـند، ܷ يرو ߚ و ߙ با متناظر )9( يهادستگاه
  :باشند برقرار ریز يهاينامساو

0 ≤ ௜ݕ
;ݐ)ି (ߙ ≤ ௜ݕ

;ݐ)ି (ߚ ≤ ௜ݕ
ା(ݐ; (ߚ ≤ ௜ݕ

ା(ݐ; ݐ∀,(ߙ

∈ ܷ, ݅ = 1,2. 

 هـر حـل ،3.1 نکتـه و 3.1 تیخاص به توجه با ن،یا بر علاوه
 نیا البته،. ردیگمی بر در را يادیز یمحاسبات حجم ،)9( دستگاه

 مـورد ،یمحاسبات يهایدگیچیپ و جواب وجود سخت طیشرا
 کبد یاضیر مدل انگرینما ،)3( دستگاه که، چرا است بوده انتظار
   .است ،يفاز کاملا حالت در ،انسان

 حل مدل همراه با مقدار اولیه فازي .4

 اعـداد ܽ, ܾ, ݀ بیضرا که یحالت در را) 3( مدل بخش، نیا در
 یقیرحقیغ يفاز عدد کی ܫ هیاول مقدار ،تنها و بوده مثبت یقیحق

 به، )6( دستگاه حالت، نیا در. میدهمی قرار مطالعه مورد است،
  :است یسیبازنو قابل ر،یز ترساده دستگاه

)12(  

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
ଵݕ⎧

ିᇱ(ݐ; (ߙ = ଵݕܽ−
ା(ݐ; (ߙ + ଶݕܾ

;ݐ)ି ,(ߙ
ଵݕ

ାᇱ(ݐ; (ߙ = ଵݕܽ−
;ݐ)ି (ߙ + ଶݕܾ

ା(ݐ; ,(ߙ
ଶݕ

ିᇱ(ݐ; (ߙ = ଵݕܽ
;ݐ)ି (ߙ − ଶݕܿ

ା(ݐ;    ,(ߙ
ଶݕ

ାᇱ(ݐ; (ߙ = ଵݕܽ
ା(ݐ; (ߙ − ଶݕܿ

;ݐ)ି    ,(ߙ
ଵݕ

ି(0; (ߙ =                                   ,(ߙ)ିܫ
ଵݕ

ା(0; (ߙ =                                   ,(ߙ)ାܫ
ଶݕ

ି(0; (ߙ = 0,                                          
ଶݕ

ା(0; (ߙ = 0,                                         

 

ܿ با مراهه = ܾ +  اعداد ب،یضرا چون که است توجه قابل. ݀
 يرفازیغ دستگاه به )3( يفاز دستگاه لیتبد در هستند، یقیحق

 مثبت ،(ݐ)ଶݕ و (ݐ)ଵݕ مقدار يفاز يهاتابع ندارد یلزوم ،)12(
 يهامولفـه اسـت یکـاف ،3.1 هیقضـ طبـق لـذا،. شـوند فرض

௜ݕ
௜ݕ و (ߙ;ݐ)ି

ା(ݐ; ــرا (ߙ ݅ يب ∈ ــا از {1,2} ــواب يبرداره  ج
 کی برش-ߙ يبالا و نییپا يواحدها ب،یترت به ،)12( دستگاه

  .کنند فیتعر ،را مقدار يفاز تابع
 در شـده مطرح ندیآفر يبجا ،)12( دستگاه جواب افتنی يبرا

 يراــب. میکن عمل ریز ترساده صورت به میتوانمی قبل، بخش
݅ =  : دیده قرار، 1,2

;ݐ)௜݌ (ߙ = ௜ݕ
ା(ݐ; (ߙ − ௜ݕ

;ݐ)ି ݐ ,(ߙ ∈ ߙ ,ܷ ∈ [0,1], 

;ݐ)௜ݍ (ߙ = ௜ݕ
ା(ݐ; (ߙ + ௜ݕ

;ݐ)ି ݐ ,(ߙ ∈ ߙ ,ܷ ∈ [0,1]. 

 معادله از سوم معادله قیتفر و دوم معادله از اول معادله قیتفر با
  :داشت میخواه را ریز دستگاه)، 12دستگاه ( چهارم

)13(  ൜݌ଵ
ᇱ ;ݐ) (ߙ = ;ݐ)ଵ݌ܽ (ߙ + ;ݐ)ଶ݌ܾ ,(ߙ

ଶ݌
ᇱ ;ݐ) (ߙ = ;ݐ)ଵ݌ܽ (ߙ + ;ݐ)ଶ݌ܿ  .(ߙ

 )،12( رابطـه در شده داده هیاول ریمقادبه  توجه با دستگاه، نای
  : است ریز هیاول ریمقاد يدارا

.ଵ(0݌ (ߙ = (ߙ)ାܫ − .ଶ(0݌    ,(ߙ)ିܫ (ߙ = 0. 

 ،)12( دوم معادلـه دو و اول معادلـه دو جمع با مشابه، طور به
  :داشت میخواه را ریز دستگاه

)14(  
⎩
⎨

ଵݍ⎧
ᇱ ;ݐ) (ߙ = ;ݐ)ଵݍܽ− (ߙ + ;ݐ)ଶݍܾ ,(ߙ

ଶݍ
ᇱ ;ݐ) (ߙ = ;ݐ)ଵݍܽ (ߙ − ;ݐ)ଶݍܿ    ,(ߙ

;ଵ(0ݍ (ߙ = (ߙ)ାܫ +                ,(ߙ)ିܫ
;ଶ(0ݍ (ߙ = 0.                                        
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4 دستگاه حل يبرا ن،یبنابرا ×  دستگاه دو است، یکاف) 12( 4
2 ×  محاسـبات حجم لذا( میکن حل را )14( و )13( يمجزا 2
;ݐ)௜݌ که آنجا از). ]34[بد ایمی کاهش  (ݐ)௜ݕ برش-ߙ يپهنا (ߙ

 ریز لم. باشد مثبت دیبا سپ است، ،)3( اصلی دستگاه جواب از
 دسـتگاهي صـادق در هـاتابع ،که کندمی فراهم را نانیاطم نیا
  .هستند ،مثبت یقیحق يهاابعت ،)13(

ߙ هر يبرا .4.1لم  ∈  مثبت جواب يدارا )13( دستگاه ،[0,1]
 :است ریز

;ݐ)ଵ݌ (ߙ = ቌቆ
ܿ − ܽ + √∆

2√Δ
ቇ ݁ఒభ௧

+ ቆ
ܽ − ܿ + √∆

2√Δ
ቇ ݁ఒమ௧ቍ ൫ܫା(ߙ)

−  ,൯(ߙ)ିܫ
)15( 

;ݐ)ଶ݌  )16( (ߙ =
ܽ

√Δ
൫݁ఒమ௧ − ݁ఒభ௧൯൫ܫା(ߙ) −    ,൯(ߙ)ିܫ

  :آن در که

ଵߣ  )17( =
ܽ + ܿ − √Δ

2 ଶߣ       , =
ܽ + ܿ + √Δ

2  ,  

Δ = (ܽ + ܿ)ଶ − 4 ܽ݀. 

 روش براسـاس را )13( لیفرانسید معادلات دستگاه ما :اثبات
 سیمـاتر ژوردن سیمـاتر افتنیـ بـا قبـل، بخش در شده ذکر
 :یعنی دستگاه، بیضرا

ܣ = ቂܽ ܾ
ܽ ܿቃ 

 در شده داده ،ଶߣ و ଵߣ که دید توانمی یسادگ به. میکنمی حل
بـه  متنـاظر، ژهیـو يبردارها و بوده ܣ ژهیو ریمقاد ،)17( رابطه

  :ترتیب

ଵݒ = (1,
ଵߣ − ܽ

ܾ )௧ , 

ଶݒ = (1,
ଶߣ − ܽ

ܾ )௧ . 

ଶߣ که میکنمی توجه نجا،یا در هستند.   > ଵߣ >  از رایزاست.  0
  :میریگمی جهینت هستند، مثبت ܽ, ܾ, ݀ نکهیا

Δ = (ܽ + ܿ)ଶ − 4 ܽ݀ = (ܽ + ܾ + ݀)ଶ − 4 ܽ݀
> (ܽ + ݀)ଶ − 4 ܽ݀ = (ܽ − ݀)ଶ ≥ 0, 

  و

√Δ = ඥ(ܽ + ܿ)ଶ − 4 ܽ݀ < |ܽ + ܿ| = ܽ + ܿ. 
  :نیبنابرا

ܬ = ൤ߣଵ 0
0 ଶߣ

൨ ܪ  , = ൥
1 1

ܿ − ܽ − √Δ
2 ܾ

ܿ − ܽ + √Δ
2 ܾ

൩. 

   :میآورمی دست به ،هاسیماتر نیا از استفاده با

ቆ
;ݐ)ଵ݌ (ߙ
;ݐ)ଶ݌ ቇ(ߙ = ଵିܪ௧௃݁ܪ ቆ

;ଵ(0݌ (ߙ
;ଶ(0݌ ቇ(ߙ

= ൥
1 1

ܿ − ܽ − √Δ
2 ܾ

ܿ − ܽ + √Δ
2 ܾ

൩ ൤݁ఒభ௧ 0
0 ݁ఒమ௧൨

×

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡ܿ − ܽ + √Δ

2√Δ
−

ܾ
√Δ

ܽ − ܿ + √Δ
2√Δ

ܾ
√Δ ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

ቆ
(ߙ)ାܫ − (ߙ)ିܫ

0
ቇ

=

⎝

⎜
⎛

ଵߢ
2√Δ

݁ఒభ௧ + ଶߢ
2√Δ

݁ఒమ௧

൫ܿ − ܽ − √Δ൯ߢଵ

4 ܾ√Δ
݁ఒభ௧ + ଵߢଶߢ

4 ܾ√Δ
݁ఒమ௧

⎠

⎟
⎞

× ൫ܫା(ߙ) −  .൯(ߙ)ିܫ
ଵߢکه در آن  = ܿ − ܽ + √Δ  ߢوଶ = ܽ − ܿ + √Δ. چون 

)18(  
൫ܿ − ܽ + √Δ൯൫ܽ − ܿ + √Δ൯ = Δ − (ܽ − ܿ)ଶ

= (ܽ + ܿ)ଶ − 4 ܽ݀
− (ܽ − ܿ)ଶ = 4 ܽ(ܿ − ݀)
= 4 ܾܽ. 

 :طور نیهم و

൫ܿ − ܽ − √Δ൯൫ܿ − ܽ + √Δ൯ = −4 ܾܽ. 

ــذا، ;ݐ)ଵ݌ ل ;ݐ)ଶ݌ و (ߙ ــط  در (ߙ ــواب ،)16( و )15(رواب  ج
ଶߣ چون. هستند )13( دستگاه > ଵߣ >  میـدار وضـوح بـه ،0

;ݐ)ଶ݌ (ߙ > ;ݐ)ଵ݌ مورد در. 0 ܽ اگر ،(ߙ =  وضوح به آنگاه ،ܿ
ܽ اگر. است مثبت تابع کی آن <  :پس ،ܿ

ܿ − ܽ + √Δ > 0. 

 :که میبرمی یپ هستند، مثبت ܾ,ܽ نکهیا و )18(رابطه  از 
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ܽ − ܿ + √Δ > 0. 

ܽ اگر مشابه، طور به  > نامسـاوي  و )18(ز رابطـه ا آنگـاه ،ܿ
  گیریم:میاخیر، نتیجه 

ܿ − ܽ + √Δ > 0. 
;ݐ)ଵ݌ ب،یترت نیا به (ߙ >   ■                .است تمام اثبات و 0

  .میپردازمی)، 14( دستگاه مثبت جواب ساختار به حالا،
ߙ هر يبرا .4.2 لم ∈  مثبت جواب يدارا )14( دستگاه ،[0,1]
 :است ریز

;ݐ)ଵݍ (ߙ = ቌቆ
ܿ − ܽ + √Δ

2√Δ
ቇ ݁ିఒభ௧

+ ቆ
ܽ − ܿ + √Δ

2√Δ
ቇ ݁ିఒమ௧ቍ ൫ܫା(ߙ)

+  ,൯(ߙ)ିܫ
)19( 

;ݐ)ଶݍ  )20( (ߙ =
ܽ

√Δ
൫݁ିఒభ௧ − ݁ିఒమ௧൯൫ܫା(ߙ) +  ,൯(ߙ)ିܫ

 .نداهشد داده )17( رابطه در ଶߣو  ଵߣ ،Δ آن در که

 :است ریز صورت به )14( دستگاه بیضرا سیماتر اثبات:

ܤ = ቂ−ܽ ܾ
ܽ −ܿቃ. 

 :است ریز ژهیو ریمقاد يدارا ܤ د،ید توانمی یسادگ به

ଵߤ =
−(ܽ + ܿ) + √Δ

2 ଶߤ  , =
−(ܽ + ܿ) − √Δ

2 , 

Δ آن در که = (ܽ + ܿ)ଶ − ଵߤ که مینیبمیاست.  ݀ܽ 4 =  ଵߣ−
ଶߤ و = ଶߤ :میــدار ،4.1 لـم اثبــات از پـس. ଶߣ− < ଵߤ < 0 .

  :شودمی ܤ ژوردن فرم ن،یبنابرا

ܬ = ൤−ߣଶ 0
0 ଵߣ−

൨. 

 ریز صورت به ܪ سیماتر ،ܤ ژهیو يبردارها افتنی با ن،یهمچن
 :شودمی افتی

ܪ = ൥
1 1

ܽ − ଶߣ

ܾ
ܽ − ଵߣ

ܾ
൩. 

   :میآورمی دست به ب،یترت نیا به

ቆ
;ݐ)ଵݍ (ߙ
;ݐ)ଶݍ ቇ(ߙ = ଵିܪ௧௃݁ܪ ቆ

;ଵ(0ݍ (ߙ
;ଶ(0ݍ ቇ(ߙ

= ൥
1 1

ܽ − ܿ − √Δ
2ܾ

ܽ − ܿ + √Δ
2ܾ

൩ ൤݁ିఒమ௧ 0
0 ݁ିఒభ௧൨

×

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡ܽ − ܿ + √Δ

2√Δ
−

ܾ
√Δ

ܿ − ܽ + √Δ
2√Δ

ܾ
√Δ ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

ቆ
(ߙ)ାܫ + (ߙ)ିܫ

0
ቇ

=

⎝

⎜
⎛ቆܿ − ܽ + √Δ

2√Δ
ቇ ݁ିఒభ௧ + ቆܽ − ܿ + √Δ

2√Δ
ቇ ݁ିఒమ௧

൬ ܽ
√Δ

൰ (݁ିఒభ௧ − ݁ିఒమ௧)
⎠

⎟
⎞

× ൫ܫା(ߙ) +  .൯(ߙ)ିܫ

 )14( دستگاه جواب عنوان به )20( و )19( يهاتابع به ن،یبنابرا
ଶߣ چـون. میابیـمی دست > ଵߣ > ;ݐ)ଶݍ پـس، ،0 (ߙ >  و 0
;ݐ)ଵݍ شودمی جهینت)، 18( از ،4.1 لم اثبات مشابه (ߙ > 0.    ■ 

 دستگاه جواب يکتای ساختار به قبل، لم دو از استفاده با اکنون،
 .است شده ارائه بعد، هیقض در که میابیمی دست)، 3(

 مقدار و ݀,ܾ,ܽ مثبت یقیحق بیضرا با )3( دستگاه. 4.1قضیه 
   :است ریز صورت به ،)1( نوع جواب يدارا ،ܫ يفاز هیاول

(ݐ)ଵݕ = ቌቆ
ܿ − ܽ + √Δ

2√Δ
ቇ cosh(ߣଵݐ)

+ ቆ
ܽ − ܿ + √Δ

2√Δ
ቇ cosh(ߣଶݐ)ቍ ⊙ ܫ

⊕ (−1) ቌቆ
ܿ − ܽ + √Δ

2√Δ
ቇ sinh(ߣଵݐ)

+ ቆ
ܽ − ܿ + √Δ

2√Δ
ቇ sinh(ߣଶݐ)ቍ ⊙  ,ܫ

)21( 

(ݐ)ଶݕ =
ܽ

√Δ
(sinh(ߣଶݐ) − sinh(ߣଵݐ)) ⊙ ܫ

⊕ (−1)
ܽ

√Δ
(cosh(ߣଶݐ) − cosh(ߣଵݐ))

⊙  ,ܫ
)22( 
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  .نداهشد داده )17(رابطه  در ଶߣ و ଵߣ، Δ آن در که

 ،௜ݍ و ௜݌ ياـــهتابع ،4.2 لم و 4.1 لم طبق که آنجا از اثبات: 
݅ =  :نکهیا و هستند مثبت، 1,2

௜ݕ
;ݐ)ି (ߙ =

1
2

;ݐ)௜ݍ) (ߙ − ;ݐ)௜݌  ,((ߙ

௜ݕ
ା(ݐ; (ߙ =

1
2

;ݐ)௜ݍ) (ߙ + ;ݐ)௜݌  ,((ߙ

ݐ هر يبرا پس، ∈ ߙو  ܷ ∈  :داشت میخواه، [0,1]

௜ݕ
;ݐ)ି (ߙ ≤ ௜ݕ

ା(ݐ;  .(ߙ

݅ يبرا =    :میآورمی دست به، 1

ଵݕ
;ݐ)ି (ߙ =

1
2 ൫ݍଵ`(ݐ; (ߙ − ;ݐ)`ଵ݌ ൯(ߙ

=
1
2 ቌቆ

ܿ − ܽ + √Δ
2√Δ

ቇ ൫݁ିఒభ௧ + ݁ఒభ௧൯

+ ቆ
ܽ − ܿ + √Δ

2√Δ
ቇ ൫݁ିఒమ௧ + ݁ఒమ௧൯ቍ(ߙ)ିܫ

+
1
2 ቌቆ

ܿ − ܽ + √Δ
2√Δ

ቇ ൫݁ିఒభ௧ − ݁ఒభ௧൯

+ ቆ
ܽ − ܿ + √Δ

2√Δ
ቇ ൫݁ିఒమ௧ − ݁ఒమ௧൯ቍܫା(ߙ)

= ቌቆ
ܿ − ܽ + √Δ

2√Δ
ቇ cosh (ߣଵݐ)

+ ቆ
ܽ − ܿ + √Δ

2√Δ
ቇ cosh (ߣଶݐ)ቍ (ߙ)ିܫ

− ቌቆ
ܿ − ܽ + √Δ

2√Δ
ቇ sinh (ߣଵݐ)

+ ቆ
ܽ − ܿ + √Δ

2√Δ
ቇ sinh (ߣଶݐ)ቍ  .(ߙ)ାܫ

ݐ چون > ଶߣ و 0 > ଵߣ > و  (ߙ)ିܫ يهاتابع بیضرا پس، ،0
 نیـا .هسـتند یمنف و مثبت ب،یترت به ر،یاخ يتساو در (ߙ)ାܫ

ݐ هـر يبـرا کــه، دهـدمـی جـهینت ∈ ;ݐ)ିݕ تــابع ،ܷ  ߙ در (ߙ
   :میآورمی دست به مشابه، طور به. است يصعود

ଵݕ
ା(ݐ; (ߙ =

1
2 ൫ݍଵ`(ݐ; (ߙ + ;ݐ)`ଵ݌ ൯(ߙ

= − ቌቆ
ܿ − ܽ + √Δ

2√Δ
ቇ sinh (ߣଵݐ)

+ ቆ
ܽ − ܿ + √Δ

2√Δ
ቇ sinh (ߣଶݐ)ቍ (ߙ)ିܫ

+ ቌቆ
ܿ − ܽ + √Δ

2√Δ
ቇ cosh (ߣଵݐ)

+ ቆ
ܽ − ܿ + √Δ

2√Δ
ቇ cosh (ߣଶݐ)ቍ  .(ߙ)ାܫ

ݐ هـر يبـرا که ∈  جـه،ینت در. اسـت ،ߙ در ینزولـ یتـابع ،ܷ
ଵݕ]

;ݐ)ି ଵݕ,(ߙ
ା(ݐ;  را مقـدار يفاز  تابع کی يهابرش-ߙ ،[(ߙ

 ،)21( رابطه در شده داده (ݐ)ଵݕ صورت به که کنند،می فیتعر
. است ریپذمشتق-)1این تابع ( میدهمی نشان حالا،. شودمی انیب

  :دیده قرار

߮ଵ(ݐ) = ቆ
ܿ − ܽ + √Δ

2√Δ
ቇ cosh(ߣଵݐ)

+ ቆ
ܽ − ܿ + √Δ

2√Δ
ቇ cosh(ߣଶݐ) , 

 و

ଵ߰(ݐ) = ቆ
ܿ − ܽ + √Δ

2√Δ
ቇ sinh(ߣଵݐ)

+ ቆ
ܽ − ܿ + √Δ

2√Δ
ቇ sinh(ߣଶݐ). 

ــرا ونچــ ݐ هــر يب > ــدار 0 (ݐ)ଵ߰ می > 0 و    ߮ଵ(ݐ) >  و 0
  : نیهمچن

߮ଵ
ᇱ (ݐ) = ଵߣ ቆ

ܿ − ܽ + √Δ
2√Δ

ቇ sinh(ߣଵݐ)

+ ଶߣ ቆ
ܽ − ܿ + √Δ

2√Δ
ቇ sinh(ߣଶݐ) > 0, 

߰ଵ
ᇱ (ݐ) = ଵߣ ቆ

ܿ − ܽ + √Δ
2√Δ

ቇ cosh(ߣଵݐ)

+ ଶߣ ቆ
ܽ − ܿ + √Δ

2√Δ
ቇ cosh(ߣଶݐ) > 0, 

ــق ــ طب ــمت ،5 هیقض ــع  در ،(a) قس ــر،  ]15[مرج ــ ه  از کی
(ݐ)ଵ߮يهاتابع ⊙ (ݐ)ଵ߰ و ܫ ⊙  در. هستند ریپذمشتق-)1، (ܫ
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-)1)، (21(رابطـه  در (ݐ)ଵݕ تـابع ،2.2 هیقض لهیوس به جه،ینت
 . است ریپذمشتق

݅ يبرا =  میخـواه م،یمستق حاسبهم با قبل، قسمت با مشابه ،2
 :افتی

ଶݕ
;ݐ)ି (ߙ =

ܽ
√Δ

(sinh(ߣଶݐ) − sinh (ߣଵݐ))(ߙ )ିܫ

−
ܽ

√Δ
(cosh(ߣଶݐ)

− cosh(ߣଵݐ))ܫା( ߙ), 

ଶݕ
ା(ݐ; (ߙ = −

ܽ
√Δ

(cosh(ߣଶݐ) − cosh(ߣଵݐ))(ߙ )ିܫ

−
ܽ

√Δ
(sinh(ߣଶݐ) − sinh(ߣଵݐ))ܫା( ߙ). 

 : دیده قرار

߮ଶ(ݐ) = cosh(ߣଶݐ) − cosh(ߣଵݐ) , 

߰ଶ(ݐ) = sinh(ߣଶݐ) − sinh(ߣଵݐ). 

ݔدانیم براي می >  و مثبـت (ݔ) coshو (ݔ) sinhي هـا، تابع0
(ݐ)ଶ߮ ،پـس .انديصعود > (ݐ)ଶ߰ و 0 >  ياهـتابع لـذا و 0

ଶݕ
;ݐ)ି ଶݕ و (ߙ

ା(ݐ;  و بوده ߙ در ینزول و يصعود بیترت به (ߙ
 که کنندمی جادیا را (ݐ)ଶݕ مقدار يفاز تابع کی آنها جه،ینت در
  :چون ن،یهمچن. شودمی انیب )،22(رابطه  صورت به

߮ଶ
ᇱ (ݐ) = (ݐଶߣ)ℎ݊݅ݏଶߣ − ଵߣ sinh(ߣଵݐ) > 0, 

߰ଶ
ᇱ (ݐ) = ଶߣ (ݐଶߣ)ℎݏ݋ܿ − (ݐଵߣ)ଵcoshߣ > 0. 

 يهـاتابع از کی ر، ه]15[مرجع  در ،(a) قسمت ،5 هیقض طبق
߮ଶ(ݐ) ⊙ (ݐ)ଶ߰ و ܫ ⊙  جـه،ینت در .هستند ریپذمشتق-)1، (ܫ

. است ریپذمشتق-)1( ،)22( در (ݐ)ଶݕ تابع ،2.2 هیقض لهیوس به
 و (ݐ)ଵݕ يهاتابع ،)2( قسمت 3.1 هیقض به جهتو با ت،ینها در

  .دهندمی لیتشک را )3( دستگاه از) 1( نوع جواب،  (ݐ)ଶݕ

. حل مدل همراه با ضرایب فازي مثلثی متقارن هم 5
  پهنا

 آن، در که میریگمی نظر در را )3( مدل از یحالت بخش، نیا در
ܿ و ܾ، ܽ بیضرا = ܾ +  متقارن یمثلث يفاز اعداد صورت به ݀
 يهاينمادگـذار از اسـتفاده بـا پس،. باشند شده داده پهنا، هم

 : میدار ،2 بخش در شده مطرح

ܽ = (ܽ௖ ,݈௔),  ܾ = (ܾ௖ ,݈௕),  ܿ = (ܿ௖ ,݈௖) 

௔݈ آن، در که = ݈௕ = ݈௖. هــــنکیا بـه توجه با، هاتساوي نیا 
ܿ = ܾ +  و باشد یقیحق عدد کی دیبا ݀ که کندمی جابیا ،݀

௖ܿ میدار واقع در ما = ܾ௖ +  قبل، بخش برخلاف ن،یهمچن. ݀
ଵ(0)ݕ هیاول مقدار میکنمی فرض = . است یقیحق عدد کی ،ܫ

 تـابع فـوق، مفروضـات تحت که میدهمی نشان بخش، نیا در
 يهامولفه و دارد وجود ،)3( دستگاه از) 1( نوع جواب يبردار

  .هستند پهنا، همو  متقارن یمثلث مقدار يفاز يهاتابع ،آن
 صـورت بـه ،)1( نـوع جـواب يدارا )3( دسـتگاه دیکن فرض

(ݐ)ݕ = :௜ݕاست که  ௧((ݐ)ଶݕ,(ݐ)ଵݕ) ܷ → ܶ௦ℝி
ା، بـا همـراه 

  :باشند ریز يهابرش-ߙ
ఈ[(ݐ)௜ݕ] = ௜ݕ]

௖(ݐ) + ݈௜(ݐ)(−1 + ௜ݕ,(ߙ
௖(ݐ)

+ ݈௜(ݐ)(1 − ݅ ,[(ߙ = 1,2. 

௜ݕ مجهول تابع دو از متشکل ،هاتابع نیا از کی هر چون
௖(ݐ) و 

݈௜(ݐ)، نیـا بـا متنـاظر ،)6( دسـتگاه تا است یکاف لذا، ،هستند 
ߙ مقدار دو يبرا را، هاتابع =  متناظر ،)6( دستگاه .میکن حل ،0,1

ߙ با =   :شد خواهد ،1

)23(  

⎩
⎪
⎨

⎪
ଵݕ⎧

௖ᇱ(ݐ) = −ܽ௖ݕଵ
௖(ݐ) + ܾ௖ݕଶ

௖(ݐ),
ଶݕ

௖ᇱ(ݐ) = ܽ௖ݕଵ
௖(ݐ) − ܿ௖ݕଶ

௖(ݐ),   
ଵݕ

௖(0) =                                     ,ܫ
ଶݕ

௖(0) = 0.                                   

 

 طبق پس. است ،)14( يهادستگاه خانواده جزء ،)23( دستگاه
  :است ریز مثبت جواب يدارا ،4.2 لم

ଵݕ
௖(ݐ) = ቌቆ

ܿ௖ − ܽ௖ + √Δ
2√Δ

ቇ ݁ିఒభ௧

+ ቆ
ܽ௖ − ܿ௖ + √Δ

2√Δ
ቇ ݁ିఒమ௧ቍ  ,ܫ

)24( 

ଶݕ  )25(
௖(ݐ) =

ܽ௖

√Δ
൫݁ିఒభ௧ − ݁ିఒమ௧൯ܫ, 

  :آن در هک

ଵߣ =
ܽ௖ + ܿ௖ − √Δ

2 ଶߣ   , =
ܽ௖ + ܿ௖ + √Δ

2 ,  
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Δ = (ܽ௖ + ܿ௖)ଶ − 4ܽ௖݀. 

ߙ با متناظر ،)6( دستگاه اکنون، =  نیـا. میریگمی نظر در را 0
 :از است عبارت دستگاه

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ݈ଵ

ᇱ (ݐ) = (ܽ௖ + ݈)݈ଵ(ݐ) + (ܾ௖ − ݈)݈ଶ(ݐ) + ݈൫ݕଵ
௖(ݐ) + ଶݕ

௖(ݐ)൯
݈ଵ

ᇱ (ݐ) = (ܽ௖ − ݈)݈ଵ(ݐ) + (ܾ௖ + ݈)݈ଶ(ݐ) + ݈൫ݕଵ
௖(ݐ) + ଶݕ

௖(ݐ)൯
݈ଶ

ᇱ (ݐ) = (ܽ௖ − ݈)݈ଵ(ݐ) + (ܾ௖ + ݈ + ݀)݈ଶ(ݐ) + ݈൫ݕଵ
௖(ݐ) + ଶݕ

௖(ݐ)൯
݈ଶ

ᇱ (ݐ) = (ܽ௖ + ݈)݈ଵ(ݐ) + (ܾ௖ − ݈ + ݀)݈ଶ(ݐ) + ݈൫ݕଵ
௖(ݐ) + ଶݕ

௖(ݐ)൯
݈ଵ(0) = ݈ଶ(0) = 0.

 

݈ نجایا در = ݈௔ = ݈௕ = ݈௖ .ݕ چونଵ
௖ ݕ وଶ

௖ 23( يهـاجواب( 
  :ابدیمی لیتقل ریز دستگاه به فوق دستگاه هستند،

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ଵݕ

௖ᇱ(ݐ) − ݈ଵ
ᇱ (ݐ) = −(ܽ௖ + ݈)൫ݕଵ

௖(ݐ) + ݈ଵ(ݐ)൯ + (ܾ௖ − ݈)൫ݕଶ
௖(ݐ) − ݈ଶ(ݐ)൯

ଵݕ
௖ᇱ(ݐ) + ݈ଵ

ᇱ (ݐ) = −(ܽ௖ − ݈)൫ݕଵ
௖(ݐ) − ݈ଵ(ݐ)൯ + (ܾ௖ + ݈)൫ݕଶ

௖(ݐ) + ݈ଶ(ݐ)൯
ଶݕ

௖ᇱ(ݐ) − ݈ଶ
ᇱ (ݐ) = (ܽ௖ − ݈)൫ݕଵ

௖(ݐ) − ݈ଵ(ݐ)൯ − (ܾ௖ + ݈ + ݀)൫ݕଶ
௖(ݐ) + ݈ଶ(ݐ)൯

ଶݕ
௖ᇱ(ݐ) + ݈ଶ

ᇱ (ݐ) = (ܽ௖ + ݈)൫ݕଵ
௖(ݐ) + ݈ଵ(ݐ)൯ − (ܾ௖ − ݈ + ݀)൫ݕଶ

௖(ݐ) − ݈ଶ(ݐ)൯
݈ଵ(0) = ݈ଶ(0) = 0.

 

 بـه ر،یـاخ دستگاه) دوم معادله دو ای( اول معادله دو تفاضل از
(ݐ)ଵ݈ :شودمی جهینت یسادگ = ݈ଶ(ݐ). نیگزیجا ،یسادگ يبرا 

(ݐ)ܮ: میکنمی = ݈ଵ(ݐ). دستگاه معادلات از یکی در دادن قرار با 
 ریـز سـاده لیفرانسـید معادلـه بـه کـردن، ساده از پس و ریاخ
  :میرسمی

൜ܮᇱ(ݐ) = (ܽ௖ + ܾ௖)(ݐ)ܮ + ଵݕ)݈
௖(ݐ) + ଶݕ

௖(ݐ)),
(0)ܮ = 0,                                                             

  :است ریز جواب يدارا که

(ݐ)ܮ = ݁(௔೎ା௕೎)௧ න ଵݕ)݈
௖(ݏ) + ଶݕ

௖(ݏ))݁ି(௔೎ା௕೎)௦
௧

଴
 .ݏ݀

)26( 

  .میکنمی کامل ر،یز هیقض در را جینتا نیا اکنون،
 مثبت متقارن یثلثم يفاز اعداد با همراه )3( دستگاه .5.1قضیه 

ܽ = (ܽ௖ ܾ و (݈, = (ܾ௖ ـــاد و (݈, ـــیحق ریمق ـــامنف یق  ،݀ ین
ଵ(0)ݕ =   :است ریز صورت به ،)1( نوع جواب يدارا،  ܫ

(ݐ)௜ݕ  )27( = ௜ݕ
௖(ݐ) ⊕ (ݐ)ܮ ⊙ ݐ  ,଴ݑ > 0, ݅ = 1,2, 

଴ݑ آن در کــه = (0,1) ∈ ܶ௦ℝி ݕ يهــاتابع وଵ
௖(ݐ) ،ݕଶ

௖(ݐ) و 
  . نداهشد اده) د26) و (25( ،)24( در (ݐ)ܮ

ଵݕ میدار ،4.2 لم از چون اثبات:
௖(ݐ) > ଶݕ و 0

௖(ݐ) >  پس، ،0
ݐ هر يبرا >  يهاتابع لذا، .است مثبت ،)26( در (ݐ)ܮ تابع ،0

  :چون ن،یهمچن. هستند فیتعرخوش )27( در (ݐ)௜ݕ

(ݐ)ᇱܮ = ݈൫ݕଵ
௖(ݏ) + ଶݕ

௖(ݏ)൯
+ (ܽ௖

+ ܾ௖)݁(௔೎ା௕೎)௧ න ݈൫ݕଵ
௖(ݏ)

௧

଴

+ ଶݕ
௖(ݏ)൯݁ି(௔೎ା௕೎)௦ ݏ݀ > 0. 

 ابعـــــت ،]15[مرجــع  در 5 هیقضـ، از (a) قســمت لهیوســ بـه
(ݐ)ܮ ⊙  هـر در (ݐ)௜ݕ يهاتابع لذا. است ریپذمشتق-)଴، )1ݑ

ݐ نقطه >  قسمت 3.1 هیقض از جه،ینت در. رندیپذمشتق-)1( ،0
 )3( متنـاظر دسـتگاه از) 1( نـوع جـواب (ݐ)௜ݕي هاتابع ،)2(

 ■هستند.                                                                  

یند مطرح آشبه کدي را که معرف الگوریتم فر بخش این پایان در
  کنیم.میاست، مطرح شده، در این مقاله 

  الگوریتم:
  به یکی از دو شکل زیر: هادادهدرخواست وارد کردن  گام اول:

را ܫ را به صورت اعداد حقیقی و مقدار  ݀ ,b ,ܽمقادیر  .(݅)
  وارد کنید.  به صورت عدد فازي

مثلثی هـم پهنـا  فازيرا به صورت اعداد  b ,ܽمقادیر  .(݅݅)
را به صـورت اعـداد حقیقـی وارد  ݀ ,ܫوارد کنید و مقادیر 

  کنید.

ند، اهاز گام اول، بود (݅)ورودي در حالت  يهاداده اگر دوم: گام
را به  ها) استفاده کن و جواب22) و (21ي (هاآنگاه، از فرمول

سپس، براي دریافت اطلاعات جدید عنوان خروجی نمایش بده. 
  به گام اول برگرد.

ند، اهبود اول، گام از (݅݅) حالت در ورودي يهاداده اگر سوم: گام
را بـه عنـوان  هـااسـتفاده کـن و جواب) 27( آنگاه، از فرمول

خروجی نمایش بده. سپس، براي دریافت اطلاعات جدید بـه 
  گام اول برگرد.

   ها. مثال6
ܽ ینیبال ریمقاد با ، همراهܣ فرد کبد یاضیر مدل .6.1 مثال = 2، 

ܾ = ݀ و 1 =  :صورت به شده داده ،ܫ يفاز هیاول مقدار و 2

ఈ[ܫ] = ቂ0/5 + 1/5 ,ߙ 0/5 − ቃߙ 0/5 ߙ∀ , ∈ [0,1], 
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 افتنی هدف مثال، نیا در ،)3( رابطه به توجه با .دیریبگ نظر در
  :است ریز يفاز هیاول مقدار دستگاه يهاجواب

)28(  
⎩
⎨

⎧
ଵݕ

ᇱ(ݐ) = −2 ⊙ (ݐ)ଵݕ ⊕ ݐ ,(ݐ)ଶݕ > 0,
ଶݕ

ᇱ (ݐ) = 2 ⊙ (ݐ)ଵݕ ⊕        ,(ݐ)ଶݕ(3−)
ଵ(0)ݕ =                                      ,ܫ
ଶ(0)ݕ = 0.                                             

 

ܿ نکهیا و )17( رابطه از استفاده با = ܾ + ݀ =  :میدار ،3

Δ = (ܽ + ܿ)ଶ − 4 ܽ݀ = 9, 

ଵߣ =
ܽ + ܿ − √Δ

2 = 1, 

ଶߣ =
ܽ + ܿ + √Δ

2 = 4. 

 :میآورمی دست به ،)22( و) 21( هايرابطه در ینیگزیجا با

(ݐ)ଵݕ = ൬
2
3 cosh(ݐ) +

1
3 cosh(4 ݐ)൰ ⊙ ܫ

⊕ (−1) ൬
2
3 sinh(ݐ) +

1
3 sinh(4 ݐ)൰

⊙  ,ܫ

)29( 

(ݐ)ଶݕ =
2
3

(sinh(4 ݐ) − ݏ ÷ ݅݊ℎ(ݐ)) ⊙ ܫ

⊕ ൬−
2
3

൰ (cosh(4 ݐ) − cosh (ݐ)) ⊙  ,ܫ
)30(  
شـکل  .است شده داده نشان ،)1( شکل در هاتابع نیا کیرافگ
ߙ ثابت مقدار هر يبرا که دهدمی نشان)، 1( ∈ - ߙ يپهنا [0,1]

. ابدیمی شیافزا زمان، شیافزا با ఈ[(ݐ)ଶݕ] و ఈ[(ݐ)ଵݕ] يهابرش
 زمان، شیافزا با است، انتظار مورد که طورهمان گر،ید یعبارت به
 و خـون در موجـود BSP ریمقاد نانیاطم عدم و یقیادقن زانیم

 جینتـا ر،یمقـاد نیـا مشاهده يبرا. ابدیمی شیافزا ،ܣ فرد کبد
 شده داده ،)1( جدول در متفاوت، زمان سه به مربوط یمحاسبات

 آن مقدار ،BSP قیتزر از ساعت مین از پس نمونه، يبرا .است
 يفاز اعداد ب،یتتر به ،)1( جدول طبق ،ܣ فرد کبد و خون در

  است. 31/0  و 45/0 حدودا
 يفاز ینیبال ریمقاد با ، همراهܤ فرد کبد یاضیر مدل. 6.2مثال 

ܽ = (2,1) ،ܾ = ݀ یقیحق ریمقاد و (1,1) = ܫ و 2 =  در ،3
 افتنیـ هـدف مثـال، نیا در ،)3(رابطه  به توجه با. دیریبگ نظر

  :است ریز يفاز دستگاه يهاجواب

)31(  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ଵݕ

ᇱ (ݐ) = −(2,1) ⊙ (ݐ)ଵݕ ⊕     ,(ݐ)ଶݕ(1,1)
ଶݕ 

ᇱ (ݐ) = (2,1) ⊙ (ݐ)ଵݕ ⊕ ,(ݐ)ଶݕ(3,1)(1−)
ଵ(0)ݕ =                                                 ,ܫ
ଶ(0)ݕ = 0,                                                      

 

ܿ نجایا در = ܾ + ݀ =  :میدار ،)17( از استفاده با است. (3,1)

Δ = (ܽ௖ + ܿ௖)ଶ − 4ܽ௖݀ = 9, 

ଵߣ =
ܽ௖ + ܿ௖ − √Δ

2 = 1,  

ଶߣ =
ܽ௖ + ܿ௖ + √Δ

2 = 4. 

  
  .6.1 مثال از هاجواب گرافیک ):1( شکل
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  زمان سه در A شخص BSP تست فازي نتایج ):1( جدول

  )ࢻ[(࢚)૛࢟]( موجود در کبد BSP   )ࢻ[(࢚)૚࢟](ن موجود در خو BSP  )tزمان بر حسب ساعت (

25/0  [−0.24 + ,ߙ0.88 1.53 − 0.2−] [ߙ0.88 + ,ߙ0.48 0.75 −  [ߙ0.48

5/0  [−1.33 + ,ߙ1.78 2.23 − 1.6−] [ߙ1.78 + ,ߙ1.91 2.22 −  [ߙ1.91

75/0  [−3.72 + ,ߙ4.05 4.38 − 5.71−] [ߙ4.05 + ,ߙ5.99 6.27 −  [ߙ5.99
  

 به کردن، ساده از پس و )25( و )24( يهارابطه در ینیگزیجا با
 :میآورمی دست

ଵݕ
௖(ݐ) = 2݁ି௧ + ݁ିସ ௧ , 

ଶݕ
௖(ݐ) = 2݁ି௧ − 2݁ିସ ௧ . 

  :میآورمی دست به ،)26( رابطه در هاتابع نیا ینیگزیجا با

(ݐ)ܮ = ݁(௔೎ା௕೎)௧ න ଵݕ)݈
௖(ݏ) + ଶݕ

௖(ݏ))݁ି(௔೎ା௕೎)௦݀ݏ
௧

଴

=
6
7 ݁ଷ ௧ − ݁ି௧ +

1
7 ݁ିସ ௧ . 

 خواهند شد: جواب يهاتابع) 27( رابطه از ت،ینها در

(ݐ)ଵݕ = (2݁ି௧ + ݁ିସ ௧) ⊕ ൬
6
7 ݁ଷ ௧ − ݁ି௧ +

1
7 ݁ିସ ௧൰

⊙ (0,1), 
)32     (  

(ݐ)ଵݕ = (2݁ି௧ − 2݁ିସ ௧) ⊕ ൬
6
7 ݁ଷ ௧ − ݁ି௧ +

1
7 ݁ିସ ௧൰

⊙ (0,1). 
)33      ( 

 ریمقادو  است شده داده نشان ،)2( شکل در هاتابع نیا کیگراف
  .است شده داده ،)2( جدول در متفاوت، زمان سه در ،آنها

 و) 22)، (21( يهارابطـه چون که، است توجه قابل. 6.1نکته 
   رـهـ يازاه بـ پس تند،هس) 3( يفاز دستگاه يهاجواب) 27(

ߙ ∈  صدق) 6( متناظر یمعمول دستگاه در آنها برش-ߙ، [0,1]
ߙ يازاه ب لذا،. کندمی =  جـواب ،یافـت شـده يهـافرمول ،1

 اجازه ش،یآزما يبرا. کرد خواهند فراهم را) 1( یمعمول ستگاهد
 نظر در را بخش نیا يهامثال در شده افتی يهاجوابتا  دیهد

ଵ[ܫ]م یدار 6.1 لمثا در. میریبگ =  و) 29(هاي رابطه از پس،. 1
 :که میریگمی جهینت ،یسادگ به) 30(

ଵ[(ݐ)ଵݕ] =
1
3

(2݁ି௧ + ݁ିସ ௧), 

ଵ[(ݐ)ଶݕ] =
2
3

(݁ି௧ − ݁ିସ ௧). 

 

  
  .6.1 مثال از هاجواب گرافیک ):2( شکل
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  زمان سه در B شخص BSP تست فازي نتایج ):2( جدول
  )ࢻ[(࢚)૛࢟]( موجود در کبد BSP   )ࢻ[(࢚)૚࢟](موجود در خون  BSP  )tزمان بر حسب ساعت (

25/0  [1.58 + ,ߙ1.09 3.25 − 0.27−] [ߙ1.09 + ,ߙ1.09 1.91 −  [ߙ1.09
5/0  [−1.67 + ,ߙ3.25 4.84 − 2.31−] [ߙ3.25 + ,ߙ3.25 4.2 −  [ߙ3.25
75/0  [−6.5 + ,ߙ7.67 8.83 − 6.82−] [ߙ7.67 + ,ߙ7.67 8.51 −  [ߙ7.67

  

 دسـتگاه يهـاجواب توابع، نیا که شودمی ملاحظه ،یسادگ به
 :هستند ر،یز دستگاه ،یعنی ،)28( دستگاه به متناظر یمعمول

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ଵݕ

ᇱ (ݐ) = (ݐ)ଵݕ2− + ݐ    ,(ݐ)ଶݕ > 0,
ଶݕ 

ᇱ (ݐ) = (ݐ)ଵݕ2 −                  ,(ݐ)ଶݕ3
ଵ(0)ݕ = 1,                                     
ଶ(0)ݕ = 0,                                         

 

 :میریگمی جهینت ،)33( و) 32(هاي رابطه از مشابه، طور به

ଵ[(ݐ)ଵݕ] = ݁ି௧ +
1
7 ݁ିଶ ௧ +

6
7 ݁ଷ ௧ + ݁ିସ ௧ , 

ଵ[(ݐ)ଶݕ] = ݁ି௧ −
13
7 ݁ିସ ௧ +

6
7 ݁ଷ ௧ , 

 ،)31( دستگاه با متناظر یمعمول دستگاه يهاجواب که

 :هستند ر،یز دستگاه ،یعنی

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

ଵݕ
ᇱ (ݐ) = (ݐ)ଵݕ2− + ݐ    ,(ݐ)ଶݕ > 0,

ଶݕ 
ᇱ (ݐ) = (ݐ)ଵݕ2 −                  ,(ݐ)ଶݕ3

ଵ(0)ݕ = 3,                                      

ଶ(0)ݕ = 0,                                      

 

  گیرينتیجه. 7
 آزمـون مطـابق انسـان کبـد عملکرد یاضیر مدل مقاله، نیدرا

 لیفرانسـید معـادلات از دسـتگاه کی عنوان به ن،یبرومسولفالت
 تحـت کتـای جـواب وجـود یکاف طیشرا و شده مطالعه يفاز

 ن،یچنـمه. نداهشـد افتی افته،یتوسعه يهاکوهارا يریپذمشتق
 دو در مقـدار، يفـاز ییهـاتابع صـورت به جواب يهافرمول
 ،يرفازیغ هیاول ریمقاد یول بوده يفاز بیضرا) 1( يمجزا حالت

  .نداهشد افتی ،يرفازیغ بیضرا یول بوده يفاز هیاول ریمقاد )2(

  

کنند که هیچ تعارض منـافعی تعارض منافع: نویسندگان اعلام می
   ندارند.
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