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 یفاز یها داده با انسان کبد عملکرد یاضیر مدل یها وابج

 افتهی توسعه یهاکوهارا یریپذ مشتق مفهوم تحت
 استادیار،، *1مهران چه لابی 

 e.chehelabi@iau.ac.irmدرس پست الکترونین. آرایا سوادکوه، سوادکوه، واحد یاسلام آزاد دانشگاه سوادکوه، احدعلوم پایه، و گروه 1

 اول مرتب ه  ليفرانس  ید معادله دو از متشكل یخط یدستگاه انسان، کبد عملكرد از ساده یاضیر مدل کی :چكيده

 یژگ  یو از شوند، یم ثبت سنجش و یريگ اندازه یرو از ینيبال ریمقاد و یشگاهیآزما یها داده که آنجا از. است

. شود یم شتريب تيفيک با جینتا ديتول به منجر ،ها داده تيقطع عدم نمودن لحاظ .برخوردارند یقينادق و تيقطع عدم

 در ،ه ا  داده تي  قطع عدم اثرات مشاهده امكان که است تيقطع عدم با برخورد جهت توانا ابزار کی یفاز منطق

 داده ب ا  هم راه  م ککور  مدل یها جواب افتنی و ینظر مطالعه به مقاله، نیدرا. کند یم فراهم را مساله حل ندیفرا

 مق دار،  یفاز یها تابع به مربوط افتهی توسعه یهاکوهارا مشتق مفهوم از منظور، نیا یبرا. میپرداز یم ،یفاز یها

 جواب وجود یکاف طیشرا و میپرداز یم ،یفاز "کاملا حالت در مساله حل ندیفرا ليتحل به ابتدا. ميکن یم استفاده

 ک ه  یح الت  -1: ميده یم قرار مطالعه مورد ،مجزا خاص حالت دو در را مساله ،سپس. میآور یم دست به را كتای

 پهن ا  ه م  و متقارن یمثلث یفاز اعداد بیضرا که یحالت -2. باشد یفاز هياول مقدار و باشند یقيحق اعداد بیضرا

 ب ا  انتها، در و میآور یم دست به را جواب یها فرمول حالت، دو هر در. باشد یقيحق یعدد ،هياول مقدار و باشند

 .میپرداز یم ج،ینتا یعمل یريبكارگ و حیتشر به مثال، دو ارائه

 . افتهی توسعه یهاکوهارا یریپک مشتق ،یفاز ليفرانسید معادلات ،مقدار یفاز یها تابعهای کليدی: واژه

  me.chehelabi@iau.ac.ir، مهران چه لابی* 
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Solutions to the mathematical model of human 

liver with fuzzy data under generalized 

Hukuhara differentiability concept 
Mehran Chehlabi 1*, Assistant Professor  

1 Department of Mathematics, Savadkooh Branch, Islamic Azad University, Savadkooh, Iran. 

Abstract: A simple mathematical model of human liver action is a linear system consisting of two first-order differential 

equations. Since laboratory data and clinical values are recorded by measurement and estimation, they have the 

characteristic of uncertainty and inaccuracy. Taking into account the uncertainty of the data leads to the production of 

higher quality results. Fuzzy logic is a powerful tool for dealing with uncertainty, which provides the possibility of observing 

the effects of data uncertainty in the problem solving process. In this paper, from a theoretical point of view, we study and 

obtain the solutions of the mentioned model along with fuzzy data. For this end, we use the generalized Hukuhara 

differentiability concept, related to fuzzy-valued functions. First, we analyze the process of solving the problem in fully fuzzy 

case and obtain the sufficient conditions for the existence of a unique solution. Next, we study the problem in two separate 

special cases: 1- the case where the coefficients are real numbers and the initial value is fuzzy. 2- the case where the 

coefficients are symmetric triangular fuzzy numbers with the same width and the initial value is a real number. In both 

cases, we obtain the solution formulas and at the end, by presenting two examples, we practically explain and apply the 

results.  

Keywords: Fuzzy-valued functions, Fuzzy differential equations, Generalized Hukuhara differentiability. 
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 مقدمه. 1

 قيتحق ضرورت و مساله اتيادب. 1.1

 زیست شیمی، فیزیک، نظیر طبیعی علوم مسائل از سیاریب

 برق، نظیر مهندسی علوم و هواشناسی شناسی، زمین شناسی،

 های مدل از هایی قالب در مصنوعی هوش و کامپیوتر مکانیک،

 مدل رد چنانچه. ]1-3[د شون می سازی پیاده و طراحی ریاضی

 دقیقنا و نامطمئن مبهم، اطلاعات، و ها داده شده، تولید ریاضی

 برای معمول طور به فازی های مجموعه تئوری آنگاه باشند،

 و بررسی. ]7-4[د گیر می قرار استفاده مورد مدل آن تحلیل

 از یکی انسان، بدن مختلف های بخش عملکرد تحلیل

 مدل این از یکی . است محققان توجه مورد و جالب موضوعات

 که است انسان کبد عملکرد به مربوط ریاضی مدلهای ریاضی، 

  (BSPن )برومسولفالتی تست از آمده دست به نتایج اساس بر

 تمعادلا دستگاه یک قالب در ،]8[در  مدل ایند. شو میتولید 

 :است شده ارائه زیر صورت به معمولی، دیفرانسیل

(1)  {
𝑥′(𝑡) = −𝑎𝑥(𝑡) + 𝑏𝑦(𝑡),       

𝑦′(𝑡) = 𝑎𝑥(𝑡) − (𝑏 + 𝑑)𝑦(𝑡),
 

𝑥(0) ،آن در که = 𝐼 > 𝑦(0)و  0 =  مدل، نیا دراست.  0

 موجود BSP ماده زانیم بیترت به ،𝑦(𝑡)و  𝑥(𝑡) مجهولات

 خون، در هیاول قیتزر از پس ،t لحظه در را کبد و خون در

 که هستند نامعلوم مثبت ثابت بیضرا𝑑 و 𝑎 ،𝑏 .دهند یم نشان

 قیطر از بیضرا نیا. دهند یم نشان را BSP انتقال نرخ

 .ندیآ یم دست به ینیبال مشاهدات و شیآزما

 سنجش و یریگ اندازه قیطر از یشگاهیآزما جینتا که آنجا از

 طور به .هستند قینادق و یقطع ریغ ''معمولا شوند، یم افتی

 یریگ اندازه یها دستگاه بودن بیار و دقت کاهش تر، قیدق

 ابزار نکردن برهیکال  زمان، گذشت با  یفرسودگ اثر در کننده

 منابع وجود ،یطیمح  طیشرا نبودن داریپا  ،یریگ اندازه یها

 جینتا شوند، یم باعث که هستند یعوامل جمله از خطا، نامعلوم

  عنوان به. باشند برخوردار تیقطع عدم یژگیو از یشگاهیآزما

 محدوده در شخص کی ینیبال یها داده اگر ،یشهود مثال کی

 دچار شخص که گفت توان ینم قطع، طور به نباشد نرمال

 پارامتر در موجود تیقطع عدم چنانچه ن،یبنابرا. شود یم یماریب

 میخواه کار و سر یمدل با آنگاه گردد، لحاظ( 1) مدل در ها،

 ارائه انسان کبد عملکرد از یتر مناسب و جامع ریتفس که داشت

 موجود تیقطع عدم شینما و نییتع که است ذکر قابل. کند یم

 در طلبد، یم که است شگاهیآزما متخصص عهده بر پارامترها، در

. باشد برخوردار یکاف مهارت و دانش تجربه، از نه،یزم نیا

 یها داده شینما یبرا توانا ابزار کی یفاز یها مجموعه یتئور

 تا دهد یم اجازه ما به ،یفاز اتیاضیر و است نامطمئن و قینادق

 به و میریبگ بکار آنها در موجود تیقطع عدم با همراه را ها داده

 و( 1) مدل مطالعه مقاله، نیا هدف. میبپرداز مدل حل و ریتفس

 و 𝑑و 𝑎 ،𝑏 بیضرا که، یحالت در آن، یلیتحل یجوابها افتنی

 .است اند، شده داده یفاز اعداد صورت به ،𝐼 هیاول مقدار

 . پيشينه تحقيق2.1

 و وتنین توسط انتگرال وبرای اولین بار، حساب دیفرانسیل 

 ژاندر،ل لاگرانژ، چون یبزرگ دانشمندان. شد یگذار هیپا تزیبنیلا

 و توسعه در یمهم نقش لتونیهم و ریما ،یبرنول کلبش، ژاکوبی،

 از نمونه کی( 1) مدل. ]9[ نمودند فایا لیفرانسید معادلات حل

 یم نشان را مرتبط، هم به یخط لیفرانسید معادله دو دستگاه

 به آن، در که یحالت به را،( 1) مدل، ]10[ در سندگانینو. دهد

 شود، گرفته نظر در کاپوتو یکسر مشتق ،یمعمول مشتق یجا

 هیتجز روش اساس بر مدل، یعدد حل به سپس و دادند توسعه

 .پرداختند نیآدوم
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 میمفاه کردن یبند مدل منظور به ،یفاز یها مجموعه یتئور

 توسط بار نیاول یبرا دارند، قیدق ریغ یمرزها که یذهن

 محض به. شد یمعرف یعلم یایدن به زاده یلطف پروفسور

 انواع از یبعض دهیا ،یفاز ریمقاد با تابع کی دهیا شیدایپ

 موضوعات از یکی. آمد وجود به زین یفاز لیفرانسید معادلات

 کی از استفاده یفاز لیفرانسید معادلات با مواجه در یاساس

. ]11-14[ است یفاز طیمح در یریپذ مشتق مناسب مفهوم

 هب ،یفاز لیفرانسید معادلات نهیزم در قاتیتحق اکثر تاکنون

 یحدود ات و( ]15-20[ نمونه یبرا دینیبب) اول مرتبه از معادلات

 با. اند شده داده اختصاص (] 22، 21[ دینیبب) دوم مرتبه از هم

 یروش تاکنون دهد، یم اجازه ما دانش که آنجا تا حال، نیا

 معادلات دستگاه کی حل یبرا ،یعدد یروش ای یلیتحل

 کی حل ،یکل بطور واقع، در. است نشده ارائه یفاز لیفرانسید

 به و است دشوار اریبس یفاز لیفرانسید معادلات دستگاه

 هگرفت بکار که یفاز مشتق مفهوم و یفاز یپارامترها و بیضرا

 حالت کی ،یفاز حالت در( 1) دستگاه. دارد یبستگ شود، یم

 همعادل دو از متشکل یفاز لیفرانسید معادلات دستگاه از خاص

 است آن ق،یتحق نیا ینوآور و دهد یم نشان را مجهول دو با

 منحصر یلیتحل یها جواب فرمول مطلوب، طیشرا اعمال با که

 .آورد یم دست به را دستگاه نیا فرد به

 . روش تحقيق 3.1

 با. است یا کتابخانه صورت به مقاله، نیا در قیتحق روش

 از استفاده و یفاز لیفرانسید معادلات با مرتبط مقالات مطالعه

 یبرا. میپرداز یم مدل حل و لیتحل به ،یقبل شده افتی جینتا

، 23[ افتهی توسعه یهاکوهارا یریمشتقپذ مفهوم از منظور، نیا

 مشتق، مفهوم نیا که، است ذکر قابل. میکنمی  استفاده ] 24

 است یفاز لیفرانسید معادلات حل در اجرا، قابل و توانا یابزار

 متفاوت یرفتارها با جواب دو معمول، طور به آن، اساس بر که

( ینزول یپهنا با گرید جواب و یصعود یپهنا با جواب کی)

 ،یکل حالت در. ]26، 25، 20، 19، 17-15[ شود یم افتی

 جواب از یرفتار چه نکهیا به دارد یبستگ جواب، انتخاب

 مدل تواند یم بهتر جواب، کدام و است انتظار مورد دستگاه،

 در مساله لیتحل به ابتدا ما. ]28، 27[ کند ریتفس را مطالعه تحت

 ،هستند یقیحق ریغ یفاز اعداد صورت به ها داده همه که یحالت

 مساله ،یلیتحل یها جواب افتنی منظور به سپس و میپرداز یم

 طیشرا اعمال با و میکن یم هیتجز یتر ساده یها مدل به را

 ریمقاد و بیضرا سیماتر یها هیدرا بودن یفاز یرو خاص،

 .میپرداز یم مدل هر ینظر مطالعه به ه،یاول

 . مراحل تحقيق و یافته ها  4.1

 جهت ،یفاز "کاملا حالت در مساله حل ندیفرا اتیجزئ ابتدا،

 وجود جینتا می دهیم و حیتشر ،یلیتحل یها جواب افتنی

(.  1.3 هیقض صورت به شده داده) را فراهم می کنیم کتای جواب

 یها جواب به دنیرس یبرا یمحاسبات یها یدگیچیپ و یدشوار

 یابیدست و یساز ساده جهت ادامه، در و داده حیتشر را ،یلیتحل

 بودن یفاز از مجزا حالت دو در مساله ،یلیتحل یها جواب به

 𝑑و  𝑏 ,𝑎 بیضرا که یحالت -1: میکن یم مطالعه ها، پارامتر

 -2. است یفاز یعدد 𝐼 هیاول مقدار و بوده مثبت یقیحق اعداد

 و بوده پهنا هم مثبت یمثلث یفاز اعداد 𝑎,b بیضرا که یحالت

𝑑 و𝐼 به حالات، نیا از کی هر در. هستند مثبت یقیحق اعداد 

 1.5و  1.4 یایقضا توسط که میابی یم دست جواب یها فرمول

 یریکارگ به و حیتشر به مثال، دو حلا ب ان،یپا در. اند شده داده

 .میپرداز یم شده، افتی جینتا یعمل

 مفاهيم اوليه . 2

 را یضرور جینتا یبرخ و نمادها ه،یاول فیتعار بخش، نیا در

 مجموعه مفهوم  ،یفاز منطق در مفهوم نیاول .میکن یم مطرح

 یدارا عضو هر آن در که  مجموعه یعنی  ،است  یفاز یها

 نمونه ،یفاز اعداد. است کی تا صفر نیب تیعضو از یا درجه

SC
J 
Acc

ep
te

d



 نویس مجله علمی محاسبات نرم، برای داوری در مجلهپیش ©

 

 

 اتیاضیر در امروزه که هستند یفاز یها مجموعه از ییها

 . شوند یم فیتعر ر،یز یعلم صورت به ،یفاز

  صورت، به 𝑢 یفاز عدد کی  ].7[ .1.2تعریف 

[𝑢]𝛼 = [𝑢−(𝛼),𝑢+(𝛼)] 

 و شود یم داده نشان شود، یم دهینام u رشب- شینما که 

  در چپ وستهیپ کراندار، ،یصعود ، تابع  𝑢−(𝛼) آن در

 ،نزولی 𝑢+(𝛼)تابع ، ستا 0 در راست وستهیپو  [0,1)

𝛼 در راست وستهیپو  [0,1) رد چپ وستهیپ کراندار، = 0 

𝛼 هر یراو ب ستا ∈ 𝑢−(𝛼): میار, د[0،1] ≤ 𝑢+(𝛼). 

𝛼 یبرا تر، قیدق طور به ∈  : میارد،[0،1)

[𝑢]𝛼 = {𝑥 ∈ ℝ: 𝜇𝑢(𝑥) ≥ 𝛼},   

  و است𝑢  یفاز عدد در𝑥  تیعضو درجه 𝜇𝑢(𝑥) آن، در که 

[𝑢]0 = 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑢) = 𝑐𝑙{𝑥 ∈ ℝ: 𝜇𝑢(𝑥) > 0},   

 مجموعه ستارب 𝑐𝑙(𝐴) نجا،یا در. شود یم دهینام 𝑢 گاه هیتک که

𝐴 خط یرو شده فیتعر یفاز اعداد تمام مجموعه .است 

𝑢,𝑣 یبرا. میده یم نشان  ℝ𝐹نماد با را   ℝ یقیحق ∈ ℝ𝐹  و 

𝜆 ∈ ℝ   19[ میدار[ : 

[𝑢 ⊕ 𝑣]𝛼 = [𝑢−(𝛼) + 𝑣−(𝛼),𝑢+(𝛼) + 𝑣+(𝛼)], 

[λ⊙u]α={
[λu−(α),λu+(α)];  𝜆 ≥ 0
[λu+(α),λu−(α)];   λ<0

, 

[𝑢 ⊙ 𝑣]𝛼 = [min {𝑢−(𝛼)𝑣−(𝛼),𝑢−(𝛼)𝑣+(𝛼), 

𝑢+(𝛼)𝑣−(𝛼),𝑢+(𝛼)𝑣+(𝛼)}, 

max {𝑢−(𝛼)𝑣−(𝛼),𝑢−(𝛼)𝑣+(𝛼), 

𝑢+(𝛼)𝑣−(𝛼),𝑢+(𝛼)𝑣+(𝛼)}], 

 

 

 

ملاحظه می کنیم که اعمال حسابی روی اعداد فازی به اعمال 

برش اعداد فازی، - حسابی روی بازه ها، بر اساس نمایش 

انتقال می یابد. تعریف مشابه، برای عمل تفاضل، به صورت زیر 

 است.

𝑢,𝑣  عدد دو .]19[ .2.2تعریف  ∈ 𝑅𝐹 اگر. دیریبگ نظر در را 

𝑢 که یطور به باشد داشتهوجود  𝑤 یفاز عدد = 𝑣 ⊕𝑤، 

 𝑢( دو عدد H-تفاضل یسادگ یبرا) هاکوهارا تفاضل 𝑤 آنگاه

𝑤 نامیده شده و با 𝑣و  = 𝑢⊖ 𝑣 شود یم داده نشان. 

𝑢اگر  ⊖ 𝑣 آنگاه باشد، وجودم -𝛼شد خواهد آن یها برش: 

[𝑢 ⊖ 𝑣]𝛼 = [𝑢−(𝛼) − 𝑣−(𝛼),𝑢+(𝛼) − 𝑣+(𝛼)]. 
𝑢  :میسینو یم ن،یهمچن ⊖ 𝑢 =  با همراه 0 یفاز عدد که 0

𝛼-[0] یها برش𝛼 = -تفاضل خواص یبرخ یبرا. است {0}

H میکن یم شنهادیپرا  ]29، 25، 20، 15[ مراجع. 

 است یفاز اعداد مجموعه در معروف متر کی ،هاسدروف متر

𝑢,𝑣 یبرا که ∈ ℝ𝐹  شود یم فیتعر ریز صورت هب: 

𝐷(𝑢,𝑣)= sup
0≤𝛼≤1

max {|𝑢−(𝛼) − 𝑣−(𝛼)|,|𝑢+(𝛼)

− 𝑣+(𝛼)|} 

ℝ𝐹) مجموعه ,𝐷) 30[ است کامل کیمتر یفضا کی[.  

 ییناساش ،علامت نظر از ،یفاز اعداد تا میدار ازین مقاله، نیا در

 .میکن یم استفاده ریز فیتعر از منظور نیا یبرا. شوند

 :هرگاه ،مینام یم مثبت را u یفاز عدد. ]71[ .3.2تعریف 

𝑢−(𝛼) > 0. ∀𝛼 ∈ [0،1], 
 :هرگاه ،مینام یم یمنف را آن و

𝑢+(𝛼) < 0. ∀𝛼 ∈ [0،1]. 
 یبرا هرگاه ،مینام یم صفر "بایتقر یفاز عدد را 𝑢 یفاز عدد

𝛼 تمام ∈  :میباش داشته [0،1]

𝑢−(𝛼) ≤ 0.  𝑢+(𝛼) ≥ 0 . 

 با بیترت به را صفر "بایتقر و یمنف مثبت، یفاز اعداد مجموعه

ℝ𝐹 ینمادها
+ ،ℝ𝐹

ℝ𝐹و  −
 .میده یم نشان  0
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 به یمنف ای مثبت یفاز اعداد مجموعه یرو یفاز یحساب اعمال

 :میدار واقع در. شوند یم انجام یسادگ

[u⊙v]α={

[u-(α)v-(α),u+(α)v+(α)];  u,v∈RF
+,

[u+(α)v+(α),u-(α)v-(α)];  u,v∈RF
- ,

[u+(α)v-(α),u-(α)v+(α)];  u∈RF
+,v∈RF

-

 

𝑣 اگر و ∈ ℝ𝐹
+ ∪ ℝ𝐹

 :آنگاه باشد،  −

[
1
v
]
α

=[
1

v+(α)
,

1

v-(α)
] , 

𝑢 یبرا و ∈ ℝ𝐹 میتقس عمل 𝑢
𝑣

𝑢 صورت به  ⊙
1
𝑣

 یم فیتعر 

 در یمنف و مثبت یفاز اعداد یمحاسبات خواص یبرخ. شود

 .است شده داده ]17[

 یمثلث یفاز اعداد به پرکاربرد، یفاز اعداد از مجموعه کی

 ییتا سه با ،یعدد نیچن کی. اند شده شناخته

( , , )l c ru u u u, آن در که شود یم داده شینما cu راس 

 دهینام عدد راست و چپ ریمقاد بیترت به ru و lu  و عدد

l: میدار و شوند یم c ru u u . ن،یچن هم u یدارا -برش 

 :است ریز

[𝑢]𝛼 = [𝑢𝑙 + (𝑢𝑐 − 𝑢𝑙)𝛼,𝑢𝑟 − (𝑢𝑟 − 𝑢𝑐)𝛼]. 
. میده یم نشان 𝑇ℝ𝐹 نماد با را یمثلث یفاز اعداد تمام مجموعه

𝑢 اگر = (𝑢𝑙,𝑢𝑐,𝑢𝑟) ∈ 𝑇𝑅𝐹  میباش داشته و: 

𝑢𝑐 − 𝑢𝑙 = 𝑢𝑟 − 𝑢𝑐 = 𝑙𝑢, 
 و مینام یم 𝑙𝑢 یپهنا با متقارن یمثلث یفاز عدد کی را 𝑢 آنگاه

𝑢 ییدوتا با را آن یسادگ یبرا = (𝑢𝑐,𝑙𝑢) میده یم شی نما 

 :دید توان یم یسادگ بهو 

[𝑢]𝛼 = [𝑢𝑐 + 𝑙𝑢(−1+ 𝛼),𝑢𝑐 + 𝑙𝑢(1− 𝛼)]. 
 گرید یینما در

u=uc⊖lu(0،1). 
 یپهنا و صفر راس با متقارن یمثلث یفاز عدد (0،1) آن در که

 را متقارن یمثلث یفاز اعداد تمام مجموعه. دهد یم نشان را کی

 .میده یم نشان 𝑇𝑠ℝ𝐹 نماد با

,0) یقیحق ی بازه مقاله، نیا در )U T 0 یبراT ، ثابت 

: مقدار یفاز تابع کی و شود یم فرض Ff U  فرم در 

صورت به برش [ ( )] [ ( ; ), ( ; )]f t f t f t    

t هر یبرا U [0,1] و شود یم داده نشان . 

 .میازپرد یم افته،ی توسعه یهاکوهارا یریمشتقپذ مفهوم به اکنون

:𝑓 تابع .]23[. 4.2تعریف 𝑈 → ℝ𝐹 نقطه و 𝑡0 ∈ 𝑈 در را 

 :هرگاه ،شود یم دهینام 𝑡0 در ریشتقپذم-𝑓 ، GH.دیریبگ نظر

𝑓′(𝑡0) عضو :(1) ∈ ℝ𝐹 یبرا ،کهیطور به باشد داشته وجود 

ℎ تمام >  ،H-تفاضلات صفر به کینزد یکاف اندازه به 0

𝑓(𝑡0 + ℎ)⊖ 𝑓(𝑡0) و 𝑓(𝑡0) ⊖ 𝑓(𝑡0 − ℎ) وجود 

  و باشند داشته

lim
ℎ→0+

𝑓(𝑡0 + ℎ)⊖ 𝑓(𝑡0)

ℎ

= lim
ℎ→0+

𝑓(𝑡0) ⊖ 𝑓(𝑡0 − ℎ)

ℎ
= 𝑓′(𝑡0), 

 ای

𝑓′(𝑡0) عضو :(2) ∈ ℝ𝐹 یبرا ،کهیطور به باشد داشته وجود 

ℎ تمام >   ،H-تفاضلات صفر به کینزد یکاف اندازه به 0

𝑓(𝑡0 − ℎ)⊖ 𝑓(𝑡0) و   𝑓(𝑡0)⊖𝑓(𝑡0 + ℎ)وجود 

  و باشند داشته

𝑙𝑖𝑚
ℎ→0+

𝑓(𝑡0 − ℎ)⊖ 𝑓(𝑡0)

−ℎ

= 𝑙𝑖𝑚
ℎ→0+

𝑓(𝑡0) ⊖ 𝑓(𝑡0 + ℎ)

−ℎ
= 𝑓′(𝑡0), 

 را)ب است 𝑈 یرو ریمشتقپذ-𝑓، (j) تابع مییگو یم مقاله، نیا در

𝑗 ی ∈ 𝑡 نقطه هر در 𝑓 هرگاه، ({1،2} ∈ 𝑈، تابع کی GH-

 .باشد فوق، فیتعر از(j)  یمعنا در ر،یمشتقپذ

 را یریمشتقپذ-GH مفهوم یعمل یریبکارگ نحوه ،بعد هیقض دو

 .کنند یم مشخص

 .]32، 31[. 1.2قضيه 

:𝑓اگر .(1) 𝑈 → ℝ𝐹 یرو ریمشتقپذ-(1) تابع کی 𝑈 ،باشد 

𝛼 ثابت مقدار هر یبرا آنگاه ∈ ;𝑓−(𝑡 یها تابع ،[0،1] 𝛼) و 

𝑓+(𝑡; 𝛼) یرو 𝑈، میدار و بوده ریمشتقپذ: 

[𝑓′(𝑡)]𝛼 = [𝑓−′(𝑡; 𝛼),𝑓+
′
(𝑡; 𝛼)],∀𝑡 ∈ 𝑈. 
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:𝑓 اگر .(2) 𝑈 → ℝ𝐹  یرو ریمشتقپذ-(2) تابع کی 𝑈 ،باشد 

𝛼 ثابت مقدار هر یبرا آنگاه ∈  و 𝑓−(𝑡;𝛼) یها تابع ،[0،1]

𝑓+(𝑡; 𝛼) یرو 𝑈، میدار و بوده ریمشتقپذ: 

[𝑓′(𝑡)]𝛼 = [𝑓+
′
(𝑡; 𝛼),𝑓−′(𝑡; 𝛼)],∀𝑡 ∈ 𝑈. 

 

𝑗  دیکن فرض .]28، 15[. 2.2قضيه  ∈  ثابت یمقدار{1،2}

𝜆 و است ∈ ℝ اگر .است 𝑓,𝑔: 𝑈 → ℝ𝐹 ییها تابع (j)-

𝑓 تابع آنگاه باشند، 𝑈 یرومشتقپذیر  ⊕ 𝜆⊙ 𝑔 زین (j)-

 :  میدار و بوده 𝑈 یرو ریمشتقپذ

(𝑓 ⊕ 𝜆⊙ 𝑔)′(𝑡) = 𝑓′(𝑡) ⊕ 𝜆⊙ 𝑔′(𝑡). 
 استفاده آن از بعد، یها  دربخش که گرید میمفاه از یکی

 . است یفاز شده مقدار تابع کی یپهنا مفهوم کرد میخواه

:𝑓 تابع. ]27, 25[. 5.2تعریف  𝑈 → ℝ𝐹 با همراه𝛼-برش 

𝛼[𝑓(𝑡)] یها = [𝑓−(𝑡; 𝛼),𝑓+(𝑡; 𝛼)] دیریبگ نظر در را .

𝛼 یبرا ∈  تابع ،𝑓برش-𝛼 یپهنا ای طول ثابت، [0،1]

𝐿𝛼(𝑓):𝑈 →  :است ریز ضابطه با (∞+.0]

(𝐿𝛼(𝑓))(𝑡) = 𝑓
+(𝑡; 𝛼) − 𝑓−(𝑡; 𝛼). 

 قالب در تواند یم را معادلات دستگاه کی جواب که، آنجا از

 تابع کی یریمشتقپذ فیتعر لذا، نمود، انیب یبردار تابع کی

 .میکن یم مطرح را، یفاز شده مقدار یبردار

𝑗 دیکن ضفر . 6.2تعریف  ∈ 𝑛 یعیطب عدد و {1،2} > 1 

:𝑓 تابع دیکن فرض. باشند ثابت ریمقاد 𝑈 → ℝ𝐹
𝑛 تابع ک ی 

  که معنا نیا به باشد، مقدار، یفاز یبردار

𝑓(𝑡) = (𝑓1(𝑡),𝑓2(𝑡),⋯ ,𝑓𝑛(𝑡))
𝑡 

:𝑓𝑖 آن در و( است ترانهاده یمعنا به t ینما) 𝑈 → ℝ𝐹 یبرا 

𝑖 = 1،2.⋯ ,𝑛،  مییگو یم ما. هستند مقدار یفاز ییها تابع 

f، )j(-یرو ریتقپذمش 𝑈  هرگاه ،است 𝑓𝑖  ییها تابع ها )j(-

 :میکن یم فیتعر حالت، نیا در و  باشند 𝑈 یرو ریمشتقپذ

𝑓′(𝑡) = (𝑓1
′(𝑡),𝑓2

′(𝑡),⋯ ,𝑓𝑛
′(𝑡))

𝑡
, ∀𝑡 ∈ 𝑈. 

 را ،یفاز لیفرانسید معادلات دستگاه کی جواب منظور از اکنون

 .میکن یم مشخص

𝑚,𝑛 دیکن فرض. 7.2تعریف  > . باشند یعیطب عدد دو 0

 :دیریبگ نظر در را ریز یفاز لیفرانسید معادلات دستگاه

{
 
 

 
 
𝑦1
′(𝑡) = 𝑐11 ⊙𝑦1(𝑡) ⊕ 𝑐12 ⊙𝑦2(𝑡) ⊕⋯⊕ 𝑐1 𝑛⊙𝑦𝑛(𝑡),

𝑦2
′(𝑡) = 𝑐21 ⊙𝑦1(𝑡) ⊕ 𝑐22 ⊙𝑦2(𝑡) ⊕⋯⊕ 𝑐2 𝑛⊙𝑦𝑛(𝑡),

\𝑣𝑑𝑜𝑡𝑠

𝑦𝑚
′ (𝑡) = 𝑐𝑚1⊙𝑦1(𝑡) ⊕ 𝑐𝑚2⊙𝑦2(𝑡) ⊕⋯⊕ 𝑐𝑚𝑛⊙𝑦𝑛(𝑡),

𝑦1(0) = 𝑦10,𝑦2(0) = 𝑦20, ⋯ ,𝑦𝑛(0) = 𝑦𝑛 0.

 

 (2) 

10 آن در که 20 0, , , ny y y و معلوم هیاول ریمقاد  𝑡 ∈ 𝑈  

 یبرا ها، 𝑦𝑖0 هیاول ریمقاد و ها𝑐𝑖𝑗 بیضرا یتمام اگر. است

1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛  1 و ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 دستگاه آنگاه باشند، یفاز اعداد 

 𝑦𝑖0 هیاول ریمقاد تنها چنانچه،. شود یم دهینام یفاز ''کاملا( 2)

 هیاول مقدار دستگاه کی( 2) دستگاه آنگاه باشند، یفاز اعداد ها،

𝑘 یبرا. شود یم گفته یفاز ∈  مقدار یفاز  یبردار تابع ،{1،2}

𝑦(𝑡) = (𝑦1(𝑡),𝑦2(𝑡),⋯ ,𝑦𝑛(𝑡))
𝑡، نوع  جواب (k)  از 

 و بوده ریمشتقپذ-(k) آن هرگاه شود، یم دهینام( 2) دستگاه

t هر یبرا U کند صدق( 2) دستگاه در. 

𝑦(𝑡) اگر. 1.2نكته  = (𝑦1(𝑡),𝑦2(𝑡),⋯ ,𝑦𝑛(𝑡))
𝑡 جواب 

 ریمشتقپذ-(1ی )تابع 𝑦𝑖 هر پس باشد،( 2) دستگاه از( 1) نوع

 ییها تابع 𝐿𝛼(𝑦𝑖) یپهناها که کند یم جابیا نیا. است

 نوع جواب 𝑦(𝑡) یبردار تابع اگر طور، نیهم. باشند یصعود

 هستند ینزول ییها تابع 𝐿𝛼(𝑦𝑖) آنگاه باشد،( 2) دستگاه از( 2)

 (.شود یم شنهادیپ ]27، 25، 24[ مراجع شتریب اتیجزئ یبرا)

. حل مدل ریاضی کبد انسان با داده های فازی 3

 مشتپکیری-GHتحت 

SC
J 
Acc

ep
te

d



 نویس مجله علمی محاسبات نرم، برای داوری در مجلهپیش ©

 

 

 به که انسان کبد یاضیر مدل حل اتيجزئ به بخش، نیا در

 در ،یفاز ليفرانسید معادلات از متشكل ر،یز دستگاه صورت

 :میپرداز یم است، شده گرفته نظر

{
 

 
𝑦1
′(𝑡) = −𝑎 ⊙ 𝑦1(𝑡) ⊕ 𝑏⊙ 𝑦2(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑈,   

𝑦2
′(𝑡) = 𝑎 ⊙ 𝑦1(𝑡) ⊕ (−1)(𝑏 + 𝑑)⊙ 𝑦2(𝑡),

𝑦1(0) = 𝐼,                                                              
𝑦2(0) = 0.                                                             

 

(3       ) 

,مقادیر آن در که , ,I d b a مثبت یفاز اعداد ،یکل حالت در 

 و خون در BSP مقدار بیترت به 𝑦2(𝑡) و 𝑦1(𝑡) چون. هستند

 تابع آنها رود، یم انتظار پس دهند، یم نشان 𝑡ه لحظ دررا،  کبد

 میکن فرض دیده اجازه ابتدا،. باشند ینامنف مقدار یفاز ییها

𝑦(𝑡) = (𝑦1(𝑡),𝑦2(𝑡))
𝑡 (3) دستگاه از( 2) نوع جواب 

𝑦2(0) چون صورت، نیا در. باشد =  ،1.2 نکته طبق ،پس 0

 :میباش داشته دیبا

𝑦2(𝑡) = 0. ∀𝑡 ∈ 𝑈. 

 لیقلت ریز یمجهول کی لیفرانسید معادله کی به ،(3) دستگاه لذا

 :ابدی یم

(4) {
𝑦1
′(𝑡) = −𝑎 ⊙ 𝑦1(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑈,

𝑦1(0) = 𝐼.                                    
 

 یم صدق ریز معادله در ،(4) جواب ،]17[ در 4.3 نکته طبق

 :کند

𝑒𝑡⊙𝑎⊙𝑦1(𝑡) = 𝐼, 

 :دهد یم جهینت یسادگ به که

(5) [𝑦1(𝑡)]
𝛼 = [𝑒−𝑡𝑎

−(𝛼)𝐼−(𝛼),𝑒−𝑡𝑎
+(𝛼)𝐼+(𝛼)]. 

 به و بوده ریمشتقپذ-(2) تابع نیا ،]27[ در 1 تیخاص طبق

. کند یم صدق (4) معادله در آن که کرد چک توان یم یسادگ

  صورت به ،(3) دستگاه از( 2) نوع جواب به ما ن،یبنابرا

𝑦(𝑡) = (𝑦1(𝑡).0)𝑡 با همراه 𝑦1(𝑡) صورت به شده داده 

 مورد و مطلوب جواب تواند ینم جواب نیا اما. میرس یم ،(5)

 یعن)ی کبد در موجود BSP مقدار آن، اساس برزیرا . باشد انتظار

𝑦2(𝑡))، مطالعه به ادامه، در لذا،. ماند یم یباق صفر همواره 

برای این منظور،  .میپرداز یم یریمشتقپذ-(1) تحت (3) دستگاه

:𝑦1,𝑦2 یها تابع میکن یم فرض 𝑈 → ℝ𝐹
 به موجودند +

𝑦(𝑡) کهیطور = (𝑦1(𝑡),𝑦2(𝑡))
𝑡 دستگاه از( 1) نوع جواب 

𝛼دیکن فرض. باشد (3) ∈  در با. باشد ثابت اما، دلخواه، [0،1]

 برش– 𝛼 گرفتن نظر

[𝑦𝑖(𝑡)]
𝛼 = [𝑦𝑖

−(𝑡; 𝛼),𝑦𝑖
+(𝑡; 𝛼)], 𝑖 = 1،2. 

 :میدار ،1.2 هیقض لهیوس به

[𝑦𝑖′(𝑡)]
𝛼 = [𝑦𝑖

−′(𝑡; 𝛼),𝑦𝑖
+′(𝑡; 𝛼)], 𝑖 = 1،2. 

 تگاهدس به ،یفاز حساب اعمال از استفاده و (3) در ینیگزیجا با

 :میرس یم ریز یفاز ریغ

{
 
 
 
 

 
 
 
 
𝑦1
−′(𝑡; 𝛼) = −𝑎+(𝛼)𝑦1

+(𝑡; 𝛼) + 𝑏−(𝛼)𝑦2
−(𝑡; 𝛼),              

𝑦1
+′(𝑡; 𝛼) = −𝑎−(𝛼)𝑦1

−(𝑡; 𝛼) + 𝑏+(𝛼)𝑦2
+(𝑡; 𝛼),               

𝑦2
−′(𝑡; 𝛼) = 𝑎−(𝛼)𝑦1

−(𝑡; 𝛼) − (𝑏+(𝛼)+𝑑+(𝛼))𝑦2
+(𝑡; 𝛼),

𝑦2
+′(𝑡; 𝛼) = 𝑎+(𝛼)𝑦1

+(𝑡; 𝛼) − (𝑏−(𝛼)+𝑑−(𝛼))𝑦2
−(𝑡; 𝛼),

𝑦1
−(0; 𝛼) = 𝐼−(𝛼),                                                                     
𝑦1
+(0; 𝛼) = 𝐼+(𝛼),                                                                     
𝑦2
−(0; 𝛼) = 0.                                                                              

𝑦2
+(0; 𝛼) = 0.                                                                               

 

 (6) 

 سیماتر فیتعر اب

(7    )𝐴𝛼 =

[
 
 
 
 

0           0
0           0

−𝑎+(𝛼) 𝑏−(𝛼)

𝑎+(𝛼) −𝑐−(𝛼)

𝑎−(𝛼) 𝑏+(𝛼)

𝑎−(𝛼) −𝑐+(𝛼)

0     0
0     0 ]

 
 
 
 

 

  یبردار تابع و
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(8 )𝑧𝛼(𝑡) = (𝑦1
−(𝑡; 𝛼),𝑦2

+(𝑡; 𝛼),𝑦1
+(𝑡; 𝛼),𝑦2

−(𝑡; 𝛼))𝑡 

 :نمود خلاصه ر،یز یسیماتر صورت به توان یم را (6) دستگاه

(9                  )
( ) ( ), ,

(0) ( ( ),0, ( ),0) .t

z t A z t t U

z I I

  

   

  



 

 ا( ر9) دستگاه یکتای جواب وجود طیشرا ،بعد هیقض در اکنون،

 .میکن یم مطرح

  .1.3قضيه 

 یکتای جواب یدارا 𝑈بازه یرو ،(3) یفاز دستگاه اگر(. 1)

𝑦(𝑡)   ،(1) نوع مثبت = (𝑦1(𝑡),𝑦2(𝑡))
𝑡شینما همراه 

برش [ ( )] [ ( ; ), ( ; )], 1,2i i iy t y t y t i     

𝛼 هر یبرا آنگاه باشد، ∈  یبردار تابع ثابت، دلخواه [0،1]

𝑧𝛼(𝑡) است (9) دستگاه یکتای جواب ،(8) در. 

𝛼 هر یبرا اگر(. 2) ∈  یدارا 𝑈 بازه یرو ،(9) دستگاه [0،1]

 که یطور به باشد، ،(8) در 𝑧𝛼(𝑡) یکتای جواب

[𝑦𝑖
−(𝑡; 𝛼),𝑦𝑖

+(𝑡; 𝛼)] یبرا 𝑖 =  برش-𝛼 عنوان به ،1،2

 فیتعر ،U یرو ریمشتقپذ-(1) و مثبت مقدار یفاز ییها تابع

𝑦(𝑡) تابع ،آنگاه باشند، شده = (𝑦1(𝑡),𝑦2(𝑡))
𝑡  ،با همراه  

[𝑦𝑖(𝑡)]
𝛼 = [𝑦𝑖

−(𝑡; 𝛼),𝑦𝑖
+(𝑡; 𝛼)], 𝑖 = 1،2.  

 .است( 3) دستگاه از ،(1) نوع مثبت یکتای جواب 

( 2) قسمت اثبات به دیده اجازه. است واضح( 1) قسمت :اثبات

𝛼 عدد .میبپرداز ∈   چون. دیریبگ ،ثابت اما ،دلخواه [0،1]

𝑧𝛼(𝑡) یها مولفه ،پس ،است (9) دستگاه یکتای مثبت جواب 

𝑦𝑖 یعنی آن،
−(𝑡; 𝛼)  و𝑦𝑖

+(𝑡; 𝛼) ریمشتقپذ مثبت یها تابع 

𝑡  هر یبرا لذا. هستند (6) در صادقو  𝑈 یرو ∈ 𝑈، میدار:  

max {|𝑦1
−′(𝑡; 𝛼) + 𝑎+(𝛼)𝑦1

+(𝑡; 𝛼)

− 𝑏−(𝛼)𝑦2
−(𝑡; 𝛼)|,|𝑦1

+′(𝑡; 𝛼)

+ 𝑎−(𝛼)𝑦1
−(𝑡; 𝛼)

− 𝑏+(𝛼)𝑦2
+(𝑡; 𝛼)|} = 0. 

 همین طور:

max {|𝑦2
−′(𝑡; 𝛼) − 𝑎−(𝛼)𝑦1

−(𝑡; 𝛼)

+ 𝑐+(𝛼)𝑦2
+(𝑡; 𝛼)|,|𝑦2

+′(𝑡; 𝛼)

− 𝑎+(𝛼)𝑦1
+(𝑡; 𝛼)

+ 𝑐−(𝛼)𝑦2
−(𝑡; 𝛼)|} = 0. 

𝑐 آن در که = 𝑏 + 𝑑 چون. است 𝛼 است، بوده دلخواه یعدد 

 :نتیجه می گیریم

sup
0≤𝛼≤1

max { 

|𝑦1
−′(𝑡; 𝛼) + 𝑎+(𝛼)𝑦1

+(𝑡; 𝛼) − 𝑏−(𝛼)𝑦2
−(𝑡; 𝛼)|, 

|𝑦1
+′(𝑡; 𝛼) + 𝑎−(𝛼)𝑦1

−(𝑡; 𝛼) − 𝑏+(𝛼)𝑦2
+(𝑡; 𝛼)|}

= 0. 

 و

sup
0≤𝛼≤1

max { 

|𝑦2
−′(𝑡; 𝛼) − 𝑎−(𝛼)𝑦1

−(𝑡; 𝛼) + 𝑐+(𝛼)𝑦2
+(𝑡; 𝛼)|, 

|𝑦2
+′(𝑡; 𝛼) − 𝑎+(𝛼)𝑦1

+(𝑡; 𝛼) + 𝑐−(𝛼)𝑦2
−(𝑡; 𝛼)|}

= 0. 

 𝑦2(𝑡) و 𝑦1(𝑡) هنکیا فرض به تیعنا با ر،یاخ یتساو دو نیا

 ب،یترت به هستند، ریمشتقپذ-(1) و مثبت مقدار یفاز یها تابع

 :که هستند معنا نیا به

𝐷(𝑦1
′(𝑡), − 𝑎 ⊙ 𝑦1(𝑡) ⊕ 𝑏⊙ 𝑦2(𝑡)) = 0. 

 و

𝐷(𝑦2
′(𝑡),𝑎 ⊙ 𝑦1(𝑡) ⊕ (−1)𝑐 ⊙ 𝑦2(𝑡)) = 0. 

𝑦(𝑡) ،نیبنابرا = (𝑦1(𝑡),𝑦2(𝑡))
𝑡 دستگاه از( 1) نوع جواب 

𝑥(𝑡) اگر ت،ینها در. است (3) = (𝑥1(𝑡),𝑥2(𝑡))
𝑡 جواب 
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 واحد ،(1) قسمت طبق آنگاه باشد،( 3) از یگرید( 1) نوع مثبت

𝑥𝑖 یعنی آن، یها مولفه نییپا و بالا یها
−(𝑡; 𝛼)  و𝑥𝑖

+(𝑡; 𝛼) 

𝑖برای  =  با دارد تناقض که هستند، (9) دستگاه جواب ،1،2

𝑦𝑖 نکهیا فرض
−(𝑡; 𝛼)  و 𝑦𝑖

+(𝑡; 𝛼) برای𝑖 =  جواب, 1,2

𝑥(𝑡) نیبنابرا. هستند  (9) یکتای مثبت = 𝑦(𝑡).        

 فتنای ندیفرا و( 9) یسیماتر دستگاه جواب ساختار به حالا، ما

 شکل  در جواب یدارا (9) دستگاه. ]33[یم کن یم اشاره آن،

 :است ریز یسیماتر

(10)   𝑧𝛼(𝑡) = 𝑒
𝑡𝐴𝛼𝑧𝛼(0). 

tA  محاسبه یبرا
e  یخط جبر و یسیماتر جینتا از استفاده با، 

H اگر. شود افتی 𝐴𝛼 سیماتر ژوردن فرم است یکاف

 𝐴𝛼 سیماتر ژهیو یبردارها آن یها ستون که باشد یسیماتر

𝐽𝛼 سیماتر 𝐴𝛼 ژوردن فرم آنگاه باشند، = 𝐻𝛼
−1𝐴𝛼𝐻𝛼 

 :میدار سیماتر نیا داشتن اریاخت در با. بود خواهد

(11)   𝑒𝑡𝐴𝛼 = 𝐻𝛼𝑒
𝑡𝐽𝛼𝐻𝛼

−1 

 𝑧𝛼(𝑡)  یبردار تابع ،(10) در (11) ینیگزیجا با ت،ینها رد 

 و𝑒𝑡𝐴𝛼  یها سیماتر ساختار ند،یفرا نیا در اما. شود یم افتی

𝐻𝛼 سیماتر ژهیو ریمقاد بودن یتکرار ای زیتما به𝐴𝛼، یبستگ 

 . میپرداز یم آن بهادامه  در که دارد،

𝑎,𝑏,𝑑 دیکن فرض .1.3خاصيت  ∈ ℝ𝐹
 دلخواه ثابت یبرا .+

𝛼 ∈  چهار یدارا ،(7) در شده داده 𝐴𝛼 یبلوک سیماتر ،[0،1]

 :است ریز زیمتما ژهیو مقدار

𝜆1 𝛼 = −√
𝑝𝛼 + √Δ𝛼

2
, 𝜆2 𝛼 = −√

𝑝𝛼 −√Δ𝛼
2

 

𝜆3 𝛼 = √𝑝𝛼 −√Δ𝛼
2

, 𝜆4 𝛼 = √𝑝𝛼 +√Δ𝛼
2

 

2                            :آن در هک 4 ,p q     

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ),

p a a a b

a b c c

    

   

   

   

 

 
 

( ( ) ( ) ( ) ( ))

( ( ) ( ) ( ) ( )),

q a c a b

a c a b

    

   

   

   

 

 
 

c و b d   .است 

اعداد  ها،𝜆𝑖 𝛼, 𝑖∈{1,2,3,4}  ،میده یم نشان ابتدا اثبات:

𝑎,𝑏,𝑑 چون. هستندحقیقی  ∈ ℝ𝐹
𝑐 جهینت در و، + ∈ ℝ𝐹

+، 

𝛼 هر یبرا پس، ∈  و بوده مثبت 𝑝𝛼 جملات تک تک ،[0،1]

𝑝𝛼 لذا >  : میدار ن،یهمچن . 0

𝑞𝛼 = (𝑎+(𝛼)𝑐−(𝛼) − 𝑎+(𝛼)𝑏−(𝛼))

× (𝑎−(𝛼)𝑐+(𝛼) − 𝑎−(𝛼)𝑏+(𝛼))

= (𝑎+(𝛼)(𝑏−(𝛼) + 𝑑−(𝛼))

− 𝑎+(𝛼)𝑏−(𝛼))

× (𝑎−(𝛼)(𝑏+(𝛼) + 𝑑+(𝛼))

− 𝑎−(𝛼)𝑏+(𝛼))

= 𝑎−(𝛼)𝑎+(𝛼)𝑑−(𝛼)𝑑+(𝛼)

> 0. 

  :دهد یم جهینت که

Δ𝛼 = 𝑝𝛼
2 − 4𝑞𝛼

= (𝑎−(𝛼)𝑎+(𝛼)

+ 𝑎−(𝛼)𝑏−(𝛼)+𝑎+(𝛼)𝑏+(𝛼)+𝑐−(𝛼)𝑐+(𝛼))
2

− 4𝑎−(𝛼)𝑎+(𝛼)𝑑−(𝛼)𝑑+(𝛼)

> (𝑎−(𝛼)𝑎+(𝛼)+𝑑−(𝛼)𝑑+(𝛼))
2

− 4𝑎−(𝛼)𝑎+(𝛼)𝑑−(𝛼)𝑑+(𝛼)
= (𝑎−(𝛼)𝑎+(𝛼)−𝑑−(𝛼)𝑑+(𝛼))2 ≥ 0 

0  بنابراین: < Δ𝛼 = 𝑝𝛼
2 − 4𝑞𝛼 < 𝑝𝛼

 دهد: نتیجه میکه , 2
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𝑝𝛼 −√Δ𝛼 > اعداد  ها 𝜆𝑖𝛼 از کی هر ب،یترت نیا به . 0

 :که است واضح ن،یهمچنحقیقی هستند. 

𝜆1 𝛼 < 𝜆2 𝛼 < 𝜆3 𝛼 < 𝜆4 𝛼. 

 پس. باشد 𝐴𝛼 سیماتر ژهیو مقدار کی 𝜆𝛼 دیکن فرض اکنون

𝐴𝛼 سیماتر نانیدترم دیبا − 𝜆𝛼𝐼 محاسبه با. باشد صفر برابر 

  :میآور یم دست به م،یمستق

det(𝐴 − 𝜆𝐼)

= ||

−𝜆𝛼 0
0 −𝜆𝛼

−𝑎+(𝛼) 𝑏+(𝛼)

𝑎+(𝛼) −𝑐−(𝛼)

−𝑎−(𝛼) 𝑏+(𝛼)

𝑎−(𝛼) −𝑐+(𝛼)

−𝜆𝛼 0
0 −𝜆𝛼

||

= 𝜆𝛼
4

− (𝑎−(𝛼)𝑎+(𝛼)

+ 𝑎−(𝛼)𝑏−(𝛼)+𝑎+(𝛼)𝑏+(𝛼)+𝑐−(𝛼)𝑐+(𝛼))𝜆𝛼
2

+ (𝑎+(𝛼)𝑐−(𝛼) − 𝑎+(𝛼)𝑏−(𝛼))

× (𝑎−(𝛼)𝑐+(𝛼) − 𝑎−(𝛼)𝑏+(𝛼))

= 𝜆𝛼
4 − 𝑝𝛼𝜆𝛼

2 + 𝑞𝛼 . 

𝜆𝛼 ن،یبنابرا
4 − 𝑝𝛼𝜆𝛼

2 + 𝑞𝛼 =  سیماتر مشخصه معادله 0

𝐴𝛼 همان آن، یها شهیر وضوح، به که بوده 𝜆𝑖𝛼 ،یبرا ها  

𝑖 =  . هستند 1،2،3،4

 سیماتر ژهیو ریمقاد چون ،1.3 تیخاص به توجه با .1.3نكته 

𝐴𝛼 فرم که میکن یم یادآوری هستند، زیمتما و یقیحق یهمگ 

 :است ریز یقطر سیماتر صورت به ،آن ژوردن

𝐽𝛼 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆1 𝛼,𝜆2 𝛼,𝜆3 𝛼,𝜆4 𝛼), 

 :میدار و

𝑒𝑡𝐽𝛼 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑒𝜆1 𝛼𝑡,𝑒𝜆2 𝛼𝑡,𝑒𝜆3 𝛼𝑡 ,𝑒𝜆4 𝛼𝑡), 

 :که شود افتی یا بگونه دیبا ،𝐻𝛼  سیماتر ن،یهمچن

. 𝐻𝛼𝐽𝛼 = 𝐴𝛼𝐻𝛼 

 وجود از نانیاطم منظور به ،1.3 هیقض به توجه با .2.3نكته 

 یها دستگاه حل هیپا بر ،(3) دستگاه یبرا( 1) نوع مثبت جواب

 کنند، یم الزام که میهست مواجه یادیز یها تیمحدود با  ،(9)

 یخاص یها یژگیو از ،(9) یها دستگاه یها جواب مجموعه

0اگر نمونه، یبرا. باشند برخوردار ≤ 𝛼 < 𝛽 ≤  𝑧𝛼(𝑡) و 1

 دستگاه  یها جواب بیترت به ،(8) در شده یمعرف ،𝑧𝛽(𝑡) و

 ینامساو دیبا ،آنگاه باشند، 𝑈 یرو 𝛽 و 𝛼  با متناظر (9) یها

 :باشند برقرار ریز یها

0 ≤ 𝑦𝑖
−(𝑡; 𝛼) ≤ 𝑦𝑖

−(𝑡; 𝛽) ≤ 𝑦𝑖
+(𝑡; 𝛽)

≤ 𝑦𝑖
+(𝑡; 𝛼),∀𝑡 ∈ 𝑈, 𝑖 = 1،2. 

 هر حل ،1.3 نکته و 3.1 تیخاص به توجه با ن،یا بر علاوه

 نیا ،البته. ردیگ یم بر در را یادیز یمحاسبات حجم ،(9) دستگاه

 مورد ،یمحاسبات یها یدگیچیپ و جواب وجود سخت طیشرا

 کبد یاضیر مدل انگرینما ،(3) دستگاه که، چرا است بوده انتظار

  .است ،یفاز ''کاملا حالت در ،انسان

 حل مدل همراه با مقدار اوليه فازی .4

 اعداد 𝑑 ,𝑏 ,𝑎 بیضرا که یحالت در را( 3) مدل بخش، نیا در

 ریغ یفاز عدد کی 𝐼 هیاول مقدار ،تنها و بوده مثبت یقیحق

 دستگاه حالت، نیا در. میده یم قرار مطالعه مورد است، یقیحق

 :است یسیبازنو قابل ر،یز تر ساده دستگاه به، (6)

(12     )

{
 
 
 
 

 
 
 
 
𝑦1
−′(𝑡; 𝛼) = −𝑎𝑦1

+(𝑡; 𝛼) + 𝑏𝑦2
−(𝑡; 𝛼),

𝑦1
+′(𝑡; 𝛼) = −𝑎𝑦1

−(𝑡; 𝛼) + 𝑏𝑦2
+(𝑡; 𝛼),

𝑦2
−′(𝑡; 𝛼) = 𝑎𝑦1

−(𝑡; 𝛼) − 𝑐𝑦2
+(𝑡; 𝛼),   

𝑦2
+′(𝑡; 𝛼) = 𝑎𝑦1

+(𝑡; 𝛼) − 𝑐𝑦2
−(𝑡; 𝛼),   

𝑦1
−(0; 𝛼) = 𝐼−(𝛼),                                  
𝑦1
+(0; 𝛼) = 𝐼+(𝛼),                                  
𝑦2
−(0; 𝛼) = 0.                                          
𝑦2
+(0; 𝛼) = 0.                                         

 

𝑐 با مراهه = 𝑏 + 𝑑 .اعداد ب،یضرا چون که است توجه قابل 

 یفاز ریغ دستگاه به (3) یفاز دستگاه لیتبد در هستند، یقیحق

 ،𝑦2(𝑡) و 𝑦1(𝑡) مقدار یفاز یها تابع ندارد یلزوم ،(12)
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 یها مولفه است یکاف ،1.3 هیقض طبق لذا،. شوند فرض مثبت

𝑦𝑖
−(𝑡;𝛼) و 𝑦𝑖

+(𝑡; 𝛼)  یبرا 𝑖 ∈  جواب یبردارها از {1،2}

 کی برش-𝛼 یبالا و نییپا یواحدها ب،یترت به ،(12) دستگاه

 .کنند فیتعر ،را مقدار یفاز تابع

 در شده مطرح ندیفرا یبجا ،(12) دستگاه جواب افتنی یبرا

 یبرا. میکن عمل ریز تر ساده صورت به میتوان یم قبل، بخش

𝑖 =  : دیده قرار، 1،2

𝑝𝑖(𝑡; 𝛼) = 𝑦𝑖
+(𝑡; 𝛼) − 𝑦𝑖

−(𝑡; 𝛼), 𝑡 ∈ 𝑈, 𝛼 ∈ [0،1], 

𝑞𝑖(𝑡; 𝛼) = 𝑦𝑖
+(𝑡; 𝛼) + 𝑦𝑖

−(𝑡; 𝛼), 𝑡 ∈ 𝑈, 𝛼 ∈ [0،1]. 

 معادله زا سوم معادله قیتفر و دوم معادله از اول معادله قیتفر با

 :داشت میخواه را ریز دستگاه(، 12دستگاه ) چهارم

(13) {
𝑝1
′(𝑡; 𝛼) = 𝑎𝑝1(𝑡; 𝛼) + 𝑏𝑝2(𝑡; 𝛼),

𝑝2
′(𝑡; 𝛼) = 𝑎𝑝1(𝑡; 𝛼) + 𝑐𝑝2(𝑡; 𝛼).

 

 یاراد (،12) در شده داده هیاول ریمقادبه  توجه با دستگاه، نای

 : است ریز هیاول ریمقاد

𝑝1(0. 𝛼) = 𝐼+(𝛼) − 𝐼−(𝛼),    𝑝2(0. 𝛼) = 0. 

 ،(12) دوم معادله دو و اول معادله دو جمع با مشابه، طور به

 :داشت میخواه را ریز دستگاه

(14) 

{
 

 
𝑞1
′(𝑡; 𝛼) = −𝑎𝑞1(𝑡; 𝛼) + 𝑏𝑞2(𝑡; 𝛼),

𝑞2
′(𝑡; 𝛼) = 𝑎𝑞1(𝑡; 𝛼) − 𝑐𝑞2(𝑡; 𝛼),   

𝑞1(0; 𝛼) = 𝐼+(𝛼) + 𝐼−(𝛼),               
𝑞2(0; 𝛼) = 0.                                        

 

4 دستگاه حل یبرا ن،یبنابرا ×   دستگاه دو است، یکاف( 12) 4

2 ×  محاسبات حجم لذا) میکن حل را (14) و (13) یمجزا 2

;𝑝𝑖(𝑡 که آنجا از(.  ]34[بد ای یم کاهش 𝛼) یپهنا 𝛼-برش 

𝑦𝑖(𝑡) باشد مثبت دیبا پس است، ،(3) اصلی دستگاه جواب از .

تابع های صادق در  ،که کند یم فراهم را نانیاطم نیا ریز لم

 .هستند ،مثبت یقیحق یها ابعت ،(13) دستگاه

𝛼 هر یبرا .1.4لم  ∈  مثبت جواب یدارا (13) دستگاه ،[0،1]

 :است ریز

𝑝1(𝑡; 𝛼) = ((
𝑐 − 𝑎 + √∆

2√Δ
)𝑒𝜆1𝑡

+ (
𝑎 − 𝑐 + √∆

2√Δ
)𝑒𝜆2𝑡)(𝐼+(𝛼)

− 𝐼−(𝛼)), 

(15) 

(16)   𝑝2(𝑡; 𝛼) =
𝑎

√Δ
(𝑒𝜆2𝑡 − 𝑒𝜆1𝑡)(𝐼+(𝛼) − 𝐼−(𝛼)),   

 :آن در که

𝜆1 =
𝑎 + 𝑐 − √Δ

2
,       𝜆2 =

𝑎 + 𝑐 + √Δ

2
 ,  

 Δ = (𝑎 + 𝑐)2 − 4 𝑎𝑑. 

(17) 

 کرذ روش براساس را (13) لیفرانسید معادلات دستگاه ما :اثبات

 بیضرا سیماتر ژوردن سیماتر افتنی با قبل، بخش در شده

 یعنی دستگاه،

𝐴 = [
𝑎 𝑏
𝑎 𝑐

] 

 در شده داده ،𝜆2 و 𝜆1 که دید توان یم یسادگ به. میکن یم حل

 به ترتیب  متناظر، ژهیو یبردارها و بوده 𝐴 ژهیو ریمقاد ،(17)

𝑣1 = (1.
𝜆1 − 𝑎

𝑏
)𝑡, 

𝑣2 = (1.
𝜆2 − 𝑎

𝑏
)𝑡. 

𝜆2 که میکن یم توجه نجا،یا در هستند.  > 𝜆1 >  رایزاست.  0

 :میریگ یم جهینت هستند، مثبت 𝑑 ,𝑏 ,𝑎 نکهیا از

Δ = (𝑎 + 𝑐)2 − 4 𝑎𝑑 = (𝑎 + 𝑏 + 𝑑)2 − 4 𝑎𝑑
> (𝑎 + 𝑑)2 − 4 𝑎𝑑 = (𝑎 − 𝑑)2

≥ 0. 
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 و

√Δ = √(𝑎 + 𝑐)2 − 4 𝑎𝑑 < |𝑎 + 𝑐| = 𝑎 + 𝑐. 

 :نیبنابرا

𝐽 = [
𝜆1 0
0 𝜆2

] ,  𝐻 = [

1 1
𝑐 − 𝑎 − √Δ

2 𝑏
𝑐 − 𝑎 + √Δ

2 𝑏
]. 

  :میآور یم دست به ها، سیماتر نیا از استفاده با

(
𝑝1(𝑡; 𝛼)

𝑝2(𝑡; 𝛼)
) = 𝐻𝑒𝑡𝐽𝐻−1 (

𝑝1(0; 𝛼)
𝑝2(0; 𝛼)

)

= [

1 1
𝑐 − 𝑎 − √Δ

2 𝑏
𝑐 − 𝑎 + √Δ

2 𝑏
] [𝑒

𝜆1𝑡 0
0 𝑒𝜆2𝑡

]

×

[
 
 
 
 𝑐 − 𝑎 + √Δ

2√Δ
−
𝑏

√Δ

𝑎 − 𝑐 + √Δ

2√Δ
𝑏

√Δ ]
 
 
 
 

(
𝐼+(𝛼) − 𝐼−(𝛼)

0
)

=

(

 
 

(
𝑐 − 𝑎 + √Δ

2√Δ
)𝑒𝜆1𝑡 + (

𝑎 − 𝑐 + √Δ

2√Δ
)𝑒𝜆2𝑡

(
(𝑐 − 𝑎 − √Δ)(𝑐 − 𝑎 + √Δ)

4 𝑏√Δ
)𝑒𝜆1𝑡 + (

(𝑎 − 𝑐 + √Δ)(𝑐 − 𝑎 + √Δ)

4 𝑏√Δ
)𝑒𝜆2𝑡

)

 
 

× (𝐼+(𝛼) − 𝐼−(𝛼)). 

 چون

(𝑐 − 𝑎 + √Δ)(𝑎 − 𝑐 + √Δ) = Δ − (𝑎 − 𝑐)2

= (𝑎 + 𝑐)2 − 4 𝑎𝑑 − (𝑎 − 𝑐)2

= 4 𝑎(𝑐 − 𝑑) = 4 𝑎𝑏. 

(18) 

 :طور نیهم و

(𝑐 − 𝑎 − √Δ)(𝑐 − 𝑎 + √Δ) = −4 𝑎𝑏. 

;𝑝1(𝑡 لذا، 𝛼) و  𝑝2(𝑡; 𝛼) دستگاه جواب ،(16) و (15) در  

𝜆2 چون. هستند( 13) > 𝜆1 >  میدار وضوح به ،0

𝑝2(𝑡; 𝛼) > ;𝑝1(𝑡 مورد در. 0 𝛼)، اگر 𝑎 = 𝑐، به آنگاه 

𝑎 اگر. است مثبت تابع کی آن وضوح < 𝑐، پس:  

𝑐 − 𝑎 + √Δ > 0. 

  که میبر یم یپ هستند، مثبت 𝑎,𝑏 نکهیا و (18) از 

𝑎 − 𝑐 + √Δ > 0. 

𝑎 اگر مشابه، طور به  > 𝑐، نا مساوی اخیر،  و (18) از آنگاه

 نتیجه می گیریم:

𝑐 − 𝑎 + √Δ > 0. 

;𝑝1(𝑡 ب،یترت نیا به 𝛼) >   .است تمام اثبات و 0

 .میپرداز یم ،(14) دستگاه مثبت جواب ساختار به حالا،

𝛼 هر یبرا .2.4لم ∈  مثبت جواب یدارا (14) دستگاه ،[0،1]

 :است ریز

𝑞1(𝑡; 𝛼) = ((
𝑐 − 𝑎 + √Δ

2√Δ
)𝑒−𝜆1𝑡

+ (
𝑎 − 𝑐 + √Δ

2√Δ
)𝑒−𝜆2𝑡)(𝐼+(𝛼)

+ 𝐼−(𝛼)), 

(19) 

𝑞2(𝑡; 𝛼) =
𝑎

√Δ
(𝑒−𝜆1𝑡 − 𝑒−𝜆2𝑡)(𝐼+(𝛼) + 𝐼−(𝛼)), 

(20) 

 .اند شده داده (17) در 𝜆2و  Δ ،𝜆1 آن در که

 :است ریز صورت به (14) دستگاه بیضرا سیماتر اثبات:

𝐵 = [
−𝑎 𝑏
𝑎 −𝑐

]. 

 :است ریز ژهیو ریمقاد یدارا 𝐵 د،ید توان یم یسادگ به

𝜇1 =
−(𝑎 + 𝑐) + √Δ

2
,  𝜇2 =

−(𝑎 + 𝑐) − √Δ

2
, 
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Δ  آن در که = (𝑎 + 𝑐)2 − 4 𝑎𝑑  .که مینیب یماست  

𝜇1 = −𝜆1  و 𝜇2 = −𝜆2 .میدار ،1.4 لم اثبات از پس  :  

𝜇2 < 𝜇1 <  :شود یم 𝐵 ژوردن فرم ن،یبنابرا. 0

𝐽 = [
−𝜆2 0

0 −𝜆1
]. 

 ریز صورت به 𝐻 سیماتر ،𝐵 ژهیو یبردارها افتنی با ن،یهمچن

 :شود یم افتی

𝐻 = [
1 1

𝑎 − 𝜆2

𝑏

𝑎 − 𝜆1

𝑏

]. 

  :میآور یم دست به ب،یترت نیا به

(
𝑞1(𝑡; 𝛼)

𝑞2(𝑡; 𝛼)
) = 𝐻𝑒𝑡𝐽𝐻−1 (

𝑞1(0; 𝛼)
𝑞2(0; 𝛼)

)

= [

1 1
𝑎 − 𝑐 − √Δ

2𝑏
𝑎 − 𝑐 + √Δ

2𝑏
] [𝑒

−𝜆2𝑡 0
0 𝑒−𝜆1𝑡

]

×

[
 
 
 
 𝑎 − 𝑐 + √Δ

2√Δ
−
𝑏

√Δ

𝑐 − 𝑎 + √Δ

2√Δ
𝑏

√Δ ]
 
 
 
 

(
𝐼+(𝛼) + 𝐼−(𝛼)

0
)

=

(

 
 
(
𝑐 − 𝑎 + √Δ

2√Δ
) 𝑒−𝜆1𝑡 + (

𝑎 − 𝑐 + √Δ

2√Δ
) 𝑒−𝜆2𝑡

(
𝑎

√Δ
) (𝑒−𝜆1𝑡 − 𝑒−𝜆2𝑡)

)

 
 

× (𝐼+(𝛼) + 𝐼−(𝛼)). 

 (14) دستگاه جواب عنوان به (20) و (19) یها تابع به ن،یبنابرا

𝜆2  چون. میابی یم دست > 𝜆1 > ;𝑞2(𝑡 پس، ،0 𝛼) >  و 0

;𝑞1(𝑡 شود یم جهینت، (18) از ،1.4 لم اثبات مشابه 𝛼) > 0 .

 

 ستگاهد جواب یکتای ساختار به قبل، لم دو از استفاده با اکنون،

 .است شده ارائه بعد، هیقض در که میابی یم دست ،(3)

 مقدار و 𝑎,𝑏,𝑑 مثبت یقیحق بیضرا با (3) دستگاه. 1.4قضيه 

  :است ریز صورت به ،(1) نوع جواب یدارا ،𝐼 یفاز هیاول

𝑦1(𝑡) = ((
𝑐 − 𝑎 + √Δ

2√Δ
) cosh(𝜆1𝑡)

+ (
𝑎 − 𝑐 + √Δ

2√Δ
)cosh(𝜆2𝑡))⊙ 𝐼

⊕ (−1)((
𝑐 − 𝑎 + √Δ

2√Δ
)sinh(𝜆1𝑡)

+ (
𝑎 − 𝑐 + √Δ

2√Δ
)sinh(𝜆2𝑡))⊙ 𝐼, 

(21) 

𝑦2(𝑡) =
𝑎

√Δ
(sinh(𝜆2𝑡) − sinh(𝜆1𝑡)) ⊙ 𝐼

⊕ (−1)
𝑎

√Δ
(cosh(𝜆2𝑡)

− cosh(𝜆1𝑡)) ⊙ 𝐼, 

(22) 

 . اند شده داده (17) در 𝜆2 و 𝜆1 ,Δ آن در که

 ،𝑞𝑖 و 𝑝𝑖 یها تابع ،2.4 لم و 1.4 لم طبق که آنجا از اثبات:

𝑖 =  :نکهیا و هستند مثبت ،1،2

𝑦𝑖
−(𝑡; 𝛼) =

1

2
(𝑞𝑖(𝑡; 𝛼) − 𝑝𝑖(𝑡; 𝛼)), 

𝑦𝑖
+(𝑡; 𝛼) =

1

2
(𝑞𝑖(𝑡; 𝛼) + 𝑝𝑖(𝑡; 𝛼)), 

𝑡 هر یبرا پس، ∈ 𝑈  و𝛼 ∈  :داشت میخواه، [0،1]

𝑦𝑖
−(𝑡; 𝛼) ≤ 𝑦𝑖

+(𝑡; 𝛼). 

𝑖 یبرا = SC  :میآور یم دست به، 1
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𝑦1
−(𝑡; 𝛼) =

1

2
(𝑞1`(𝑡; 𝛼) − 𝑝1`(𝑡; 𝛼))

=
1

2
((
𝑐 − 𝑎 + √Δ

2√Δ
) (𝑒−𝜆1𝑡 + 𝑒𝜆1𝑡)

+ (
𝑎 − 𝑐 + √Δ

2√Δ
) (𝑒−𝜆2𝑡 + 𝑒𝜆2𝑡)) 𝐼−(𝛼)

+
1

2
((
𝑐 − 𝑎 + √Δ

2√Δ
) (𝑒−𝜆1𝑡 − 𝑒𝜆1𝑡)

+ (
𝑎 − 𝑐 + √Δ

2√Δ
) (𝑒−𝜆2𝑡 − 𝑒𝜆2𝑡)) 𝐼+(𝛼)

= ((
𝑐 − 𝑎 + √Δ

2√Δ
) cosh (𝜆1𝑡)

+ (
𝑎 − 𝑐 + √Δ

2√Δ
) cosh (𝜆2𝑡)) 𝐼

−(𝛼)

− ((
𝑐 − 𝑎 + √Δ

2√Δ
) sinh (𝜆1𝑡)

+ (
𝑎 − 𝑐 + √Δ

2√Δ
) sinh (𝜆2𝑡)) 𝐼

+(𝛼). 

𝑡 چون > 𝜆2 و 0 > 𝜆1 >  یها تابع بیضرا پس، ،0

𝐼−(𝛼)  و𝐼+(𝛼) یمنف و مثبت ب،یترت به ر،یاخ یتساو در 

𝑡 هر یبرا که، دهد یم جهینت نیا. هستند ∈ 𝑈، تابع 

𝑦−(𝑡; 𝛼) در 𝛼 یم دست به مشابه، طور به. است یصعود 

  :میآور

𝑦1
+(𝑡; 𝛼) =

1

2
(𝑞1`(𝑡; 𝛼) + 𝑝1`(𝑡; 𝛼))

= −((
𝑐 − 𝑎 + √Δ

2√Δ
) sinh (𝜆1𝑡)

+ (
𝑎 − 𝑐 + √Δ

2√Δ
) sinh (𝜆2𝑡)) 𝐼

−(𝛼)

+ ((
𝑐 − 𝑎 + √Δ

2√Δ
) cosh (𝜆1𝑡)

+ (
𝑎 − 𝑐 + √Δ

2√Δ
) cosh (𝜆2𝑡)) 𝐼

+(𝛼). 

𝑡 هر یبرا که ∈ 𝑈، در ینزول یتابع 𝛼، جه،ینت در. است 

[𝑦1
−(𝑡; 𝛼),𝑦1

+(𝑡; 𝛼)]، 𝛼-مقدار یفاز  تابع کی یها برش 

 ،(21) در شده داده 𝑦1(𝑡) صورت به که کنند، یم فیتعر را

. است ریمشتقپذ-(1این تابع ) میده یم نشان حالا،. شود یم انیب

  :دیده قرار

𝜑1(𝑡) = (
𝑐 − 𝑎 + √Δ

2√Δ
) cosh(𝜆1𝑡)

+ (
𝑎 − 𝑐 + √Δ

2√Δ
) cosh(𝜆2𝑡) , 

 و

𝜓1(𝑡) = (
𝑐 − 𝑎 + √Δ

2√Δ
) sinh(𝜆1𝑡)

+ (
𝑎 − 𝑐 + √Δ

2√Δ
) sinh(𝜆2𝑡). 

𝑡 هر یبرا ونچ > 𝜓1(𝑡)  :میدار 0 > 0. 𝜑1(𝑡) >  و 0

 : نیهمچن

𝜑1
′ (𝑡) = 𝜆1 (

𝑐 − 𝑎 + √Δ

2√Δ
) sinh(𝜆1𝑡)

+ 𝜆2 (
𝑎 − 𝑐 + √Δ

2√Δ
) sinh(𝜆2𝑡) > 0, 

𝜓1
′ (𝑡) = 𝜆1 (

𝑐 − 𝑎 + √Δ

2√Δ
) cosh(𝜆1𝑡)

+ 𝜆2 (
𝑎 − 𝑐 + √Δ

2√Δ
) cosh(𝜆2𝑡) > 0, 

 تابع از کی هر، ]15[در  ،(a) قسمت ،5 هیقض طبق

𝜑1(𝑡)یها ⊙ 𝐼 و 𝜓1(𝑡) ⊙ 𝐼( ،1)-در. هستند ریمشتقپذ 

 ریمشتقپذ-(1(، )21) در 𝑦1(𝑡) تابع ،2.2 هیقض لهیوس به جه،ینت

 . است

𝑖 یبرا =  میخواه م،یمستق محاسبه با قبل، قسمت با مشابه ،2

 :افتی
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𝑦2
−(𝑡; 𝛼) =

𝑎

√Δ
(sinh(𝜆2𝑡) − sinh (𝜆1𝑡))𝐼

−( 𝛼)

−
𝑎

√Δ
(cosh(𝜆2𝑡) − cosh(𝜆1𝑡))𝐼

+( 𝛼), 

𝑦2
+(𝑡; 𝛼) = −

𝑎

√Δ
(cosh(𝜆2𝑡) − cosh(𝜆1𝑡))𝐼

−( 𝛼)

−
𝑎

√Δ
(sinh(𝜆2𝑡) − sinh(𝜆1𝑡))𝐼

+( 𝛼). 

 : دیده قرار

𝜑2(𝑡) = cosh(𝜆2𝑡) − cosh(𝜆1𝑡) , 

𝜓2(𝑡) = sinh(𝜆2𝑡) − sinh(𝜆1𝑡). 

𝑥می دانیم برای  >  مثبت cosh (𝑥)و sinh (𝑥)، تابع های 0

𝜑2(𝑡) ،پس .اند یصعود و > 𝜓2(𝑡) و 0 >  تابع لذا و 0

𝑦2 یها
−(𝑡; 𝛼) و 𝑦2

+(𝑡; 𝛼) در ینزول و یصعود بیترت به 

𝛼 مقدار یفاز تابع کی آنها جه،ینت در و بوده 𝑦2(𝑡) جادیا را 

 :چون ن،یهمچن. شود یم انیب ،(22) صورت به که کنند یم

𝜑2
′ (𝑡) = 𝜆2sinh(𝜆2𝑡) − 𝜆1 sinh(𝜆1𝑡) > 0, 

𝜓2
′ (𝑡) = 𝜆2 cosh(𝜆2𝑡) − 𝜆1cosh(𝜆1𝑡) > 0. 

 یها تابع از کی ر، ه]15[در  ،(a) قسمت ،5 هیقض طبق

𝜑2(𝑡) ⊙ 𝐼  و 𝜓2(𝑡) ⊙ 𝐼( ،1)-جه،ینت در .هستند ریمشتقپذ 

. است ریمشتقپذ-(1) ،(22) در 𝑦2(𝑡) تابع ،2.2 هیقض لهیوس به

 و 𝑦1(𝑡) یها تابع ،(2) قسمت 1.3 هیقض به توجه با ت،ینها در

𝑦2(𝑡)  ،دهند یم لیتشک را (3) دستگاه از( 1) نوع جواب. 

 فازی مثلثی متقارن هم پهنا. حل مدل همراه با ضرایب 5

 آن، در که میریگ یم نظر در را (3) مدل از یحالت بخش، نیا در

𝑎, 𝑏, 𝑐 بیضرا = 𝑏 + 𝑑 یمثلث یفاز اعداد صورت به 

 یگذار نماد از استفاده با پس،. باشند شده داده پهنا، هم متقارن

 : میدار ،2 بخش در شده مطرح یها

𝑎 = (𝑎𝑐 ,𝑙𝑎),  𝑏 = (𝑏
𝑐 ,𝑙𝑏),  𝑐 = (𝑐

𝑐 ,𝑙𝑐) 

𝑙𝑎 آن، در که = 𝑙𝑏 = 𝑙𝑐. نکهیا به توجه باتساوی ها،  نیا 

𝑐 = 𝑏 + 𝑑، که کند یم جابیا 𝑑 باشد یقیحق عدد کی دیبا 

𝑐𝑐 میدار واقع در ما و = 𝑏𝑐 + 𝑑 .بخش برخلاف ن،یهمچن 

𝑦1(0) هیاول مقدار میکن یم فرض قبل، = 𝐼، یقیحق عدد کی 

 فوق، مفروضات تحت که میده یم نشان بخش، نیا در. است

 مولفه و دارد وجود ،(3) دستگاه از( 1) نوع جواب یبردار تابع

 .هستند پهنا، همو  متقارن یمثلث مقدار یفاز یها تابع ،آن یها

 صورت به ،(1) نوع جواب یدارا (3) دستگاه دیکن فرض

𝑦(𝑡) = (𝑦1(𝑡),𝑦2(𝑡))
𝑡  است که𝑦𝑖: 𝑈 → 𝑇𝑠ℝ𝐹

+، 

 :باشند ریز یها برش-𝛼 با همراه

[𝑦𝑖(𝑡)]
𝛼 = [𝑦𝑖

𝑐(𝑡) + 𝑙𝑖(𝑡)(−1+ 𝛼),𝑦𝑖
𝑐(𝑡)

+ 𝑙𝑖(𝑡)(1− 𝛼)], 𝑖 = 1,2. 

𝑦𝑖 مجهول تابع دو از متشکل ها، تابع نیا از کی هر چون
𝑐(𝑡) 

 نیا با متناظر ،(6) دستگاه تا است یکاف لذا، ،هستند ،𝑙𝑖(𝑡) و

𝛼  مقدار دو یبرا را، ها تابع =  ،(6) دستگاه. میکن حل ،0،1

𝛼 با متناظر =  :شد خواهد ،1

(23)        

{
 
 

 
 𝑦1

𝑐′(𝑡) = −𝑎𝑐𝑦1
𝑐(𝑡) + 𝑏𝑐𝑦2

𝑐(𝑡),

𝑦2
𝑐′(𝑡) = 𝑎𝑐𝑦1

𝑐(𝑡) − 𝑐𝑐𝑦2
𝑐(𝑡),   

𝑦1
𝑐(0) = 𝐼,                                    

𝑦2
𝑐(0) = 0.                                   

 

 طبق پس. است ،(14) یها دستگاه خانواده جزء ،(23) دستگاه

 :است ریز مثبت جواب یدارا ،2.4 لم

  𝑦1
𝑐(𝑡) = ((

𝑐𝑐−𝑎𝑐+√Δ

2√Δ
) 𝑒−𝜆1𝑡 +

(
𝑎𝑐−𝑐𝑐+√Δ

2√Δ
) 𝑒−𝜆2𝑡) 𝐼, 

(24) 

(25) 𝑦2
𝑐(𝑡) =

𝑎𝑐

√Δ
(𝑒−𝜆1𝑡 − 𝑒−𝜆2𝑡)𝐼, 

SC
J 
Acc

ep
te

d



 نویس مجله علمی محاسبات نرم، برای داوری در مجلهپیش ©

 

 

 :آن در که

𝜆1 =
𝑎𝑐 + 𝑐𝑐 − √Δ

2
,   𝜆2 =

𝑎𝑐 + 𝑐𝑐 +√Δ

2
,  

Δ = (𝑎𝑐 + 𝑐𝑐)2 − 4𝑎𝑐𝑑. 

𝛼 با متناظر ،(6) دستگاه اکنون، =  نیا. میریگ یم نظر در را 0

 :از است عبارت دستگاه

{
 
 

 
 

𝑙1
′ (𝑡) = (𝑎𝑐 + 𝑙)𝑙1(𝑡) + (𝑏

𝑐 − 𝑙)𝑙2(𝑡) + 𝑙(𝑦1
𝑐(𝑡) + 𝑦2

𝑐(𝑡))

𝑙1
′ (𝑡) = (𝑎𝑐 − 𝑙)𝑙1(𝑡) + (𝑏

𝑐 + 𝑙)𝑙2(𝑡) + 𝑙(𝑦1
𝑐(𝑡) + 𝑦2

𝑐(𝑡))

𝑙2
′ (𝑡) = (𝑎𝑐 − 𝑙)𝑙1(𝑡) + (𝑏

𝑐 + 𝑙 + 𝑑)𝑙2(𝑡) + 𝑙(𝑦1
𝑐(𝑡) + 𝑦2

𝑐(𝑡))

𝑙2
′ (𝑡) = (𝑎𝑐 + 𝑙)𝑙1(𝑡) + (𝑏

𝑐 − 𝑙 + 𝑑)𝑙2(𝑡) + 𝑙(𝑦1
𝑐(𝑡) + 𝑦2

𝑐(𝑡))

𝑙1(0) = 𝑙2(0) = 0.

 

𝑙 نجایا در = 𝑙𝑎 = 𝑙𝑏 = 𝑙𝑐 .چون 𝑦1
𝑐 و 𝑦2

𝑐 یها جواب 

 :ابدی یم لیتقل ریز دستگاه به فوق دستگاه هستند، (23)

{
 
 

 
 
𝑦1
𝑐′(𝑡) − 𝑙1

′ (𝑡) = −(𝑎𝑐 + 𝑙)(𝑦1
𝑐(𝑡) + 𝑙1(𝑡)) + (𝑏

𝑐 − 𝑙)(𝑦2
𝑐(𝑡) − 𝑙2(𝑡))

𝑦1
𝑐′(𝑡) + 𝑙1

′ (𝑡) = −(𝑎𝑐 − 𝑙)(𝑦1
𝑐(𝑡) − 𝑙1(𝑡)) + (𝑏

𝑐 + 𝑙)(𝑦2
𝑐(𝑡) + 𝑙2(𝑡))

𝑦2
𝑐′(𝑡) − 𝑙2

′ (𝑡) = (𝑎𝑐 − 𝑙)(𝑦1
𝑐(𝑡) − 𝑙1(𝑡)) − (𝑏

𝑐 + 𝑙 + 𝑑)(𝑦2
𝑐(𝑡) + 𝑙2(𝑡))

𝑦2
𝑐′(𝑡) + 𝑙2

′ (𝑡) = (𝑎𝑐 + 𝑙)(𝑦1
𝑐(𝑡) + 𝑙1(𝑡)) − (𝑏

𝑐 − 𝑙 + 𝑑)(𝑦2
𝑐(𝑡) − 𝑙2(𝑡))

𝑙1(0) = 𝑙2(0) = 0.

 

 به ر،یاخ دستگاه( دوم معادله دو ای) اول معادله دو تفاضل از

𝑙1(𝑡) : شود یم جهینت یسادگ = 𝑙2(𝑡). یسادگ یبرا، 

𝐿(𝑡): میکن یم نیگزیجا = 𝑙1(𝑡). از یکی در دادن قرار با 

 لیفرانسید معادله به کردن، ساده از پس و ریاخ دستگاه معادلات

 :میرس یم ریز ساده

{
𝐿′(𝑡) = (𝑎𝑐 + 𝑏𝑐)𝐿(𝑡) + 𝑙(𝑦1

𝑐(𝑡) + 𝑦2
𝑐(𝑡)),

𝐿(0) = 0.                                                            
 

 :است ریز جواب یدارا که

𝐿(𝑡) = 𝑒(𝑎
𝑐+𝑏𝑐)𝑡∫ 𝑙(𝑦1

𝑐(𝑠) + 𝑦2
𝑐(𝑠))𝑒−(𝑎

𝑐+𝑏𝑐)𝑠
𝑡

0
𝑑𝑠. 

(26) 

 .میکن یم کامل ر،یز هیقض در را جینتا نیا اکنون،

 مثبت متقارن یمثلث یفاز اعداد با همراه (3) دستگاه .1.5قضيه 

𝑎 = (𝑎𝑐,𝑙) و 𝑏 = (𝑏𝑐,𝑙) ینامنف یقیحق ریمقاد و 𝑑، 

𝑦1(0) = 𝐼  ،است ریز صورت به ،(1) نوع جواب یدارا: 

𝑦𝑖(𝑡) = 𝑦𝑖
𝑐(𝑡) ⊕ 𝐿(𝑡) ⊙ 𝑢0,  𝑡 > 0. 𝑖 = 1،2. 

(27) 

𝑢0 آن در که = (0،1) ∈ 𝑇𝑠ℝ𝐹 یها تابع و  𝑦1
𝑐(𝑡) ،

𝑦2
𝑐(𝑡) و 𝐿(𝑡) اند شده اده( د26( و )25) ،(24) در . 

𝑦1 میدار ،2.4 لم از چون اثبات:
𝑐(𝑡) > 𝑦2 و 0

𝑐(𝑡) > 0، 

𝑡 هر یبرا پس، >  تابع لذا،. است مثبت ،(26) در𝐿(𝑡)  تابع ،0

 چون ن،یهمچن. هستند فیتعر خوش (27) در 𝑦𝑖(𝑡)یها

𝐿′(𝑡) = 𝑙(𝑦1
𝑐(𝑠) + 𝑦2

𝑐(𝑠))

+ (𝑎𝑐

+ 𝑏𝑐)𝑒(𝑎
𝑐+𝑏𝑐)𝑡∫ 𝑙(𝑦1

𝑐(𝑠)
𝑡

0

+ 𝑦2
𝑐(𝑠))𝑒−(𝑎

𝑐+𝑏𝑐)𝑠 𝑑𝑠 > 0. 

𝐿(𝑡) تابع ،]15[ در 5 هیقضاز ، (a) قسمت لهیوس به ⊙ 𝑢0،  

𝑡 نقطه هر در 𝑦𝑖(𝑡) یها تابع لذا. است ریمشتقپذ-(1) > 0، 

ی ها تابع ،(2) قسمت 1.3 هیقض از جه،ینت در. رندیمشتقپذ-(1)

𝑦𝑖(𝑡) هستند.  (3) متناظر دستگاه از( 1) نوع جواب   

طرح که معرف الگوریتم فرایند مرا در پایان این بخش شبه کدی 

 مطرح می کنیم.، در این مقاله است، شده

 الگوریتم:

 یر:درخواست وارد کردن داده ها به یکی از دو شکل ز گام اول:

 (𝑖).  مقادیر𝑎, b, 𝑑  را به صورت اعداد حقیقی و مقدار 𝐼 را

 وارد کنید.  به صورت عدد فازی
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(𝑖𝑖).  مقادیر𝑎, b  را به صورت اعداد فازی مثلثی هم پهنا وارد

 را به صورت اعداد حقیقی وارد کنید. 𝐼, 𝑑کنید و مقادیر 

از گام اول، بوده  (𝑖)اگر داده های ورودی در حالت  گام دوم:

( استفاده کن و جواب ها 22( و )21فرمول های ) از ،آنگاه ،اند

سپس، برای دریافت اطلاعات را به عنوان خروجی نمایش بده. 

 جدید به گام اول برگرد.

از گام اول، بوده  (𝑖𝑖)اگر داده های ورودی در حالت  گام سوم:

( استفاده کن و جواب ها را به عنوان 27از فرمول ) ،آنگاه ،اند

سپس، برای دریافت اطلاعات جدید به گام  خروجی نمایش بده.

 اول برگرد.

 . مثال ها 6

 ینیبال ریمقاد با ، همراه𝐴 فرد کبد یاضیر مدل .1.6مثال 

𝑏 = 1. 𝑎 = 𝑑 و 2 =  به شده داده ،𝐼 یفاز هیاول مقدار و 2

 صورت

[𝐼]𝛼 = [0/5+ 0/5 𝛼, 1/5− 0/5 𝛼], ∀𝛼 ∈ [0،1], 
 

 جواب افتنی هدف مثال، نیا در ،(3) به توجه با. دیریبگ نظر در

 :است ریز یفاز هیاول مقدار دستگاه یها

{
 

 
𝑦1
′(𝑡) = −2⊙𝑦1(𝑡) ⊕ 𝑦2(𝑡), 𝑡 > 0,

𝑦2
′(𝑡) = 2⊙𝑦1(𝑡) ⊕ (−3)𝑦2(𝑡),       

𝑦1(0) = 𝐼,                                     

𝑦2(0) = 0.                                             

 

(28        ) 

𝑐 نکهیا و (17) از استفاده با = 𝑏 + 𝑑 =  :میدار ،3

Δ = (𝑎 + 𝑐)2 − 4 𝑎𝑑 = 9. 

𝜆1 =
𝑎 + 𝑐 − √Δ

2
= 1. 

𝜆2 =
𝑎 + 𝑐 + √Δ

2
= 4. 

 :میآور یم دست به ،(22) و( 21) یها فرمول در ینیگزیجا با

𝑦1(𝑡) = (
2
3
cosh(𝑡) +

1
3
cosh(4 𝑡)) ⊙ 𝐼

⊕ (−1) (
2
3
sinh(𝑡) +

1
3
sinh(4 𝑡))

⊙ 𝐼, 
(29    ) 

𝑦2(𝑡) =
2
3
(sinh(4 𝑡) − sinh(𝑡)) ⊙ 𝐼

⊕ (−
2
3
) (cosh(4 𝑡) − cosh (𝑡))

⊙ 𝐼, 
(30) 

 

 

 

 .1.6گرافیک جواب ها از مثال (: 1شکل )
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 در سه زمان Aشخص  BSP(: نتایج فازی تست 1جدول )

زمان بر حسب ساعت 

(t) 
BSP  موجود در خون 1[ ( )]y t  BSP  موجود در کبد 2[ ( )]y t  

25/0    [ 0/ 24 0/ 88 , 1/ 53 0/ 88 ]    [ 0/ 2 0/ 48 , 0/ 75 0/ 48 ] 

5/0    [ 1/ 33 1/ 78 , 2 / 23 1/ 78 ]    [ 1/ 6 1/ 91 , 2 / 22 1/ 91 ] 

75/0    [ 3 / 72 4 /05 , 4 / 38 4 /05 ]    [ 5 / 71 5 / 99 , 6 / 27 5 / 99 ] 

شکل  .است شده داده نشان ،(1) شکل در ها تابع نیا کیگراف

𝛼 ثابت مقدار هر یبرا که دهد یم نشان ، (1) ∈  یپهنا [0،1]

𝛼-یها برش [𝑦1(𝑡)]
𝛼 و   [𝑦2(𝑡)]

𝛼شیافزا زمان، شیافزا با 

 با است، انتظار مورد که طور همان گر،ید یعبارت به. ابدی یم

 موجود BSP ریمقاد نانیاطم عدم و یقینادق زانیم زمان، شیافزا

 نیا مشاهده یبرا. ابدی یم شیافزا ،𝐴 فرد کبد و خون در

 جدول در متفاوت، زمان سه به مربوط یمحاسبات جینتا ر،یمقاد

 قیتزر از ساعت مین از پس نمونه، یبرا .است شده داده ،(1)

BSP، فرد کبد و خون در آن مقدار 𝐴، ب،یترت به ،1 جدول طبق 

 است. 31/0  و 45/0 "حدودا یفاز اعداد

 یفاز ینیبال ریمقاد با ، همراه𝐵 فرد کبد یاضیر مدل. 2.6مثال 

𝑏 = (1،1), 𝑎 = 𝑑 یقیحق ریمقاد و (2،1) = 𝐼 و 2 = 3، 

 جواب افتنی هدف مثال، نیا در ،(3) به توجه با. دیریبگ نظر در

 :است ریز یفاز دستگاه یها

(31    )

{
 

 
𝑦1
′(𝑡) = −(2،1)⊙ 𝑦1(𝑡) ⊕ (1،1)𝑦2(𝑡),    

 𝑦2
′(𝑡) = (2،1) ⊙ 𝑦1(𝑡) ⊕ (−1)(3،1)𝑦2(𝑡),

𝑦1(0) = 𝐼,                                                
𝑦2(0) = 0.                                                      

 

𝑐 نجایا در = 𝑏 + 𝑑 =  ،(17) از استفاده با است. (3،1)

 :میدار

Δ = (𝑎𝑐 + 𝑐𝑐)2 − 4𝑎𝑐𝑑 = 9, 

𝜆1 =
𝑎𝑐 + 𝑐𝑐 − √Δ

2
= 1,  

𝜆2 =
𝑎𝑐 + 𝑐𝑐 + √Δ

2
= 4. 

 ،کردن ساده از پس و (25) و (24) یها فرمول در ینیگزیجا با

 :میآور یم دست به

𝑦1
𝑐(𝑡) = 2𝑒−𝑡 + 𝑒−4 𝑡, 

𝑦2
𝑐(𝑡) = 2𝑒−𝑡 − 2𝑒−4 𝑡. 

 :میآور یم دست به ،(26) در ها تابع نیا ینیگزیجا با

𝐿(𝑡) = 𝑒(𝑎
𝑐+𝑏𝑐)𝑡∫ 𝑙(𝑦1

𝑐(𝑠)
𝑡

0

+ 𝑦2
𝑐(𝑠))𝑒−(𝑎

𝑐+𝑏𝑐)𝑠𝑑𝑠

=
6
7
𝑒3 𝑡 − 𝑒−𝑡 +

1
7
𝑒−4 𝑡. 

 خواهند شد: جواب یها تابع( 27) از ت،ینها در
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𝑦1(𝑡) = (2𝑒−𝑡 + 𝑒−4 𝑡) ⊕ (
6
7
𝑒3 𝑡 − 𝑒−𝑡 +

1
7
𝑒−4 𝑡)

⊙ (0،1), 

(32     ) 

𝑦1(𝑡) = (2𝑒−𝑡 − 2𝑒−4 𝑡)⊕ (
6
7
𝑒3 𝑡 − 𝑒−𝑡 +

1
7
𝑒−4 𝑡)

⊙ (0،1). 

(33      ) 

 ریمقادو  است شده داده نشان ،(2) شکل در ها تابع نیا کیگراف

 .است شده داده ،(2) جدول در متفاوت، زمان سه در ،آنها

 

 
 

 

 

 

 .1.6گرافیک جواب ها از مثال (: 2شکل )

 

 در سه زمان Bشخص  BSP(: نتایج فازی تست 2جدول )

زمان بر حسب ساعت 

(t) 
BSP  موجود در خون 1[ ( )]y t  BSP  موجود در کبد 2[ ( )]y t  

25/0   [1/ 58 1/09 , 3 / 25 1/09 ]    [ 0/ 27 1/09 , 1/ 91 1/09 ] 

5/0    [ 1/ 67 3 / 25 , 4 / 84 3 / 25 ]    [ 2 / 31 3 / 25 , 4 / 2 3 / 25 ] 

75/0    [ 6 / 5 7 / 67 , 8 / 83 7 / 67 ]    [ 6 / 82 7 / 67 , 8 / 51 7 / 67 ] 
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 و (22(، )21) یها فرمول چون که، است توجه قابل. 1.6نكته 

   هر یبازا پس هستند،( 3) یفاز دستگاه یها جواب( 27)

𝛼 ∈ [0،1] ،𝛼-صدق( 6) متناظر یمعمول دستگاه در آنها برش 

𝛼 یبازا لذا،. کند یم =  جواب ،یافت شده یها فرمول ،1

 اجازه ش،یآزما یبرا. کرد خواهند فراهم را( 1) یمعمول ستگاهد

 در را بخش نیا یها مثال در شده افتی یها جوابتا  دیهد

1[𝐼]  :میدار 1.6 مثال در. میریبگ نظر =  و( 29) از پس،. 1

 :که میریگ یم جهینت ،یسادگ به( 30)

[𝑦1(𝑡)]
1 =

1
3
(2𝑒−𝑡 + 𝑒−4 𝑡), 

[𝑦2(𝑡)]
1 =

2
3
(𝑒−𝑡 − 𝑒−4 𝑡). 

 دستگاه یها جواب توابع، نیا که شود یم ملاحظه ،یسادگ به

 :هستند ر،یز دستگاه ،یعنی ،(28) دستگاه به متناظر یمعمول

{
 

 
𝑦1
′(𝑡) = −2𝑦1(𝑡) + 𝑦2(𝑡),    𝑡 > 0.

 𝑦2
′(𝑡) = 2𝑦1(𝑡) − 3𝑦2(𝑡),                 

𝑦1(0) = 1.                                     
𝑦2(0) = 0.                                         

 

 :میریگ یم جهینت ،(33) و( 32) از مشابه، طور به

[𝑦1(𝑡)]
1 = 𝑒−𝑡 +

1
7
𝑒−2 𝑡 +

6
7
𝑒3 𝑡 + 𝑒−4 𝑡, 

[𝑦2(𝑡)]
1 = 𝑒−𝑡 −

13
7
𝑒−4 𝑡 +

6
7
𝑒3 𝑡, 

 ،(31) دستگاه با متناظر یمعمول دستگاه یها جواب که

 :هستند ر،یز دستگاه ،یعنی

{
 

 
𝑦1
′(𝑡) = −2𝑦1(𝑡) + 𝑦2(𝑡),    𝑡 > 0.

 𝑦2
′(𝑡) = 2𝑦1(𝑡) − 3𝑦2(𝑡),                 

𝑦1(0) = 3.                                     
𝑦2(0) = 0.                                     

 

 نتيجه گيری. 7 

 تست مطابق انسان کبد عملکرد یاضیر مدل مقاله، نیدرا

 لیفرانسید معادلات از دستگاه کی عنوان به ن،یبرومسولفالت

 مشتق تحت کتای جواب وجود یکاف طیشرا و شده مطالعه یفاز

 فرمول ن،یچن هم. اند شده افتی افته،ی توسعه یهاکوهارا یریپذ

 حالت دو در مقدار، یفاز ییها تابع صورت به جواب یها

 -2 ،یفاز ریغ هیاول ریمقاد یول بوده یفاز بیضرا -1 یمجزا

  .اند شده افتی ،یفاز ریغ بیضرا یول بوده یفاز هیاول ریمقاد
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