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ارائـه  يفـاز یزمان يـ گوردن کسر نیکل لیفرانسیحل معادله د يبرا یبیروش ترک کیمقاله  نیدر ا
 نیـاست، به ا یو تفاضلات متناه لیفرانسید لیتبد هايروش بیبر ترک ی. روش مذکور، مبتنشودیم

 کیـ گوردن به  نیکل يمعادله فاز ینییابتدا شاخه پا ،سازيگسسته مهین کیکه با استفاده از تکن بیترت
 لیفرانسید لیسپس با استفاده از روش تبد شود،یم لیتبد يکسر یمعمول لیفرانسیدستگاه معادلات د

. در دآیـیدست مـ به ینییو جواب شاخه پا شودیحاصل حل م لیفرانسیدستگاه معادلات د ،يکسر
و بـه دنبـال آن،  ییشاخه بالا یبیمعادله، جواب تقر ییشاخه بالا يروند برا نیا يریکارگبا ب ت،ینها

قرار  یروش مورد بررس یی. همگرادآییدست م به يفاز يـ گوردن کسر نیمعادله کل یبیجواب تقر
از  يکسـر يحل معادله فـاز يبرا ده،یا نیکه ا شودینشان داده م ،يعدد هايو با ارائه مثال ردگییم

 نـهیهز دهـد،ینشـان مـ محاسبات يزمان اجرا نیبرخوردار است. همچن یو دقت قابل قبول ییکارا
  است. نییآن پا یمحاسبات

  CC-BYنویسندگان. مقاله با دسترسی آزاد تحت مجوز  1402 ©

  . مقدمه1
بـراي هاي فازي ابـزاري مناسـب که نظریه مجموعهیی از آنجا

در نتیجه، مفاهیم فازي  سازي مسائل با عدم قطعیت است؛مدل
 اندهگرفته شـد ي طبیعی مختلفی بکارهاسازي پدیدهبراي مدل

]1[- ]3[.  
هـاي در زمینـه فازي، یک مـدل پرکـاربرد معادلات دیفرانسیل

ــف علمــی اســت، ــت،  مختل ــال مســائل جمعی ــوان مث ــه عن ب

                                                             
 پژوهشیاله: نوع مق 

  نویسنده مسئول *
  )یصحرائ( zahrasahraye@pgs.usb.ac.irالکترونیک:  )هاي(پست

arabameri@math.usb.ac.ir )يعامرعرب( 

و مهندسـی عمـران  الکتروهیدرولیک، ارزیابی سیسـتم سـلاح
همین  شوند. بهسازي میدیفرانسیل فازي مدلتوسط معادلات 

دلیل است که مفهوم مشتق کسري فازي نیز در محاسبات فازي، 
هـایی از ادامـه، نمونـه در. ]4[مفهومی مهم و کاربردي اسـت 

ت دیفرانسیل کسري فازي معرفی هاي مرتبط با معادلاپژوهش
  .باشدضوع میشوند که نشانه اهمیت مومی

و همکارانش به اثبات نتایج و قضایایی  1، ارشد2011در سال  
دلات دیفرانسـیل فردي جواب معاه در مورد وجود و منحصر ب

اي از معادلات دیفرانسیل کسري با شرایط کسري فازي و دسته

                                                             
1 Arshad 
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و  1احمـدیان، 2013. در سـال ]6[ ،]5[ فـازي پرداختنـداولیه 
هاي ژاکوبی، ياجملهچند و استفاده از  2همکارانش با روش تاو

معادله دیفرانسیل کسري فازي را به یک دستگاه معادلات جبري 
یل کسري فازي را با دقتی تبدیل کردند و جواب معادله دیفرانس

، 4و سـلیک 3، خدادادي2013در سال . ]7[دست آوردند بالا به
وش معادلات دیفرانسیل کسري با شرایط اولیـه فـازي را بـا ر

در همان سال، ارشد، به بررسی . ]8[تکرار وردشی حل کردند 
وجود جواب معادلات دیفرانسیل کسري فازي پرداخت که در 

 ،2014در سـال . ]9[بـود  5لیوویـل ــ آن مشتق از نوع ریمان
و همکارانش معادلات دیفرانسـیل کسـري فـازي بـا  6تاکاچی

ضرایب فازي را مورد بررسی قرار دادند که با توجه به تعریف 
دست آوردند و جبري فازي به مشتقات فازي، دستگاه معادلات

، 2016در سال . ]10[هاي تقریبی معادلات را ارائه کردند جواب
رانسـیل همکارانش روشی مبتنی بر روش تبـدیل دیفو  7ریواز

تعمیم یافته ارائه کردند و به حل معادلات دیفرانسـیل کسـري 
نیـز  9و احمـد 8، رحمـان2017در سال . ]11[فازي پرداختند 

جواب معادله دیفرانسیل کسري فازي خطـی را بـا اسـتفاده از 
در همان سـال . ]12[دست آوردند فازي به 10تبدیل سومودوي

از روش تکـراري  بـا اسـتفاده 12دیـاز ـ و ماسیاس 11توماسیلو
. ]13[معادلات دیفرانسیل کسري فازي را حل کردند  13پیکارد

استفاده از روش سري  و همکارانش با 14الارود، 2018در سال 
اي خاص از معادلات دیفرانسیل کسري فازي کـه توانی، دسته

در همان . ]14[بود؛ را حل کردند  15مشتق در آن از نوع کاپوتو

                                                             
1 Ahmadian 
2 Tau 
3 Khodadadi 
4 Çelik 
5 Riemann-Liouville 
6 Takaci 
7 Rivaz 
8 Rahman 
9 Ahmad 
10 Sumudu 
11 Tomasiello 
12 Macías-Díaz 
13 Picard 
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 ـ و همکارانش به حل معادله تلگراف فازي زمان 16سال، حریر
ــان ــري مک ــد کس ــال . ]15[ پرداختن ــد، 2019در س و  17آرمن

همکارانش قضیه مقدار میانگین کسري فازي را براي انتگرال و 
تعمیم یافته کاپوتو اثبات  18هاي مشتق هوکوهارايبرخی ویژگی

ته فازي کردند و با استفاده از آن توانستند سري تیلور تعمیم یاف
و  19شـاه، 2020در سـال . ]16[را براي توابع فازي ارائه دهند 

همکارانش جواب تحلیلی برخی معـادلات دیفرانسـیل فـازي 
جزئی کسري خطی را با شرایط خاص، بررسی کردند؛ که این 

در همان . ]17[کار به کمک تبدیلات لاپلاس انجام شده است 
پـذیر فـازي بیقی جدید موسوم به مشتق کسري تطسال، تعریف

ها مانند وجود و منحصربفردي جـواب ارائه شد و تمام ویژگی
پذیر فازي مورد بررسی قـرار معادلات دیفرانسیل کسري تطبیق

و همکـارانش  20همچنین در همان سال، علیجانی. ]18[گرفت 
محلی اسپلاین را براي دستگاه معـادلات دیفرانسـیل روش هم

کسري فازي با مشتق هوکوهارا و مشـتق هوکوهـاراي تعمـیم 
و  21المفادل، 2021در سال . ]19[یافته مورد بررسی قرار دادند 

از حالت معمولی  22همکارانش با تعمیم روش مستقیم لیاپانوف
فازي به حالت کسري فازي، به نتـایج جدیـدي در خصـوص 

خطـی دسـت جواب معادلات دیفرانسیل کسـري غیرایداري پ
و همکــارانش دســتگاه  23الحــق، 2022در ســال . ]20[یافتنــد 

معادلات دیفرانسیل کسري فازي را با روش تبدیل دیفرانسـیل 
  .]21[ کسري حل کردند

 گـوردن-هدف این مقاله، ارائه روشی براي حل معادلـه کلـین
الت نسـبیتی معادلـه ح گوردن-. معادله کلیناست فازي کسري

کوانتومی با اسـپین صـفر بکـار شرودینگر است و براي ذرات 
و  24هـاي کلـینعادله به اسم دو فیزیکدان به نـاماین م. رودمی

                                                             
16 Harir 
17 Armand 
18 Hukuhara 
19 Shah 
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24 Klein 
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 نقش گوردن-کلین تمعادلا. ]22[نامگذاري شده است  1گوردن
 سـینماتیک ریاضـی، شناسـیزیست فیزیکی، مسائل در مهمی

کشف میدان کوانتومی و اپتیک غیرخطی دارند که  نظریه پلاسما،
هـا و رفتـار ذرات جایی کریستالهاي متعددي مانند جابهپدیده

  .]4[ بنیادي از کاربردهاي مهم این معادلات است
 زیر صورت به قطعی کسري مرتبه گوردن-فرم کلی معادله کلین

  :]23[ باشدمی

௧ܦ
ఉ

 
௖ ,ݔ)ݒ (ݐ = ܨ ቆݔ, ,ݔ)ݒ,ݐ ,(ݐ

,ݔ)ݒ߲   (ݐ
, ݔ߲ 

,ݔ)ݒ2߲   (ݐ
2ݔ߲  ቇ, 

1 < ߚ ≤ 2 , 0 < ݔ < 0 , ܮ < ݐ < ܶ, 
  :شوندصورت زیر در نظر گرفته مینیز بهشرایط اولیه و مرزي 

(0,ݔ)ݒ = ,(ݔ)1݂ =(0,ݔ)௧ݒ 0,(ݔ)2݂ ≤ ݔ ≤   ,ܮ
  و

,0)ݒ (ݐ = ,ܮ)ݒ,(ݐ)1݃ (ݐ = 0,(ݐ)2݃ ≤ ݐ ≤ ܶ.  

 غیرخطی کسري گوردن-معادله دیفرانسیل کلین ،2011در سال 
و همکارانش با اسـتفاده از روش اغتشـاش  2گلمانخانه توسط

 بـا 4و محمـد 3گبریل ،2013در سال . ]24[هموتوپی حل شد 
 مکان ـ زمان غیرخطی گوردن ـ نهمین روش به حل معادله کلی

و همکـارانش  5حسینی، 2017 در سال. ]25[ پرداختند کسري
اصلاح شده را براي حل معادلات  6روشی موسوم به کوریاشوف

 2019در سال . ]26[ بردند کارب پذیرتطبیق کسري گوردن-کلین
یتمی عددي که اساس کار و همکارانش به وسیله الگور 7سینگ

هاي عملیاتی توابع مقیاس لژاندر بـود؛ بـه جـواب آن ماتریس
در سال . ]27[ یافتند دست کسري گوردن-تقریبی معادلات کلین

هاي عملیاتی و همکارانش نیز، به وسیله ماتریس 8گنجی، 2021
  .]28[ پرداختند زمانی کسري گوردن-به حل معادله کلین

 زمـانی کسـري گوردن-در این مقاله، حالت فازي معادله کلین
                                                             
1 Gordon 
2 Golmankhaneh 
3 Gepreel 
4 Mohamed 
5 Hosseini 
6 Kudryashov 
7 Singh 
8 Ganji 

  :شودمی گرفته نظر در زیر صورتبه

௧ܦ
ఉ

 
௖ ,ݔ)෤ݒ ;ݐ (ݎ + ܽ

,ݔ)෤ݒ2߲  ;ݐ  (ݎ
2ݔ߲  + ܾ ቆ

,ݔ)෤ݒ߲  ;ݐ  (ݎ
 ݔ߲ 

ቇ
2

+ ,ݔ)෤2ݒܿ (ݎ;ݐ + ,ݔ)෤2ݒ݀ ;ݐ (ݎ
= ෨݇(ݎ)ℎ(ݔ,  ,(ݐ

1 < ߚ ≤ 2 , 0 < ݔ < 0 , ܮ < ݐ < ܶ,  

)1(  
 :شوندصورت زیر در نظر گرفته مینیز بهشرایط اولیه و مرزي 

;0,ݔ)෤ݒ (ݎ = ෨݇(ݎ) (ݔ)1݂, 

(ݎ;0,ݔ) ෤௧ݒ = ෨݇(ݎ) 0 ,(ݔ)2݂ ≤ ݔ ≤  ,ܮ

,෤(0ݒ ;ݐ (ݎ = ෨݇(ݎ) ݃(ݐ)1, 

,ܮ) ෤ݒ ;ݐ (ݎ = ෨݇(ݎ)݃0 ,(ݐ)2 ≤ ݐ ≤ ܶ, 

,ܮ) ෤ݒطوري که به  ;ݐ و  ݔ تغییر موقعیت مـوج را در مکـان (ݎ
، ଵ݂ ،ଶ݂ ،݃ଵاعداد ثابـت و  ݀ و  ܿ،ܾ، ܽدهد، نمایش می ݐ زمان
݃ଶ و ℎ  توابعی معلوم هستند. توابعଵ݂  وଶ݂ و  به ترتیـب تـاب

,ݔ)෤2ݒ شـوند،سرعت موج نامیده می ;ݐ  نیـروي غیرخطـی، (ݎ

෤ݒ
,ݔ)  ;ݐ (ݎ)෨݇ تابعی فازي مقدار و (ݎ = ,(ݎ)݇ൣ عددي  ൧(ݎ)݇
௧ܦباشد. همچنین فازي می

ఉ
 
௖ ,ݔ)෤ݒ ;ݐ  کـاپوتو، مشتق کسري (ݎ

  .باشدمی ߚ از مرتبه ݐ نسبت به
 بـا فـازي زمـانی کسـري گوردن-معادله کلین ،2022در سال 

و همکـارانش حـل شـده  9الشماري توسط تحلیلینیمه روشی
و همکارانش به حل  10نیکام ،2023همچنین در سال . ]4[است 

 فـازي پرداختنـد 11آدومیان-روش تجزیه لاپلاس این معادله با
]29[.  

اساس دو روش  ظر در این مقاله، روشی ترکیبی برن روش مورد
به این ترتیب  تفاضلات متناهی و تبدیل دیفرانسیل کسري است؛

سازي مشتقات مکانی موجود در معادله، معادله که ابتدا با گسسته
ل با مشتقات جزئی به یک دستگاه معادلات دیفرانسیل دیفرانسی

روش تبـدیل  دیل و دستگاه حاصـل بـا اسـتفاده ازمعمولی تب
شود. روش تفاضلات متناهی، روشی دیفرانسیل کسري حل می

                                                             
9 Alshammari 
10 Nikam 
11 Laplace-Adomian 
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راي تقریب مشتقات مراتب مختلف شناخته شده و پراستفاده ب
به دیفرانسیل، که اساس آن، محاس باشد. همچنین روش تبدیلمی

ضرایب بسط تیلور جواب مسـئله بـدون اسـتفاده از مشـتقات 
در سـال  ١ژومراتب مختلف تابع است، براي اولین بار توسط 

براي حل معادلات دیفرانسیل مقدار اولیه معرفی شد. پس  1986
از آن براي حل مسائل مقدار مرزي، معادلات انتگرال، حسابان 

ار گرفت. به ویـژه ایـن تغییرات و کنترل بهینه مورد استفاده قر
هـاي اخیر بـراي تحلیـل بسـیاري از پدیـدههاي روش در دهه

. ]30[ کار رفته استه رفتار تصادفی و کسري دارند، بهفیزیکی ک
همچنین روش تبدیل دیفرانسیل کسري بـراي حـل معـادلات 

  .]31[ دیفرانسیل کسري توسعه داده شده است
مفاهیم ، 2 در بخش .تي مقاله به شکل زیر تنظیم شده اسادامه

ش تعاریف و قضایاي مورد استفاده در رو، 3 فازي و در بخش
روش ، 4شـود. در بخـش تبدیل دیفرانسیل کسـري ارائـه مـی

- اساس آن فرآیند حل معادله کلیننظر معرفی و بر ترکیبی مورد
 ،5 بخـش در .شـودمـی طراحـی زمـانی کسـري فازي گوردن

 ،6د. همچنین در بخش شوهمگرایی روش پیشنهادي بررسی می
با  کسري فازي گوردن-نتایج عددي حاصل از حل معادله کلین

شـود. در رائـه مـیروش ترکیبی در قالب جداول و نمودارها ا
  .شودگیري پرداخته میبه بحث و نتیجه ،7نهایت در بخش 

  هاي فازي تعاریف و مفاهیم مجموعه. 2
در نظـر  ݔ اعضـايمجموعه مرجع با  ܺ اگر .]15[ 2.1تعریف 

هایی بـه توسط زوج مرتب ܺ در ܣ فازي شود، مجموعه گرفته
  :شودشکل زیر بیان می

ܣ = ൛൫ߤ,ݔ஺ (ݔ)൯| ݔ ∈ ܺൟ, ℝ:(ݔ) ஺ߤ → [0,1], 
نامیده  ܣ فازي مجموعه عضویت درجه یا عضویت تابع (ݔ) ஺ߤ

 ردهـد. دن تعلق به این مجموعـه را نشـان مـیشود که میزامی
شد، همان مجموعه با} 0،1ي {تابع، مجموعهکه برد این  صورتی

  .شودمعمولی نتیجه می
 مجموعــه فضاي اعداد فازي] فرض کنیـد[ .]15[ 2.2تعریف 

                                                             
1 Zhou 

ܧ = ൛ܣሚ|ܣሚ ∶ ℝ → [0,1]ൟ هاي فازيمجموعه تمام زیرمجموعه 

  :باشد که در خواص زیر صدق کند ܺ
ሚܣ ازاي هربه .1 ∈  نرمال باشد، یعنی ሚܣ، ܧ

0ݔ∃ ∈ ℝ ∋ (0ݔ)෤ܣ = 1, 

ሚܣ هر ازايبه .2 ∈ یک مجموعه فازي محدب باشد  ሚܣ، ܧ
,ݔ ازاي هریعنی به ݕ ∈ ℝ  ߣو هر ∈ رابطه زیـر  [0,1]

 برقرار باشد:

ݔߣ)ሚܣ + (1− (ݕ(ߣ ≥ min൛ܣሚ(ݔ),ܣሚ(ݕ)ൟ, 
0ݔبـراي هـر    بالایی باشد یعنـی پیوستههنیم ሚܣ .3 ∈ ℝ ،

(0ݔ)ሚܣ ≥ lim
 ௫→௫0

± 
  .(ݔ)ሚܣ

ݔ൛ مجموعه .4 ∈ ℝ ∶ (ݔ)ሚܣ  > 0ൟܧآنگاه ، ، فشرده باشد ،
ሚܣهر فضاي اعداد فازي و  ∈ ، عدد فازي نامیده ܧ

  شود.می
به  [ݎ]ሚܣ[عدد فازي] یک عدد فازي دلخواه  .]15[ 2.3تعریف 

,(ݎ)ܽൣوســیله یــک زوج مرتــب از توابــع  ൧,0(ݎ)ܽ ≤ ݎ ≤ 1 
 شود که در شرایط زیر صدق کنند:معرفی می

از چــپ  )1,0[تــابع کرانــدار، نــانزولی، در بــازه  (ݎ)ܽ )1(
 باشد.از راست پیوسته می  = 0xپیوسته و در 

از چـپ  )1,0[تابع کراندار، ناصعودي، در بـازه  (ݎ)ܽ  )2(
 باشد.از راست پیوسته می  = 0xپیوسته و در 

(ݎ)ܽهر  ازايبه  )3( ≤ 0 , (ݎ)ܽ ≤ ݎ ≤ 1. 

عملگرهاي جبري جمع، تفاضـل و ضـرب  .]15[ 2.4تعریف 
[ݎ]ሚܣاسکالر، بـراي اعـداد فـازي دلخـواه  = ,(ݎ)ܽൣ و  ൧(ݎ)ܽ 

෨ܤ [ݎ] = صـورت زیــر بــه  cو اسـکالر دلخـواه  ൧(ݎ)ܾ, (ݎ)ܾൣ
 شوند:تعریف می

 جمع: 

൫ܣሚ + ෨൯ܤ = (ݎ)ܽൣ + (ݎ)ܽ,(ݎ)ܾ +  .൧(ݎ)ܾ
  تفاضل:

൫ܣሚ − ෨൯ܤ = −(ݎ)ܽൣ ,(ݎ)ܾ (ݎ)ܽ  −  .൧(ݎ)ܾ
  ضرب اسکالر:
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[ݎ]ሚܣܿ = ൝ 
,(ݎ)ܽܿൣ ,  ൧(ݎ)ܽܿ ܿ ≥ 0 ,
,(ݎ)ܽܿൣ , ൧(ݎ)ܽܿ ܿ < 0.  

 

ــف  ــراي دو ع .]15[ 2.5تعری ـــب ــازي دلخــواهـــــــــ  دد ف
[ݎ]ሚܣ = ,(ݎ)ܽൣ ෨ܤ و ൧(ݎ)ܽ [ݎ] = ሚܣ، ൧(ݎ)ܾ,(ݎ)ܾൣ = اگر و  ෨ܤ

(ݎ)ܽفقط اگر  = (ݎ)ܽو  (ݎ)ܾ =   .(ݎ)ܾ
از  (ݔ)ݒمشتق کسري کاپوتوي تابع پیوسته  .]15[ 2.6تعریف 

ݔ، که ߚمرتبه  >   شود:صورت زیر تعریف میبه  0

 ௫ܦ
ఉ 

 
௖ (ݔ)ݒ =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

1
 Γ(݉−ߚ) 

න ݔ) − ߬)௠ିఉି1ݒ(௠) (߬)݀߬
௫ 

0
,

                                  ݉− 1 < ߚ < ݉ ∈ ℕ,
 ݀௠ 

ߚ                               ,(ݔ)ݒ ௠ݔ݀  = ݉ ∈ ℕ.

 

෤ݒ فـرض کنیـد .]15[ 2.7تعریف  ∈ ൯ܧ,൫(0,ܽ)ܥ ∩  (0,1)1ܮ
ݎیک تابع فازي مقدار باشد و براي هر  ∈ [0,1]،  

= ௥[(ݔ)෤ݒ] ;ݔ)ݒ ൣ ,(ݎ ;ݔ)ݒ  ൧(ݎ
0ݔآنگاه براي  ∈ (0, 1و  (ܽ < ߚ < 2.  

;ݔ)ݒپذیر باشد، آنگاه کاپوتو مشتق-)1، (෤ݒ اگر )1(  و (ݎ
;ݔ)ݒ  پذیرند و کاپوتو مشتق (ݎ

ൣ ௖ ܦ ௫ 
ఉ ݒ෤(0ݔ)൧

௥ 
= ൣ ௖ ܦ ௫ 

ఉ 0ݔ)ݒ ; ,(ݎ ௖ ܦ ௫ 
ఉ 0ݔ)ݒ ;  ,൧(ݎ

;ݔ)ݒآنگاه باشد،  پذیرمشتقکاپوتو -)2، (෤ݒ اگر )2(  و (ݎ
;ݔ)ݒ  پذیرند و کاپوتو مشتق (ݎ

ൣ ௖ ܦ ௫ 
ఉ ݒ෤(0ݔ)൧

௥
= ൣ ௖ ܦ ௫ 

ఉ 0ݔ)ݒ; ,(ݎ ௖ ܦ ௫ 
ఉ 0ݔ)ݒ;  ,൧(ݎ
  که در آن

௖ ܦ ௫ 
ఉ (ݎ;0ݔ)ݒ = ቈ

 1
 Γ(݉−  (ߚ

න ݔ)
௫ 

0

− ߬)௠ିఉି1ݒ(௠) (߬; ቉߬݀(ݎ
௫ୀ௫0

, 

݉− 1 < ߚ < ݉ ∈ ℕ, 

௖ ܦ ௫ 
ఉ (ݎ;0ݔ)ݒ = ቈ

 1
 Γ(݉−  (ߚ

න ݔ)
௫ 

0

− ߬)௠ିఉି1ݒ(௠) (߬; ቉߬݀(ݎ
௫ୀ௫0

, 

݉− 1 < ߚ < ݉ ∈ ℕ. 

  . تبدیل دیفرانسیل کسري3
در این بخش، مفهوم تبدیل دیفرانسیل کسري تعریف و قضایاي 

  شود.مربوط به آن ارائه می
 (ݐ)ݑام تابع  ݇تبدیل دیفرانسیل کسري مرتبه  .]31[ 3.1تعریف 

  شود:صورت زیر تعریف میبه 

ܷఈ (݇) =
 1

 Γ(݇ߙ + 1) 
[(  ௧ఈܦ
௖ )௞ (ݐ)ݑ]௧ୀ௧0 , 

0 < ߙ ≤ 1, (  ௧ఈܦ
௖ )௞ =  ௧ఈܦ

௖ …  ௧ఈܦ
௖ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ

 ௞ିمرتبه 

, 

)2(  
 ௧ఈܦطوري که به 

௖ باشـد. می ߙ، مشتق کسري کاپوتو از مرتبـه
بـه شـکل زیـر  (݇) ఈܷهمچنین معکوس تبـدیل دیفرانسـیل 

  شود:تعریف می

(ݐ)ݑ = ෍ܷఈ (݇)(ݐ −  ௞ఈ(0ݐ
 ஶ 

 ௞ୀ0

. 

تـوان بـه شـکل زیـر را می (ݐ)ݑامین تقریب تابع  -݊بنابراین 
  نوشت:

(ݐ) ௡ݑ = ෍ܷఈ (݇)(ݐ −  ௞ఈ(0ݐ
 ௡ 

 ௞ୀ0

. 

بـه  (݇) ఈܹو  (݇) ఈ (݇) ،ܸఈܷفرض کنیـد  .]31[ 3.2قضیه 
 (ݐ)ݓو  (ݐ)ݒ، (ݐ)ݑترتیب، تبدیلات دیفرانسیل کسري توابـع 

  باشند،
  (ݐ)ݑاگر = (ݐ)ݒ ±  آنگاه ،(ݐ)ݓ

ܷఈ (݇) = ܸఈ (݇) ±ܹఈ (݇). 

  (ݐ)ݑاگر =  ، آنگاه (ݐ)ݓ (ݐ)ݒ

ܷఈ (݇) = ෍ܸఈ (݇ − (ݏ) ఈܹ (ݏ
௞  

 ௦ୀ0

. 

  (ݐ)ݑاگر = ߣ و (ݐ)ݒߣ ∈ ℝآنگاه ، 

ܷఈ (݇) =  .(݇) ఈܸߣ

  (ݐ)ݑاگر = ݐ) −  ، آنگاه ௠ఈ(0ݐ

ܷఈ (݇) = ݇)ߜ −݉) = ൜1, ݇ = ݉ ,
0, ݇ ≠ ݉.  
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(ݐ)ݑاگر  .]31[ 3.3قضیه  =  ௧ܦ
ఉ 

 
௖ −݉ و (ݐ)ݒ 1 < ߚ ≤ ݉ ،

  باشد:صورت زیر می) به 2آنگاه تبدیل دیفرانسیل (

ܷఈ  (݇) =
 Γ(݇ߙ + ߚ + 1) 

 Γ(݇ߙ + 1) ܸఈ ൬݇ +
 ߚ 
 ߙ 
൰. 

 استفاده با کسري فازي گوردن-حل معادله کلین. 4
   پیشنهادي روش از

ر روش به تشریح روش پیشنهادي کـه مبتنـی بـ در این بخش،
دیفرانسـیل کسـري اسـت،  روش تبـدیل تفاضلات متنـاهی و

بـا اسـتفاده از تکنیـک  طـوري کـه ابتـدا شود، بـهپرداخته می
معـادلات  بـه یـک دسـتگاه سـازي، معادلـه اصـلیگسستههنیم

روش  زتبدیل و براي حل دستگاه حاصل ا دیفرانسیل معمولی
این ترتیب، جواب  شود. بهتبدیل دیفرانسیل کسري استفاده می

  .شودصورت یک سري ارائه می دلخواه به معادله در هر زمان
و با فرض اینکه  حساب اعداد فازي بیان شد در که يقواعد طبق
توان به دو را می) 1پذیر باشد، معادله (کاپوتو مشتق-)෤، )1ݒتابع 

روش، بدون کم پایینی و بالایی تبدیل کرد. براي توضیح  شاخه
شود، ضرایب موجود در معادله همگی شدن از کلیت فرض می

  .مثبت باشند

௧ܦ
ఉ

 
௖ ,ݔ)ݒ ;ݐ (ݎ + ܽ

,ݔ)ݒ2߲  ;ݐ  (ݎ
2ݔ߲  + ܾ ቆ

,ݔ)ݒ߲  ;ݐ  (ݎ
 ݔ߲ 

ቇ
2

+ ,ݔ)2ݒܿ (ݎ;ݐ + ,ݔ)ݒ݀ ;ݐ (ݎ

= ෨݇(ݎ)ℎ(ݔ,  ,(ݐ

1 < ߚ ≤ 2 , 0 < ݔ < 0 , ܮ < ݐ < ܶ,    
(ݎ;0,ݔ)ݒ =             ,(ݔ)1݂ (ݎ)݇

;0,ݔ)௧ݒ (ݎ = 0 ,(ݔ)2݂ (ݎ)݇ ≤ ݔ ≤  , ܮ
,0)ݒ ;ݐ (ݎ =             ,(ݐ)1݃ (ݎ)݇
,ܮ)ݒ ;ݐ (ݎ = 0 ,(ݐ)2݃ (ݎ)݇ ≤ ݐ ≤ ܶ. 

)3(  

௧ܦ
ఉ

 
௖ ,ݔ)ݒ ;ݐ (ݎ + ܽ

,ݔ)ݒ2߲  ;ݐ  (ݎ
2ݔ߲  + ܾ ቆ

,ݔ)ݒ߲  ;ݐ  (ݎ
 ݔ߲ 

ቇ
2

+ ,ݔ)2ݒܿ ;ݐ (ݎ + ,ݔ)ݒ݀ ;ݐ (ݎ

= ,ݔ)ℎ(ݎ)ݒ   .(ݐ

1 < ߚ ≤ 2 , 0 < ݔ < 0 , ܮ < ݐ < ܶ,   
(ݎ;0,ݔ)ݒ =             ,(ݔ)1݂ (ݎ)݇

(ݎ;0,ݔ)௧ݒ = 0 ,(ݔ)2݂ (ݎ)݇ ≤ ݔ ≤  , ܮ
,0)ݒ ;ݐ (ݎ =             ,(ݐ)1݃ (ݎ)݇

,ܮ)ݒ ;ݐ (ݎ = 0 ,(ݐ)2݃ (ݎ)݇ ≤ ݐ ≤ ܶ. 

)4(  
نظر براي تقریب جواب شاخه پایینی معادله  روش مورد اکنون
کـه طور شود. همان) تشریح می3گوردن کسري زمانی (-کلین

به شکل گسسـته  ݔپیوسته نگه داشته و متغیر  ݐگفته شد متغیر 
,0]شود. به این منظور بازه تبدیل می قسـمت افـراز  ܰبـه  [ܮ

௜ݔ الفاصـلهشود و نقـاط متساويمی = ݅ℎ, ݅ = 0,1, … بـا  ܰ,
ℎفاصله  =  ௅ 

 ே 
کار بردن فرمـول تفاضـلات شوند. با بتولید می 

مشتقات مرتبه اول و دوم مکـانی، متناهی مرکزي براي تقریب 
  توان نوشت:می

 ߲ 
ݔ߲  ݒ

, ௜ݔ) ;ݐ (ݎ =
,௜ା1ݔ)ݒ  ;ݐ −(ݎ ,௜ି1ݔ)ݒ ;ݐ  (ݎ

 2ℎ 

−
 ℎ2

 6
 ߲3

3ݔ߲  ,ߟ)ݒ ;ݐ 0 ,(ݎ < ߟ <  .ܮ

)5(  
 ߲2

2ݔ߲  , ௜ݔ)ݒ ;ݐ (ݎ

=
,௜ି1ݔ)ݒ  ;ݐ −(ݎ , ௜ݔ)ݒ2 ;ݐ (ݎ + ,௜ା1ݔ)ݒ ;ݐ (ݎ

 ℎ2 

−
 ℎ2

 12
 ߲4

4ݔ߲  ,ߦ)ݒ ;ݐ 0 ,(ݎ < ߦ <  .ܮ

)6(  
, ௜ݔ)ݒبا فرض  ;ݐ (ݎ = ;ݐ) ௜ݒ نظر کردن از خطـاي و صرف (ݎ

)، 3هاي حاصل در معادلـه (و جایگذاري تقریب (ℎ2)ܱبرشی 
آید که در دست میت دیفرانسیل معمولی زیر به معادلادستگاه 

;ݐ) ௜ݑآن  ;ݐ) ௜ݒتقریبی از  (ݎ  است. شدهدر نظر گرفته  (ݎ

 ௧ܦ
ఉ 

 
௖ (ݎ;ݐ) ௜ݑ +

 ܽ 
 ℎ2 ቀݑ௜ି1 (ݐ; −(ݎ ;ݐ) ௜ݑ2 (ݎ

+ ;ݐ)௜ା1ݑ ቁ(ݎ

+
 ܾ 

 4ℎ2 ቀݑ௜ା1(ݐ; −(ݎ ;ݐ)௜ି1ݑ ቁ(ݎ
2

+ ;ݐ)௜ 2ݑܿ (ݎ + ;ݐ) ௜ݑ݀ (ݎ

= 1,(ݐ) ℎ௜ (ݎ)݇ ≤ ݅ ≤ ܰ − 1,   
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;௜ (0ݑ (ݎ =   ,(௜ݔ) 1݂ (ݎ)݇

ݐ௜ ቀݑ݀  = ቁݎ; 0
= ݐ݀   ,(௜ݔ)2݂ (ݎ)݇

;ݐ) 0ݑ (ݎ =   ,(ݐ)1݃ (ݎ)݇

(ݎ;ݐ) ேݑ = ,(ݐ)2݃ (ݎ)݇ ݐ ≥ 0 

)7(  

را بر هر یک از  ߙحال عملگر تبدیل دیفرانسیل کسري از مرتبه 
کنـیم کنیم. همچنین فرض مـی) اعمال می7معادلات دستگاه (

௜ܷ 
ఈ (݇) ݑاز تـابع  ݇، تبدیل دیفرانسیل مرتبـه௜ (ݐ; باشـد و  (ݎ

1ܩ
ఈ (݇) ،2ܩ

ఈ (݇)  ܪو 
ఈ (݇)  به ترتیـب، تبـدیلات دیفرانسـیل

باشــند، بنــابراین بــا اســتفاده از  (ݐ) ℎو  (ݐ)2݃، (ݐ)1݃توابــع 
  اریم:د 3.3و  3.2اي قضای

 Γ(݇ߙ + ߚ + 1) 
 Γ(݇ߙ + 1) ௜ܷ 

ఈ ൬݇ +
 ߚ 
 ߙ 
൰

+
 ܽ 
 ℎ2 ቀ ௜ܷି1

ఈ (݇)− 2 ௜ܷ 
ఈ (݇)

+ ௜ܷା1
ఈ (݇)ቁ

+  
 ܾ 

 4ℎ2 ෍ቀ ௜ܷା1
ఈ (݇ − ݈)

௞

௟ୀ0

− ௜ܷି1
ఈ (݇ − ݈)ቁ ቀ ௜ܷା1

ఈ (݈) − ௜ܷି1
ఈ (݈)ቁ

+ ݀ ௜ܷ 
ఈ (݇)  + ܿ෍ ௜ܷ 

ఈ (݇ − (ݏ ௜ܷ 
ఈ (ݏ)

௞

௦ୀ0

=  ,(݇) ௜ఈܪ(ݎ)݇

௜ܷ 
ఈ (0) = (ݎ)݇  ,(௜ݔ)1݂

௜ܷ 
ఈ ൬

1
 ߙ 
൰ = (ݎ)݇  ,(௜ݔ)2݂

0ܷ 
ఈ (݇) = 1ܩ(ݎ)݇

ఈ (݇), 

ܷே 
ఈ (݇) = 2ܩ(ݎ)݇

ఈ (݇), 

)8(  

  شود:) بازنویسی و نتیجه می8رابطه (

௜ܷ 
ఈ ൬݇ +

 ߚ 
 ߙ 
൰ =

 Γ(݇ߙ + 1) 
 Γ(݇ߙ + ߚ + 1) 

൦−
 ܽ 
 ℎ2 ቀ ௜ܷି1

ఈ (݇)

− 2 ௜ܷ 
ఈ (݇) + ௜ܷା1

ఈ (݇)ቁ

−
 ܾ 

 4ℎ2 ෍ቀ ௜ܷା1
ఈ (݈݇) ௜ܷି1

ఈ (݇
 ௞ 

 ௟ୀ0 

− ݈)ቁ ቀ ௜ܷା1
ఈ (݈) − ௜ܷି1

ఈ (݈)ቁ

− ܿ෍ ௜ܷ 
ఈ (݇ − (ݏ ௜ܷ 

ఈ (ݏ)− ݀ ௜ܷ 
ఈ (݇)

 ௞ 

 ௦ୀ0

+          ,௜ఈ (݇)൪ܪ(ݎ)݇

)9( 

)10(  ௜ܷ 
ఈ (0) = (ݎ)݇ 1݂(݅ℎ), ௜ܷ 

ఈ ൬
1

 ߙ 
൰ = (ݎ)݇ 2݂(݅ℎ), 

)11(  0ܷ
ఈ (݇) = 1ܩ(ݎ)݇

ఈ (݇),ܷே 
ఈ (݇) = 2ܩ(ݎ)݇

ఈ (݇), 

توان جـواب معکوس تبدیل دیفرانسیل، میاکنون طبق تعریف 
  ) را به شکل سري توانی زیر نوشت:3معادله (

;ݐ) ௜ݑ  )12( (ݎ = (ݎ)݇ ෍ ௜ܷ 
ఈ (݇)ݐ௞ఈ 

 ஶ 

 ௞ୀ0

, 0 ≤ ݅ ≤ ܰ,  

) 3توان جواب تقریبی معادله (همچنین با قطع کردن سري، می
  صورت زیر نمایش داد:را به 

;ݐ) ௜ݒ (ݎ ≃ ;ݐ) ௜ ௡ݑ  (ݎ

= (ݎ)݇ ෍ ௜ܷ 
ఈ (݇)ݐ௞ఈ 

 ௡ 

 ௞ୀ0

,0 ≤ ݅ ≤ ܰ, 

)13(  
 ௜ܷکه 

ఈ (݇)  .ها، ضرایب مجهولی هستند که باید محاسبه شوند
و برخی دیگر، از  )9برخی ضرایب مجهول از رابطه بازگشتی (

 آینـد.دسـت مـی) بـه 11) و شرایط مـرزي (10شرایط اولیه (
 ௜ܷهمچنین ضرایب مجهول 

ఈ(1) ،௜ܷ 
ఈ(2) ،... ،௜ܷ 

ఈ ቀ ఉ 
 ఈ 
− 1ቁ ،

صـحیح  )، که مشـتق در آن از مرتبـه3از شرایط اولیه معادله (
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  ]:31آیند [دست میاست، از طریق رابطه زیر به 

௜ܷ 
ఈ (݇)  =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧  1

 Γ(݇ߙ + 1) 
ቈ

 ݀௞ఈ 

;ݐ) ௜ݑ ௞ఈݐ݀  ቉(ݎ
௧ୀ0

, ߙ݇ ∈ ℤା ,

                                ∀݇ = 0, 1, … , ൬
 ߚ 
− ߙ  1൰  .

ߙ݇                                                       ,0 ∉ ℤା ,

 

)14(  
موجـود در  ݐ ، بزرگترین مرتبه مشتق کسري نسبت به متغیـرߚ

 باشد. با انجام مراحل فوق، تمام ضرایب مجهول) می3معادله (
݅ = 0,1, … ,ܰ، ௜ܷ 

ఈ (݇)، آیند؛ دست می)، به 13بسط سري ( در
گوردن -تقریبی براي شاخه پایینی معادله کلینکه همان جواب 

  باشد.فازي کسري زمانی می
) 1الگـوریتم (روند الگوریتم محاسبه جواب شاخه پـایینی در 

کارگیري روندي مشابه، تقریبی از جواب قابل مشاهده است. با ب
گوردن کسري زمانی فازي به صورت -شاخه بالایی معادله کلین

  آید:دست میزیر به 

;ݐ) ௜ݒ (ݎ ≃  ௜ݑ
௡ (ݐ;  (ݎ

= (ݎ)݇ ෍ܷ௜ 
ఈ 

 ௞ఈݐ(݇)
 ௡ 

 ௞ୀ0

,0 ≤ ݅ ≤ ܰ, 

)15(  
 ௜ܷمجهـول  که در آن ضـرایب 

ఈ 
݅ ازاي، بـه(݇) = 0,1, … ,ܰ ،

صـورت گرفـت، محاسـبه براي شاخه پایینی مشابه روندي که 
کد م محاسبه جواب بالایی، مشابه شبهکد الگوریتشوند. شبهمی

بنابراین جواب تقریبی  .است جواب شاخه پایینی قابل نگارش
، که با ترکیـب دو )1( زمانی کسري فازي گوردن-معادله کلین

حاصل شد،  یفرانسیل کسري و تفاضلات متناهیروش تبدیل د
  :صورت زیر قابل نمایش است به

, ௜ݔ)෤ݒ]  ௥[(ݐ

≃ ൥݇(ݎ) ෍ ௜ܷ 
ఈ (݇)ݐ௞ఈ 

 ௡ 

 ௞ୀ0

(ݎ)݇, ෍ܷ௜ 
ఈ 

 ௞ఈݐ(݇)
 ௡ 

 ௞ୀ0

൩, 

0 ≤ ݅ ≤ ܰ, ݐ > 0, ݎ ∈ [0,1]. 

  همگرایی . 5
قـرار  وش معرفی شده مورد بررسـیدر این بخش همگرایی ر

مطلق جواب تقریبی گیرد. همچنین کران بالایی براي خطاي می
تـوان کـران آید. با روندي مشابه مـیمیدست  شاخه پایینی به

دسـت آورد. لازم  بالایی نیز بهبالایی براي خطاي مطلق شاخه 
باشد؛ در ادامه، نرم ماکسیمم می ستفادهبه ذکر است نرم مورد ا

∥ یعنی ߮௞ ∥ = ݔܽ݉
 ௧ 

|߮௞(ݐ)| .  

 گوردن-کلین معادله پایینی شاخه تقریبی جواب محاسبه :)1( الگوریتم

  زمانی کسري فازي

1: Define ݊, ℎ, ݉, ܮ ,ݎ ,ߚ ,ߙ ,ݐ ,ݔ, ܽ, ܾ, ܿ, ݀, ଵ݂(ݔ), ଶ݂(ݔ), 
  (݇)ଶܩ ,(݇)ଵܩ
2: Initialize ܷ  
3: for i = 0 to ݊ do  

4:    U [i, 0] ← (r - 1) ∗ f1 (x[i])  

5:    U [i,    ଵ 
 ఈ 

] ← (r - 1) ∗ f2 (x[i])  

6: end for  
7: for k = 0 to m do  
8:    U [0, k] ← (r  - 1) ∗ G1 (k)  

9:    U [n, k] ← (r  - 1) ∗ G2 (k) 

10: end for  

11: for i = 1 to n - 1 do  

12:    for k = 0 to m do  
13:      intermediate1 ← Gamma[(α∗k) + 1] / Gamma[(α∗k) 
+β + 1]  

14:  intermediate2 ← ቂ−  ௔ 
 ௛మ (ܷ[݅ − 1,݇]− 2ܷ[݅,݇] +

ܷ[݅ + 1,݇]) −  ௕ 
 ସ௛మ ∑ (ܷ[݅ + 1,݇ − ݈] −ܷ[݅ − 1,݇ −௞ 

௟ୀ଴ 

݈])(ܷ[݅ + 1, ݈] −ܷ[݅ − 1, ݈]) − ܿ ∑ ܷ[݅,݇ −  ௞−[ݏ,݅]ܷ[ݏ
௦ୀ଴ 

ܷ݀[݅,݇] + ݎ) − 1) ∗  ቃ[݇,݅]ܪ

15:       U [i, k +  ఉ 
 ఈ 

] ← intermediate1∗ intermediate2  

16:    end for  
17: end for  
18: Initialize uapproximate as an empty list  

19: for i = 1 to n - 1 do  

20:    S - Result ← 0  

21:    for k = 0 to m do  

22:       S - Result ← S-Result + U[i, k] ∗ ݐ  (ఈ∗௞) 

23:    end for  

24:    Append S  - Result to uapproximate  

25: end for  
26: Return uapproximate  
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(ݐ)௞߮کنید  فرض :]32[ 5.1 لم = ௜ܷ 
ఈ (݇)ݐ௞ఈ  . همچنین فرض

0݇کنید  ∈ ℕ0 و براي ݆ ≥ ݇0 ،0 < ߜ < وجود باشـد بـه م 1
∥ که طوري ௝߮ା1 ∥≤ ௝ା1ߜ ∥ ௝߮ . آنگـاه سـري برقرار باشد ∥

= ௡ݏ ∑ ߮௞௡ 
௞ୀ0  ݊ازاي کوشی خواهد بود و به ≥ ݉ ≥  و 0݇

ߜ = ݔܽ݉ ቊߜ௞0 , ௞0ା1ߜ, … ,   کند:در رابطه زیر صدق می ௡ቋߜ

)16(  ∥ − ௡ݏ ௠ݏ ∥≤
1−  ௡ି௠ߜ

1 − ߜ ௠ି௞0ା2ߜ ∥ ߮௞0 ∥. 

∑همچنین سري  ߮௞ (ݐ)ஶ 
௞ୀ0  ݒبه௜ (ݐ;   همگراست. (ݎ

;ݐ) ௜ݒفرض کنید  :]33[ 5.2قضیه  ௜ݔ)در نقطه  (ݎ . ، جـواب (ݐ
;ݐ)  ௜ݑ ) و3دقیق معادلـه ( (ݎ = ∑(ݎ)݇ ௜ܷ 

ఈ ݐ௞ఈ ஶ
௞ୀ0 تقریـب ،

ــه ( ــد ) باشــد. 7نهــایی از جــواب معادل ــین فــرض کنی همچن
;ݐ) ௜ ௡ݑ (ݎ = ∑(ݎ)݇ ௜ܷ 

ఈ ݐ௞ఈ ௡ 
௞ୀ0  ــایی از ــب نه ــواب تقری ج

0݇) باشد. به علاوه فـرض کنیـد 3معادله ( ∈ ℕ0- اي موجـود
݊ ازاي هـرباشد به طوري کـه بـه  ≥ ݉ ≥ ݇0 ،0 < > ௝ߜ 1 

∥طـوري کـه موجود باشد بـه  ௝߮ା1 ∥≤ ௝ା1ߜ ∥ ௝߮ آنگـاه  .∥
݊مادامی که 

 
;ݐ) ௜ ௡ݑ، جواب ∞→ ;ݐ)  ௜ݒبه جواب دقیق  (ݎ  (ݎ

 డ4௩ همگراست و با فرض پیوستگی 
 డ௫4 [ܮ,0]ازه ـــــــــبـر ب ،

ߦ ∈ ߟاي و -(ܮ,0) ∈   طوري کهاي وجود دارند به -(ܮ,0)

∥ ;ݐ) ௜ ௡ݒ (ݎ − ;ݐ) ௜ ௡ݑ (ݎ ∥ 

≤ ܽ
 ℎ2

 12
,ߦ)ݒ4߲  ;ݐ  (ݎ

4ݔ߲ 

+ ܾ
 ℎ4

 36
ቆ

,ߟ)ݒ3߲  ;ݐ  (ݎ
3ݔ߲  ቇ

2

+
1

1 − ߜ ߜ
௠ି௞0ା2 ∥ ߮௞0 ∥. 

  توان نوشت:) می3با توجه به فرآیند حل معادله ( برهان.

∥ ;ݐ)  ௜ݒ −(ݎ ;ݐ) ௜ ௡ݑ (ݎ ∥  

         =∥ ;ݐ)  ௜ݒ −(ݎ ;ݐ)  ௜ݑ (ݎ + ;ݐ)  ௜ݑ −(ݎ ;ݐ) ௜ ௡ݑ (ݎ ∥ 

         ≤∥ ;ݐ)  ௜ݒ −(ݎ ;ݐ)  ௜ݑ (ݎ ∥ 

         +∥ ;ݐ)  ௜ݑ −(ݎ (ݎ;ݐ) ௜ ௡ݑ ∥, 

)17(  
;ݐ)  ௜ݑکه  ;ݐ)  ௜ݒتقریبی از جواب  (ݎ اسـت کـه از تقریـب  (ݎ

 ݒمشتقات مرتبه اول و دوم 
,ݔ)  ;ݐ فاضـلات توسط فرمول ت (ݎ

ߦتوان گفت آید. لذا میدست میمتناهی مرکزي به  ∈ -(ܮ,0)
ߟاي و  ∈   طوري کهاي وجود دارند به -(ܮ,0)

∥ ;ݐ)  ௜ݒ −(ݎ ;ݐ)  ௜ݑ (ݎ ∥

≤ ܽ
 ℎ2

 12
,ߦ)ݒ4߲  ;ݐ  (ݎ

4ݔ߲ 

+ ܾ
 ℎ4

36
ቆ

,ߟ)ݒ3߲  ;ݐ  (ݎ
3ݔ߲  ቇ

2

, 

)18( 

݊)، براي 16از طرفی بنا به رابطه ( ≥ ݉ ≥   توان نوشت:می 0݇

∥ − ௡ݏ ௠ݏ ∥≤
1−  ௡ି௠ߜ

1 − ߜ ௠ି௞0ା2ߜ ∥ ߮௞0 ∥, 

0چون  < ߜ < −1، بنابراین 1 ௡ି௠ߜ <   و 1

∥ − ௡ݏ ௠ݏ ∥≤
1

1− ߜ ߜ
௠ି௞0ା2 ∥ ߮௞0 ∥, 

݊اگر 
 
 ௡ݏ، آنگاه ∞→

 
;ݐ) ௜ݑ→   و داریم (ݎ

∥ ;ݐ) ௜ݑ −(ݎ ௠ݏ ∥≤
1 

1− ߜ ߜ
௠ି௞0ା2 ∥ ߮௞0 ∥, 

  به عبارت دیگر

∥ ;ݐ) ௜ݑ −(ݎ ;ݐ) ௜ ௠ݑ (ݎ ∥≤
1 

1− ߜ ߜ
௠ି௞0ା2 ∥ ߮௞బ ∥,  

)19(  
)، اثبات کامل 17) در رابطه (18) و (19(هاي رابطهجایگذاري  با

  ■.                                                                 شودمی

  . نتایج عددي6
در این بخش براي نشان دادن دقت و کارایی روش معرفی شده، 

گیرند. خطاي مطلق هاي عددي مورد بحث قرار میبرخی مثال
و  ௜ݔنقطه گره دلخواه  درجواب تقریبی شاخه پایینی و بالایی 

، از فرمـول زیـر ܰازاي تعـداد تقسـیمات بـه ، ݐزمان دلخواه 
  شوند:محاسبه می

 ௟௢௪௘௥ܧ
ே.௡ = หݒ௜ (ݐ; (ݎ −  ,ห(ݐ) ௜ ௡ݑ

 ௨௣௣௘௥ܧ
ே.௡ = หݒ௜ (ݐ; −(ݎ  ௜ݑ

௡ (ݐ)ห, 
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;ݐ) ௜ݒکه در آن  ;ݐ) ௜ݒو  (ݎ ب جواب دقیـق شـاخه به ترتی (ݎ
 ௜ݑو  (ݐ) ௜ ௡ݑ)، همچنین 1پایینی و بالایی معادله (

௡ (ݐ)  به ترتیب
دست آمده از )، به 1جواب تقریبی شاخه پایینی و بالایی معادله (

همچنین ماکسـیمم خطـاي  باشند.) می15) و (13هاي (فرمول
  شود:مطلق جواب از فرمول زیر محاسبه می

 ௟௢௪௘௥ܧ
௡ = ݔܽ݉

 1ஸ௜ஸேି1
หݒ௜ (ݐ; −(ݎ  ,ห(ݐ) ௜ ௡ݑ

 ௨௣௣௘௥ܧ
௡ = ݔܽ݉

 1ஸ௜ஸேି1
หݒ௜ (ݐ; (ݎ −  ௜ݑ

௡ (ݐ)ห. 

گوردن فازي کسري زمانی بـا شـرایط -معادله کلین .6.1مثال 
  :]29[، ]4[ اولیه و مرزي زیر را در نظر بگیرید

௧ܦ
ఉ

 
௖ ,ݔ)෤ݒ ;ݐ −(ݎ

,ݔ)෤ݒ2߲  ;ݐ  (ݎ
2ݔ߲  + ,ݔ)෤ݒ ;ݐ (ݎ = 2 sin(ݔ), 

1 < ߚ ≤ 2 , 0 < ݔ < 0 , ܮ < ݐ < 1   
(ݎ;0,ݔ)෤ݒ = ෨݇(ݎ) sin(ݔ),           

(ݎ;0,ݔ) ෤௧ݒ = ෨݇(ݎ), 0 ≤ ݔ ≤  ܮ
,෤(0ݒ ;ݐ (ݎ = ෨݇(ݎ) sin(ݐ),            

,ܮ) ෤ݒ ;ݐ (ݎ = ෨݇(ݎ)(sin(ܮ) + sin(ݐ)), 

)20(  
  که

෨݇(ݎ) = ,(ݎ)݇ൣ ൧(ݎ)݇ = ቂݎ − 1 , 1−  .ቃݎ
ߚ جــواب دقیــق ایــن معادلــه بــراي = ، عبارتســت از: 2
,ݔ)෤ݒ (ݎ;ݐ = ෨݇(ݎ)(sin(ݔ) + sin(ݐ)) ]29[، ]4[.  

این مثال با روش شرح داده شده، حل و نتایج حاصل از جداول 
اب ، شامل جو)1(شود. جدول ارائه می )1(و شکل  )5( ) تا1(

پیشنهادي و روش ارائه شده تقریبی، دقیق و خطاي مطلق روش 
 ) در نقطـه20معادلـه ( ، مربوط به شاخه پایینی]29[ مرجع در

,ݔ) (ݐ = ߚازاي مقادیر  به (1.36,1) = ߙ، 2 = 1، ܰ = و  22
ܮ =  గ 

ଶ
، شامل جـواب تقریبـی، دقیـق و )2(باشد. جدول می 

، ]29[ مرجع خطاي مطلق روش پیشنهادي و روش ارائه شده در
,ݔ)) در نقطه 20بالایی معادله ( مربوط به شاخه (ݐ = (1.36,1) 

ߚازاي مقـادیر به  = ߙ، 2 = 1 ،ܰ = ܮو  22 =  గ 
ଶ

باشـد. می 
ߚازاي ) بـه 20ودار جواب دقیـق معادلـه (همچنین نم = و  2

)، بـه 88/1,  1و پایینی در نقطـه (جواب تقریبی شاخه بالایی 

ܮ،  2و  8/1، 5/1برابر با  ߚ فـــــــازاي مقادیر مختل = ، ߨ
ݎ ∈ ܰ و [0,1] =   رسم شده است.  )1(در شکل  10

 
 در )20( معادله بالایی و پایینی شاخه تقریبی جواب نمودار ):1( شکل

࢚ = ૚ ࡸ ،2 و 8/1 ،5/1 با برابر ࢼ مختلف مقادیر ازاي به = ࡺ و ࣊ = ૚૙.  

)، بیشینه خطاي مطلق مربوط به جواب تقریبی هر 3در جدول (
ߚ)، بـه ازاي 20دو شاخه بالایی و پـایینی معادلـه ( = ݎ، 2 =

ߙ، 0.8 = در  18و  16، 10، 8، 4برابر با  ܰو مقادیر متفاوت  1
ݐزمان  = )، بیشـینه 4نمایش داده شـده اسـت. در جـدول ( 1

خطاي مطلق مربوط به جواب تقریبی هر دو شـاخه بـالایی و 
ߚ)، به ازاي 20پایینی معادله ( = ݎ، 2 = ߙ، 0.8 = و مقادیر  1

ݐدر زمان  18و  16، 10، 8، 4برابر با  ܰمتفاوت  = قابـل  0.1
  مشاهده است.

 در شده ارائه روش و پیشنهادي روش مطلق خطاي مقایسه ):1( جدول

,࢞) نقطه در )،20( معادله پایینی شاخه به مربوط ]29[ مرجع ࢚) =

(૚.૜૟,૚) ࡸ ازاي به و =  ࣊ 

 2
ࡺ ، = ૛૛، ࢻ = ࢼ ،1 = ࢔ و 2 = ૠ૙.  

    روش پیشنهادي  ]29[روش 

 ࢘ࢋ࢝࢕࢒ࡱ  ]29[خطاي روش 
22,70  ࢘ 

16599/2  

81227/1  

45895/1  

0563/1  
1- 10  ×52317/7  

1- 10  ×99/3  

2- 10  ×076/2  
2- 10  ×869/1  
2- 10  ×662/1  
2- 10  ×4538/1  
2- 10  ×2471/1  

2- 10  ×039/1  

0  

2/0  

4/0  

6/0  

8/0  

1  
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 در شده ارائه روش و پیشنهادي روش مطلق خطاي مقایسه ):2( جدول

,࢞) نقطه در )،20( معادله بالایی يشاخه به مربوط ]29[ مرجع ࢚) =

(૚.૜૟,૚) ࡸ ازاي به و =  ࣊ 

 2
ࡺ ، = ૛૛، ࢻ = ࢼ ،1 = ࢔ و 2 = ૠ૙.  

    روش پیشنهادي  ]29[روش 

 ࢘ࢋ࢖࢖࢛ࡱ  ]29[خطاي روش 
22,70  ࢘ 

36758/1  

01427/1  

1 - 10  ×60951/6  

1 - 10  ×07634/3  

2 - 10  ×56834/4  

1 - 10  ×99/3  

5 - 10  ×3  

3 - 10  ×11/2  

3 - 10 ×17/4  

3 - 10  ×25/6  

3 - 10  ×324/8  

2 - 10  ×039/1  

0  

2/0  

4/0  

6/0  

8/0  

1  

 خطاي مطلق و زمان انجام محاسبات بیشینه، شامل )5(جدول 
)CPUtime( دو برحسب ثانیه، مربوط به جـواب تقریبـی هـر 

ߚازاي ) به 20( معادلهو بالایی  پایینی شاخه = ߙ، 2 = 1، ܰ =

ܮو  18 = ــــان ߨ ــــايدر زم ݐ ه = ݐ و (ݏ)0.001 =  (ݏ)1
ازاي ) بـه 20باشد. با توجه به شرایط اولیه و مرزي معادله (می

ߚ = ߙ ،2 = ܽ و 0.5 = ܾ = ܿ = ݀ = کـد الگـوریتم شـبه 1
و خطاي حاصل از این ) 20محاسبه جواب شاخه پایینی معادله (

  نمایش داده شده است. )2( الگوریتمتقریب در 

 در )20( معادله تقریبی جواب به مربوط مطلق خطاي بیشینه ):3( جدول

࢚ لحظه = ૚ ࢼ ازاي به = 2، ࢘ = ૙. ૡ، ࢻ =  با برابر ࡺ متفاوت مقادیر و 1

  .18 و 16 ،10 ،8 ،4

 ࢘ࢋ࢝࢕࢒ࡱ ࡺ
 ࢘ࢋ࢖࢖࢛ࡱ  20

20  

4  9132/0  6152/0  

8  5830/0  3897/0  

10  4104/0  2740/0  

16  0513/0  0342/0  

18  0122/0  0081/0  

 در )20( معادله تقریبی جواب به مربوط مطلق خطاي بیشینه ):4( جدول

࢚ لحظه = ૙. ૚ ࢼ ازاي به = 2، ࢘ = ૙. ૡ، ࢻ =  برابر ࡺ متفاوت مقادیر و 1

  .18 و 16 ،10 ،8 ،4 با

 ࢘ࢋ࢝࢕࢒ࡱ ࡺ
 ࢘ࢋ࢖࢖࢛ࡱ  20

20  

4  0119188/0  3- 10  ×029/8  

8  0119077/0  3- 10  ×9596/7  

10  011876/0  3- 10  ×9308/7  

16  0117249/0  3- 10  ×8218/7  

18  0116581/0  3- 10  ×7761/7  

ࡸ، ازاي به 001/0 و 1 با برابر ࢚ هايزمان در )،20( معادله مطلق خطاي بیشینه و محاسبات نجاما زمان ):5( جدول = ࡺ ࣊ = ૚ૡ، ࢻ = ࢼ و 1 = 2.  

(s) 1t =                                             (s) 001/0t =  

CPUtime(s) ࢘ࢋ࢖࢖࢛ࡱ 
 ࢘ࢋ࢝࢕࢒ࡱ  20

20  CPUtime(s)  ࢘ࢋ࢖࢖࢛ࡱ 
 ࢘ࢋ࢝࢕࢒ࡱ  20

20  ࢘ 

14/1  

11/1  

12/1  

12/1  

11/1  

14/1  

5- 10  ×2/1  
3- 10  ×04/2  
3- 10  ×08/4  
3- 10  ×11/6  

3- 10  ×1/8  

0101/0  

0203/0  

0183/0  

0162/0  

0142/0  

0122/0  

0101/0  

14/1  

12/1  

11/1  

11/1  

16/1  

14/1  

9- 10  ×2/1  
7- 10  ×2  
7- 10  ×4  
7- 10  ×6  
7- 10  ×8  

7- 10  ×9/8  

6- 10  ×9/1  
6- 10  ×7/1  
6- 10  ×5/1  
6- 10  ×3/1  
6- 10  ×1/1  
6- 10  ×9/9  

0  

2/0  

4/0  

6/0  

8/0  

1  

 

    
  



 65   يکسر لیفرانسید لیو تبد یدو روش تفاضلات متناه بیبا استفاده از ترک يفاز یزمان يکسر گوردن–نیحل معادله کل/ يعامرعرب .م ،یصحرائ .ز 

 

 معادله پایینی يشاخه جواب محاسبه الگوریتم کدشبه ):2( الگوریتم

)20(  

1: Set uexact to (r - 1) ∗ (sin(x) + sin(t))  
2: Define n, h, m, x, t, α, r  
3: Initialize U  
4: for i = 0 to n do  
5:    U [i, 0] ← (r - 1) ∗ sin(x[i])  
6:    U [i, 1] ← 0  
7:    U [i, 2] ← (r − 1)  
8:    U [i, 3] ← 0  
9: end for  
10: for k = 0 to m do  
11: ܷ[0,݇] ← ݎ) − 1) ×
∑  ((ିଵ)ೞ ௄௥௢௡௘௞௘௥ ஽௘௟௧௔ [௞ ,(ଶ௦ାଵ)/ఈ) 

 (ଶ௦ାଵ)! 
ଵ଴଴଴ 
௦ୀ଴  

12: ܷ[݊,݇] ← ݎ) − 1) ×
∑  ((ିଵ)ೞ ௄௥௢௡௘௞௘௥ ஽௘௟௧௔ [௞ ,(ଶ௦ାଵ)/ఈ) 

 (ଶ௦ାଵ)! 
ଵ଴଴଴ 
௦ୀ଴  

13: end for  
14: for i = 1 to n - 1 do  
15:    for k = 0 to m do  
16:        intermediate1 ← Gamma [(α ∗ k) + 1] / Gamma 
[(α ∗ k) + 3]  
17:         intermediate2 ← (U [i - 1, k] − 2U [i, k] + U [i + 
1, k])/h2 – U [i, k] + 2 ∗ sin(x[i]) ∗ KronekerDelta[k]) 
18:           U [i, k + 4] ← intermediate1∗ intermediate2  
19:    end for  
20: end for  
21: Initialize uapproximate as an empty list  
22: Initialize uu as an empty list  
23: error ← 0  
24: for i = 1 to n - 1 do  
25:   S - Result ← 0  
26:   for k = 0 to m do  
27:       S - Result ← S-Result + U [i, k] ∗ ݐ  (ఈ∗௞) 
28:   end for  
29:   Append S-Result to uapproximate  
30:   Append uexact(x[i], t) to uu  
31:   Calculate the absolute value of uu[i]-uapproximate[i]  
32:   Append (abs (uu[i]-uapproximate[i])) to error  
33: end for  
34: Return uapproximate  
35: Return error 

گوردن کسري زمانی فازي با شـرایط  ـ معادله کلین . 6.2مثال 
 :]29[، ]4[اولیه و مرزي زیر را در نظر بگیرید 

௧ܦ
ఉ

 
௖ ,ݔ)෤ݒ ;ݐ −(ݎ

,ݔ)෤ݒ2߲  ;ݐ  (ݎ
2ݔ߲  + ,ݔ)෤ݒ ;ݐ (ݎ = 0, 

1 < ߚ ≤ 2 , 0 < ݔ < = , ܮ < ݐ < ܶ,  
(ݎ;0,ݔ)෤ݒ = 0,          
(ݎ;0,ݔ) ෤௧ݒ = ෨݇(ݎ) 0 ,ݔ ≤ ݔ ≤  ,ܮ
,෤(0ݒ ;ݐ (ݎ = 0,           
,ܮ) ෤ݒ ;ݐ (ݎ = ෨݇(ݎ)ܮ  ,(ݐ)݊݅ݏ
෨݇(ݎ) = ,(ݎ)݇ൣ ൧(ݎ)݇ = ቂݎ − 1 ,1−  .ቃݎ

)21(  
ــراي  ــه ب ــن معادل ــق ای ߚجــواب دقی = ــارت اســت از: 2 ، عب

,ݔ)෤ݒ (ݎ;ݐ = ෨݇(ݎ)ݔ این مثال با روش شرح داده  .]4[ (ݐ)݊݅ݏ
و  )3(، )2(هاي و شکل )6(شده، حل و نتایج حاصل در جدول 

، شامل خطاي مطلق حاصل )6(قابل مشاهده است. جدول  )4(
ߚ ازايبه  )،21( معادله لح از روش ترکیبی براي = 2، ݊ = 30، 

ܰ = در نقاط  1و  75/0، 5/0، 25/0، 0برابر با  ݎ و پارامتر 10
,ݔ)   1در طول بازه مکانی [ )8/0,  9/0) و (4/0,  4/0(با برابر  (ݐ

قابـل  )6(باشد. زمان انجام محاسبات نیـز در جـدول ] می0, 
ازاي ) به 21مشاهده است. همچنین نمودار جواب دقیق معادله (

ߚ = ازاي مقـادیر )، بـه 4/2,  1نقطـه (اب تقریبی در و جو 2
݊، 2و  8/1، 1/1برابر با  ߚ مختلف = ܮ، 30 = ݎ، 3 ∈ [0,1] 

ܰ و =   رسم شده است.  )2(در شکل  10

  
࢚ در )،21( معادله جواب نمودار :)2( شکل = ૚ مختلف مقادیر ازاي به 

ࡸ ،2 و 8/1 ،1/1 با برابر ࢼ = ૜ ࢔ و = ૜૙.  

) 21، نمودار (آ)، جواب تقریبی شاخه پایینی معادله ()3(شکل 
݊ ،2و  6/1، 1/1برابر بـا  ߚ ازاي مقادیر مختلفرا به  = 30، 
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ݎ = ݐ در لحظه 0.5 =  ] بـا0,  1[ انیـــو در طول بازه مک 1
ℎ = و نمودار (ب)، جواب تقریبی شـاخه پـایینی معادلـه  0.1

݊، 2و  6/1، 1/1برابر با  ߚازاي مقادیر مختلف ) را به 21( =

ݎ، 30 = ݐدر لحظه  0.5 =  ] با0,  1و در طول بازه مکانی [ 1
ℎ = ، نمـودار (آ)، )4(همچنـین در شـکل دهـد. نشان می 0.1

) را بـه 21جواب تقریبی هر دو شاخه پایینی و بالایی معادله (
ݎ، 2و  6/1، 1/1برابر با  ߚ ازاي مقادیر مختلف = ܮ ،0.2 = 2 ،

݅ = 6 ،݊ = ܰ و 30 = ] و 0,  5/1[ در طول بـازه زمـانی 10
)، 21شاخه پایینی و بالایی معادله ( تقریبینمودار (ب)، جواب 

݊ ،2و  6/1، 1/1برابــــر بــا  ߚازاي را بــه  = ݎ ،30 =  و 0.5
ܰ = ݐ  در لحظه 10 =   دهند.] نشان می0,  1در بازه مکانی [ 1

  
  (آ)

  
  (ب)

 لحظه در )،21( معادله پایینی شاخه تقریبی جواب نمودار (آ) ):3( شکل

࢚ = ૚، 2 و 6/1 ،1/1 با برابر ࢼ مختلف مقادیر ازاي به، ࢘ = ૙. ૞، ࡺ =

૚૙  ࢔ و = ૜૙ شاخه تقریبی جواب نمودار (ب):  ]0 , 1[ مکانی بازه در 

࢚ لحظه در )،21( معادله بالایی = ૚، با برابر ࢼ مختلف مقادیر ازاي به 

࢘ ،2 و 6/1 ،1/1 = ૙. ૞، ࡺ = ૚૙  ࢔ و = ૜૙ 0 , 1[ مکانی بازه در[.  

  
  (آ)

  
  (ب)

 مقادیر ازاي به )،21( معادله تقریبی جواب نمودار (آ) ):4( شکل

࢘ ،2 و 6/1 ،1/1 با برابر ࢼ مختلف = ૙. ૛، ࡺ = ૚૙  ࢔ و = ૜૙ بازه در 

࢚ لحظه در )،21( معادله تقریبی جواب نمودار (ب): ]0 , 5/1[ مکانی = ૚، 
࢘ ،2 و 6/1 ،1/1 با برابر ࢼ مختلف مقادیر ازاي به = ૙. ૞ ࢔ و = ૜૙ در 

   ].0 , 1[ مکانی بازه

گوردن کسري زمانی فازي (غیرخطی) با -معادله کلین .6.3مثال 
   :]29[شرایط اولیه و مرزي زیر را در نظر بگیرید 

௧ܦ
ఉ

 
௖ ,ݔ)෤ݒ ;ݐ (ݎ =

,ݔ)෤ݒ2߲   (ݎ;ݐ
2ݔ߲  + ቆ

,ݔ)෤ݒ߲  ;ݐ  (ݎ
 ݔ߲ 

ቇ
2

− ,ݔ)෤2ݒ ;ݐ   ,(ݎ

1 < ߚ ≤ 2, 0 ≤ ݔ ≤ ,ܮ ݐ > 0, 
(ݎ;0,ݔ)෤ݒ = (ݎ;0,ݔ) ෤௧ݒ,0 = ෨݇(ݎ) ݁௫ ,0 ≤ ݔ ≤  ܮ

,෤(0ݒ ;ݐ (ݎ = ෨݇(ݎ) ݊݅ݏ ℎ(ݐ) ,ܮ)෤ݒ, ;ݐ (ݎ
= ෨݇(ݎ)(݁௅ ݊݅ݏ ℎ(ݐ)),       

)22(  
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  که 

෨݇(ݎ) = ,(ݎ)݇ൣ ൧(ݎ)݇ = ቂݎ − 1 ,1−  .ቃݎ

ߚجواب دقیق این معادلـه بـراي  = سـت از: ا ، عبـارت2
,ݔ)෤ݒ (ݎ;ݐ = ෨݇(ݎ)(݁௫ ݊݅ݏ ℎ(ݐ)) ]29[. 

کارگیري روش معرفی شده براي حل معادلـه نتایج حاصل از ب
 قابل مشاهده است. )6(و  )5(هاي و شکل )7() در جدول 22(

، خطاي مطلق حاصل از روش ترکیبی را براي حل )7(جدول 
ߚازاي )، به 22معادله ( = 2، ݊ = 25، ܰ = ، 0برابر با  ݎ و 10

,ݔ)، در نقاط 1و  75/0، 5/0، 25/0 ) و 5/0,  5/0(برابر بـا  (ݐ
و زمان انجام محاسبات ] 0,  1) در طول بازه مکانی [8/0,  2/0(

، نمودارهـاي (آ) و )5(دهـد. شـکل را برحسب ثانیه نشان می

(ب)، به ترتیب، نمودار جواب تقریبی شاخه پـایینی و بـالایی 
ݎ، 2 و 6/1، 2/1برابر با  ߚ ازاي مقادیر)، به 22معادله ( = و  0.5
݊ = ݐ، در 25 = باشـند. مـی] 0,  1طول بـازه مکـانی [ ، در1

دو شـاخه )، نمودار (آ)، جواب تقریبـی هـر 6(همچنین شکل 
 6/1، 2/1برابر با  ߚازاي مقادیر )، به 22پایینی و بالایی معادله (

ݎ، 2و  = ݊و  0.5 = ] را نشان 0,  1، در طول بازه مکانی [25
) و 22دهد و نمودار (ب)، نمـودار جـواب دقیـق معادلـه (می

و  6/1، 2/1با برابر  ߚ ازاي مقادیر مختلفتقریبی را به جواب 
ݎ ،2 ∈ [0,1] ،ℎ = ܮ، 0.1 = ݊و  1 = ــه ( 25 )، 1,  1در نقط

  دهد.می نمایش

,࢞))4/0 , 4/0( نقاط در )،21( معادله به مربوط پیشنهادي روش مطلق خطاي ):6( جدول ࢚) ,࢞))8/0 , 9/0( و  = ࢚) ࡸ ازاي به  = = ૚، ࢼ = ૛، ࡺ = ૚૙ 

࢔ و = ૜૙.  
9/0t =   ,8/0x =                                        4/0t =   ,4/0x =  

CPUtime(s) ࢘ࢋ࢖࢖࢛ࡱ 
 ࢘ࢋ࢝࢕࢒ࡱ  20

20  CPUtime(s)  ࢘ࢋ࢖࢖࢛ࡱ 
 ࢘ࢋ࢝࢕࢒ࡱ  20

20  ࢘ 

87/0  

89/0  

89/0  

87/0  

89/0  

3- 10  ×8/3  
3- 10  ×8/2  
3- 10  ×9/1  
34- 10  ×6/9  

0000/0  

3- 10  ×8/3  
3- 10  ×8/2  
3- 10  ×9/1  
3- 10  ×6/9  

0000/0  

89/0  

89/0  

89/0  

89/0  

91/0  

5- 10  ×4/3  
5- 10  ×5/2  
5- 10  ×7/1  
5- 10  ×5/8  

0000/0  

5- 10  ×4/3  
5- 10  ×5/2  
5- 10  ×7/1  
6- 10  ×5/8  

0000/0  

0  

25/0  

5/0  

75/0  

1  

,࢞))5/0 , 5/0( نقاط براي )22( معادله به مربوط پیشنهادي روش خطاي ):7( جدول ࢚) ,࢞))8/0 , 2/0( و  = ࢚) ࡸ ازاي به  = = ૚، ࡺ = ૚૙  ࢼ و = 2.  

2/0t =   ,8/0x =                                       5/0t =   ,5/0x =  

CPUtime(s) ࢘ࢋ࢖࢖࢛ࡱ 
 ࢘ࢋ࢝࢕࢒ࡱ  10,25

10,25  CPUtime(s)  ࢘ࢋ࢖࢖࢛ࡱ 
10,25  ࢘ࢋ࢝࢕࢒ࡱ 

10,25  ࢘ 

39/1  

40/1  

42/1  

40/1  

42/1  

3- 10  ×9/2  
3- 10  ×2/2  
3- 10  ×4/1  
4- 10  ×4/7  

0000/0  

3- 10  ×9/2  
3- 10  ×2/2  
3- 10  ×4/1  
4- 10  ×4/7  

0000/0  

42/1  

42/1  

42/1  

44/1  

44/1  

2- 10  ×4/3  
2- 10  ×6/2  
2- 10  ×7/1  
3- 10  ×6/8  

0000/0  

2- 10  ×4/3  
2- 10  ×6/2  
2- 10  ×7/1  
3- 10  ×6/8  

0000/0  

0  

25/0  

5/0  

75/0  

1  
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  (آ)

  
  (ب)

 در )،22( معادله پایینی شاخه تقریبی جواب نمودار (آ) ):5( شکل

࢚ لحظه = ૚، 2 و 6/1 ،2/1 با برابر ࢼ مختلف مقادیر ازاي به، ࢘ = ૙. ૞ و 
࢔ = ૛૞ شاخه تقریبی جواب نمودار (ب): و  ]0 , 1[ مکانی بازه طول در 

࢘ ،2 و 6/1 ،2/1 با برابر ࢼ مختلف مقادیر ازايبه )،22( معادله بالایی =

૙. ૞ ࢔ و = ૛૞ 0 , 1[ مکانی بازه طول در[.  

  گیرينتیجه. 7
 ریاضی در پرکاربرد معادلات از یکی فازي، گوردن-معادله کلین

نسـیل بـا مشـتقات معادلات دیفرا سایر همانند. است فیزیک ـ
شـود، خطی بودن این معادله نیز سبب میجزئی غیرخطی، غیر

ن جواب تحلیلی آن سخت یا حتی غیـرممکن باشـد. لـذا یافت
دست آوردن تقریبی از جواب ه هاي عددي براي بساختن روش

اساس  ت. در این مقاله، روشی ترکیبی برمعادله داراي اهمیت اس
وش تفاضلات متناهی و تبدیل دیفرانسیل کسري براي حل دو ر

  .عددي معادله مذکور معرفی و استفاده شد
  

  
  (آ)

  
  (ب)

࢚ لحظـه در )،22( معادله تقریبی جواب نمودار (آ) ):6( شکل = ૚، به 

࢘ ،2 و 6/1 ،2/1 با برابر ࢼ مختلف مقادیر ازاي = ૙. ૞ ࢔ و = ૛૞ طول در 

 نقطــه در )،22( معادله تقریبی جواب نمودار (ب): و ]0 , 1[ مکانی بازه

࢘ ،2 و 6/1 ،2/1 با برابر ࢼ لفــمخت مقادیر ازاي به )،1 , 1( ∈  و [0,1]
࢔ = ૛૞.  

 ی براي خطاي جواب حاصـل از روش بـههمچنین، کران بالای
سازي به سادگی قابل پیادهدست آمد. الگوریتم روش پیشنهادي 

دهد دقت و زي عددي نشان میساشبیه است و نتایج حاصل از
بودن زمان اجراي  کارایی روش قابل توجه است. همچنین پایین

لحـاظ شـود. تواند به عنوان نقطه قوت روش محاسبات نیز می
-هاي موجود بـراي حـل معادلـه کلـینمقایسه روش با روش

نشان داد، این روش از دقت قابل قبولی برخوردار  فازي گوردن
ت بـا مشـتقات جزئـی، روش تبـدیل معـادلا است. براي حل

فاده است؛ ولی در ایـن مقالـه، دیفرانسیل دوبعدي نیز قابل است
سـازي بـا نیمه گسستهکه ذکر شد، با استفاده تکنیک ه گوننهما

حل دستگاه معادلات دیفرانسیل معمولی مواجهیم که براي حل 
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شود. مزیت فرانسیل کسري یک بعدي استفاده میآن از تبدیل دی
ز روش تر الگوریتم نسبت به استفاده اسادهسازي کار، پیادهاین 

باشد، ولی از طرفی با وارد کردن تبدیل دیفرانسیل دوبعدي می
ــلا ــروش تفاض ــی مت ــاهی، روش ترکیب ــاي ات متن ثر از خط

کردن ناشـی از طـول گـام خیلـی  سازي و خطاي گردگسسته
کوچک خواهد بود. از دیگر نقاط ضعف این روش، این است 

ولا کوچک است همگرایی روش تبدیل دیفرانسیل معم دامنهکه 
هـاي بـزرگ، دقـت براي زمانشود که و این موضوع سبب می

خیلی خوبی حاصل نشود. براي ادامه کار درصـدد هسـتیم در 
تفاضلات  هايآزمودن فرمولصورت امکان، این مشکلات را با 

قات هاي فشـرده) بـراي تقریـب مشـتمتناهی مرتبه بالا (روش

 ]36[، ]35[ سـازيهـاي بهینـهو اسـتفاده از روش ]34[مکانی 
روش مورد استفاده در این مقاله، با در نظر گرفتن  .برطرف کنیم

تمام معایب و مزایایش براي حل عددي بسـیاري از معـادلات 
خطی) قات جزئی کسري (اعم از خطی و غیردیفرانسیل با مشت

سی مکانیک برق، مهندکه از مسائل مربوط به فیزیک، مهندسی 
  .قابل استفاده است ،شوندو مهندسی شیمی ناشی می

  

کنند که هیچ تعارض منـافعی تعارض منافع: نویسندگان اعلام می
   ندارند.
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