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کور، شود. روش مذفازی ارائه می زمانی کسری گوردن ـ در این مقاله یک روش ترکیبی برای حل معادله دیفرانسیل کلین :چكيده

ازی، ابتدا سهای تبدیل دیفرانسیل و تفاضلات متناهی است، به این ترتیب که با استفاده از تکنیک نیمه گسستهترکیب روشمبتنی بر 

ستفاده از روش سپس با ا شود،می تبدیل کسری معمولی دیفرانسیل معادلات دستگاه یک به گوردن ـ شاخه پایینی معادله فازی کلین

، با آید. در نهایتدست میشود و جواب شاخه پایینی بهحل میمعادلات دیفرانسیل حاصل تبدیل دیفرانسیل کسری، دستگاه 

کسری  گوردن ـ کارگیری این روند برای شاخه بالایی معادله، جواب تقریبی شاخه بالایی و به دنبال آن، جواب تقریبی معادله کلینبه

شود که این ایده، برای حل های عددی، نشان داده میو با ارائه مثال گیردآید. همگرایی روش مورد بررسی قرار میدست میفازی به

 دهد، هزینه محاسباتی آنمعادله فازی کسری از کارایی و دقت قابل قبولی برخوردار است. همچنین زمان اجرای محاسبات نشان می

 .پایین است

 .تفاضلات متناهی، همگرایی روش كسري، دیفرانسيل تبدیل روش فازي، كسري گوردن ـ معادله كلينهاي كليدي: واژه
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Solving the fuzzy time-fractional Klein-

Gordon equation using the finite difference 

and differential transform methods 
Zahra Sahraee 1, PhD student, Maryam Arabameri 2*, Associate Professor 

1 Dept. Mathematics, University of Sistan and Baluchestan, Zahedan, Iran, zahrasahraye@pgs.usb.ac.ir 

2 Dept. Mathematics, University of Sistan and Baluchestan, Zahedan, Iran, arabameri@math.usb.ac.ir 

 Abstract: In this paper, a hybrid method is presented to solve the fuzzy time-fractional Klein-Gordon equation. This 

method is a combination of finite difference and fractional differential transform methods. In this way, using the 

semi-discretization technique, the lower branch of the fuzzy Klein-Gordon equation is converted to a system of 

ordinary differential equations. Then, the obtained system of differential equations is solved by the fractional 

differential transform method, and the solution of the lower branch is obtained. Finally, by using the same procedure 

for the upper branch, the approximate solution of the upper branch, and the approximate solution of the fuzzy 

fractional Klein-Gordon equation is obtained. The convergence is examined, also, the efficiency and accuracy of this 

method are approved by solving some examples using the proposed method. Also, the CPU time shows the 

computational cost of this algorithm is low. 

 

Keywords: Fuzzy fractional Klein-Gordon equation; Fractional differential transform method; Finite difference 

method; Approximate solution; Convergence. 
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 مقدمه . 1

برای های فازی ابزاری مناسب از آنجا که نظریه مجموعه

 در نتیجه، مفاهیم سازی مسائل با عدم قطعیت است؛مدل

کار ی طبیعی مختلفی بههاسازی پدیدهفازی برای مدل

 .]3، 2، 1[اندهگرفته شد

فازی، یک مدل پرکاربرد در  معادلات دیفرانسیل

های مختلف علمی است، به عنوان مثال مسائل زمینه

جمعیت، الکتروهیدرولیک، ارزیابی سیستم سلاح و 

دیفرانسیل فازی مهندسی عمران توسط معادلات 

شوند. به همین دلیل است که مفهوم مشتق سازی میمدل

کسری فازی نیز در محاسبات فازی، مفهومی مهم و 

های از پژوهشهایی در ادامه، نمونه[. 4کاربردی است ]

ت دیفرانسیل کسری فازی معرفی مرتبط با معادلا

 .باشدشوند که نشانه اهمیت موضوع میمی

و همکارانش به اثبات نتایج و  1، ارشد2111در سال  

قضایایی در مورد وجود و منحصر بفردی جواب 

 ای از معادلاتدلات دیفرانسیل کسری فازی و دستهمعا

[. 6، 5فازی پرداختند ]ولیه دیفرانسیل کسری با شرایط ا

و  3و همکارانش با روش تاو 2احمدیان، 2113در سال 

های ژاکوبی، معادله دیفرانسیل یاجملهچند استفاده از 

                                                           
1 Arshad 
2 Ahmadian 
3 Tau 
4 Khodadadi 
5 Çelik 
6 Riemann-Liouville 
7 Takaci 
8 Rivaz 

کسری فازی را به یک دستگاه معادلات جبری تبدیل 

 یل کسری فازی را با دقتیکردند و جواب معادله دیفرانس

و  4، خدادادی2113در سال [. 7دست آوردند ]بالا به

، معادلات دیفرانسیل کسری با شرایط اولیه فازی 5سلیک

در همان سال، [. 8را با روش تکرار وردشی حل کردند ]

ارشد، به بررسی وجود جواب معادلات دیفرانسیل 

 ـ کسری فازی پرداخت که در آن مشتق از نوع ریمان

و همکارانش  7تاکاچی ،2114در سال [. 9بود ] 6لیوویل

معادلات دیفرانسیل کسری فازی با ضرایب فازی را مورد 

بررسی قرار دادند که با توجه به تعریف مشتقات فازی، 

دست آوردند و جبری فازی به دستگاه معادلات

در سال [. 11های تقریبی معادلات را ارائه کردند ]جواب

همکارانش روشی مبتنی بر روش تبدیل و  8ریواز، 2116

دیفرانسیل تعمیم یافته ارائه کردند و به حل معادلات 

، 2117در سال [. 11دیفرانسیل کسری فازی پرداختند ]

نیز جواب معادله دیفرانسیل کسری  11و احمد 9رحمان

فازی  11فازی خطی را با استفاده از تبدیل سومودوی

و  12در همان سال توماسیلو[. 12دست آوردند ]به

 14استفاده از روش تکراری پیکاردبا  13دیاز ـ ماسیاس

در [. 13معادلات دیفرانسیل کسری فازی را حل کردند ]

استفاده از روش  و همکارانش با 15الارود، 2118سال 

9 Rahman 
10 Ahmad 
11 Sumudu 
12 Tomasiello 
13 Macías-Díaz 
14 Picard 
15 Alaroud 
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ای خاص از معادلات دیفرانسیل سری توانی، دسته

بود؛ را حل  16کسری فازی که مشتق در آن از نوع کاپوتو

و همکارانش به حل  17در همان سال، حریر[. 14کردند ]

[. 15] پرداختند کسری مکان ـ معادله تلگراف فازی زمان

و همکارانش قضیه مقدار میانگین  18آرمند، 2119در سال 

ق های مشتکسری فازی را برای انتگرال و برخی ویژگی

تعمیم یافته کاپوتو اثبات کردند و با  19هوکوهارای

ه فازی را یافتاستفاده از آن توانستند سری تیلور تعمیم 

 21شاه، 2121در سال [. 16برای توابع فازی ارائه دهند ]

و همکارانش جواب تحلیلی برخی معادلات دیفرانسیل 

فازی جزئی کسری خطی را با شرایط خاص، بررسی 

کردند؛ که این کار به کمک تبدیلات لاپلاس انجام شده 

ی جدید موسوم به مشتق در همان سال، تعریف[. 17است ]

ا مانند هپذیر فازی ارائه شد و تمام ویژگیتطبیق کسری

وجود و منحصربفردی جواب معادلات دیفرانسیل 

[. 18پذیر فازی مورد بررسی قرار گرفت ]کسری تطبیق

و همکارانش روش  21همچنین در همان سال، علیجانی

محلی اسپلاین را برای دستگاه معادلات دیفرانسیل هم

و مشتق هوکوهارای  کسری فازی با مشتق هوکوهارا

، 2121در سال [. 19تعمیم یافته مورد بررسی قرار دادند ]

 23و همکارانش با تعمیم روش مستقیم لیاپانوف 22المفادل

از حالت معمولی فازی به حالت کسری فازی، به نتایج 

                                                           
16 Caputo 
17 Harir 
18 Armand 
19 Hukuhara 
20 Shah 
21 Alijani 

جواب معادلات جدیدی در خصوص پایداری 

در سال [. 21خطی دست یافتند ]دیفرانسیل کسری غیر

و همکارانش دستگاه معادلات دیفرانسیل  24الحق، 2122

کسری فازی را با روش تبدیل دیفرانسیل کسری حل 

 [.21] کردند

 ـ هدف این مقاله، ارائه روشی برای حل معادله کلین

 حالت گوردن ـ معادله کلین. است فازی کسری گوردن

ومی با کوانتنسبیتی معادله شرودینگر است و برای ذرات 

دان عادله به اسم دو فیزیکاین م .رودکار میاسپین صفر به

[. 22نامگذاری شده است ] 26و گوردن 25های کلینبه نام

 فیزیکی، مسائل در مهمی نقش گوردن ـ کلین تمعادلا

یدان م نظریه پلاسما، سینماتیک ریاضی، شناسیزیست

های کشف پدیدهکوانتومی و اپتیک غیرخطی دارند که 

ی ها و رفتار ذرات بنیادکریستالجایی متعددی مانند جابه

 [.4] از کاربردهای مهم این معادلات است

 قطعی کسری مرتبه گوردن ـ فرم کلی معادله کلین

 [:23] باشدمی زیر صورتبه

𝐷𝑡
𝛽

 
𝑐 𝑣(𝑥, 𝑡)

= 𝐹 (𝑥, 𝑡, 𝑣(𝑥, 𝑡),
 𝜕𝑣(𝑥, 𝑡) 

 𝜕𝑥 
,
 𝜕

2
𝑣(𝑥, 𝑡) 

 𝜕𝑥
 2

), 

1 < 𝛽 ≤ 2 , 1 < 𝑥 < 𝐿 , 1 < 𝑡 < 𝑇, 

22 El Mfadel 
23 Lyapunov 
24 Ul Haq 
25 Klein 
26 Gordon 
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صورت زیر در نظر گرفته نیز بهشرایط اولیه و مرزی 

 :شوندمی

𝑣 (𝑥,1) = 𝑓 1(𝑥), 𝑣𝑡(𝑥,1)=𝑓 2(𝑥),1 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿,  

 و

𝑣 (1, 𝑡) = 𝑔 1 (𝑡), 𝑣(𝐿, 𝑡) = 𝑔 2(𝑡),1 ≤ 𝑡

≤ 𝑇.  

 کسری گوردن ـ معادله دیفرانسیل کلین ،2111در سال 

و همکارانش با استفاده از  27گلمانخانه توسط غیرخطی

 ،2113در سال [. 24روش اغتشاش هموتوپی حل شد ]

 ـ نهمین روش به حل معادله کلی با 29و محمد 28گبریل

در [. 25] پرداختند کسری مکان ـ زمان غیرخطی گوردن

و همکارانش روشی موسوم به  31حسینی، 2117 سال

 ـ اصلاح شده را برای حل معادلات کلین 31کوریاشوف

در سال [. 26] بردند کاربه پذیرتطبیق کسری گوردن

یتمی عددی و همکارانش به وسیله الگور 32سینگ 2119

های عملیاتی توابع مقیاس که اساس کار آن ماتریس

 گوردن ـ لژاندر بود؛ به جواب تقریبی معادلات کلین

و  33، گنجی2121در سال [. 27] یافتند دست کسری

های عملیاتی به حل ماتریسهمکارانش نیز، به وسیله 

 [.28] پرداختند زمانی کسری گوردن ـ معادله کلین

                                                           
27 Golmankhaneh 
28 Gepreel 
29 Mohamed 
30 Hosseini 

 کسری گوردن ـ در این مقاله، حالت فازی معادله کلین

 :شودمی گرفته نظر در زیر صورتبه زمانی

𝐷𝑡
𝛽

 
𝑐 �̃�(𝑥, 𝑡; 𝑟) + 𝑎

 𝜕
2
�̃�(𝑥, 𝑡; 𝑟) 

 𝜕𝑥
 2

+ 𝑏 (
 𝜕�̃�(𝑥, 𝑡; 𝑟) 

 𝜕𝑥 
)

 2

+ 𝑐�̃�
2
(𝑥, 𝑡; 𝑟) + 𝑑�̃�

2
(𝑥, 𝑡; 𝑟)

= �̃�(𝑟)ℎ(𝑥, 𝑡), 

1 < 𝛽 ≤ 2 , 1 < 𝑥 < 𝐿 , 1 < 𝑡 < 𝑇,        (1.1) 

صورت زیر در نظر گرفته نیز بهشرایط اولیه و مرزی 

 :شوندمی

�̃� (𝑥,1; 𝑟) = �̃�(𝑟) 𝑓 1 (𝑥),            

�̃�𝑡 (𝑥,1; 𝑟) = �̃�(𝑟)𝑓 2 (𝑥), 1 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿,               

�̃� (1, 𝑡; 𝑟) = �̃�(𝑟) 𝑔 1 (𝑡),            

�̃� (𝐿, 𝑡; 𝑟) = �̃�(𝑟)𝑔 2 (𝑡), 1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇, 

,�̃� (𝐿طوری که هب 𝑡; 𝑟) تغییر موقعیت موج را در مکان 

 x و زمان t دهد، نمایش میa ،b، c و d  اعداد ثابت و

1f ،2f ،1g ،2g و h  1توابعی معلوم هستند. توابعf  2وf  به

 شوند،و سرعت موج نامیده می ترتیب تاب

�̃�
2
(𝑥, 𝑡; 𝑟) ،نیروی غیرخطی �̃�

 
(𝑥, 𝑡; 𝑟)  تابعی

�̃�(𝑟) مقدار وفازی  = [𝑘(𝑟), 𝑘(𝑟)]  عددی فازی

31 Kudryashov 
32 Singh 
33 Ganji 

SC
J 
Acc

ep
te

d



𝐷𝑡باشد. همچنین می
𝛽

 
𝑐 �̃�(𝑥, 𝑡; 𝑟) مشتق کسری ،

 .باشدمی β از مرتبه t نسبت به کاپوتو

 فازی زمانی کسری گوردن ـ معادله کلین ،2122در سال 

و همکارانش حل  34الشماری توسط تحلیلینیمه روشی با

و  35نیکام ،2123همچنین در سال [. 4شده است ]

 ـ همکارانش به حل این معادله با روش تجزیه لاپلاس

 [.29] فازی پرداختند 36آدومیان

و اساس دظر در این مقاله، روشی ترکیبی برنروش مورد

 روش تفاضلات متناهی و تبدیل دیفرانسیل کسری است؛

کانی سازی مشتقات مبه این ترتیب که ابتدا با گسسته

دیفرانسیل با مشتقات جزئی به موجود در معادله، معادله 

یک دستگاه معادلات دیفرانسیل معمولی تبدیل و دستگاه 

حاصل با استفاده از روش تبدیل دیفرانسیل کسری حل 

شود. روش تفاضلات متناهی، روشی شناخته شده و می

اشد. برای تقریب مشتقات مراتب مختلف میپراستفاده ب

به آن، محاسدیفرانسیل، که اساس  همچنین روش تبدیل

ضرایب بسط تیلور جواب مسئله بدون استفاده از 

مشتقات مراتب مختلف تابع است، برای اولین بار توسط 

برای حل معادلات دیفرانسیل مقدار  1986در سال  37ژو

اولیه معرفی شد. پس از آن برای حل مسائل مقدار مرزی، 

معادلات انتگرال، حسابان تغییرات و کنترل بهینه مورد 

 اخیرهای ار گرفت. به ویژه این روش در دههفاده قراست

تار ه رفهای فیزیکی کبرای تحلیل بسیاری از پدیده

                                                           
34 Alshammari 
35 Nikam 
36 Laplace-Adomian 

همچنین [. 31] کار رفته استتصادفی و کسری دارند، به

روش تبدیل دیفرانسیل کسری برای حل معادلات 

 [.31] دیفرانسیل کسری توسعه داده شده است

 .شده است ی مقاله به شکل زیر تنظیمادامه

تعاریف و ، 3 مفاهیم فازی و در بخش، 2 در بخش

 ش تبدیل دیفرانسیل کسریقضایای مورد استفاده در رو

روش ترکیبی موردنظر معرفی  ، 4شود. در بخش ارائه می

 فازی گوردن ـ اساس آن فرآیند حل معادله کلینو بر

همگرایی  ،5 بخش در. شودمی طراحی زمانی کسری

 ،6شود. همچنین در بخش روش پیشنهادی بررسی می

 فازی گوردن ـ نتایج عددی حاصل از حل معادله کلین

ئه رابا روش ترکیبی در قالب جداول و نمودارها ا کسری

گیری به بحث و نتیجه ،7شود. در نهایت در بخش می

 .شودپرداخته می

 هاي فازي تعاریف و مفاهيم مجموعه. 2

در  x مجموعه مرجع با اعضای X اگر[ 15] .2.1تعریف 

توسط زوج  X در A ی فازینظر گرفته شود، مجموعه

 :شودهایی به شکل زیر بیان میمرتب

𝐴 = {(𝑥, 𝜇𝐴 (𝑥))| 𝑥 ∈ 𝑋}, 𝜇𝐴 (𝑥):ℝ → [1,1], 

𝜇𝐴 (𝑥) ی مجموعه عضویت درجه یا عضویت  تابع

ن تعلق به این مجموعه شود که میزانامیده می  A فازی

37 Zhou 
 

SC
J 
Acc

ep
te

d



 یکه برد این تابع، مجموعه صورتی ردهد. دمی را نشان

 .شودشد، همان مجموعه معمولی نتیجه میبا{ 1،1}

 فضای اعداد فازی[ فرض کنید] [15] .2.2تعریف 

 𝐸 = {�̃�|�̃� ∶ ℝ → مجموعه تمام  {[1,1]

باشد که در خواص زیر صدق  X های فازیزیرمجموعه

 :کند

�̃� ازای هربه (1) ∈ 𝐸 ،�̃� نرمال باشد، یعنی 

∃𝑥 1 ∈ ℝ ∋ �̃� (𝑥1) = 1, 

�̃� هرازای به (2) ∈ 𝐸 ،�̃� ک مجموعه فازی ی

,𝑥 ازای هرمحدب باشد یعنی به 𝑦 ∈ ℝ  و هر

𝜆 ∈  رابطه زیر برقرار باشد: [1,1]

�̃� (𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑦)

≥ min{�̃�(𝑥), �̃�(𝑦)}, 
(3) �̃� هربرای  پیوسته بالایی باشد یعنیهنیم   

𝑥1 ∈ ℝ ،�̃� (𝑥1) ≥ lim
 𝑥→𝑥

1
± 
�̃�(𝑥). 

𝑥}مجموعه  (4) ∈ ℝ ∶  �̃�(𝑥) > ، فشرده {1

 .باشد

�̃�، فضای اعداد فازی و هر Eآنگاه  ∈ 𝐸 عدد ،

 شود.فازی نامیده می

[ ]عدد فازی[ یک عدد فازی دلخواه 15] .2.3تعریف 

�̃�[𝑟] به وسیله یک زوج مرتب از توابع 

[𝑎(𝑟), 𝑎(𝑟)],1 ≤ 𝑟 ≤ شود که در معرفی می 1

 شرایط زیر صدق کنند:

(1) 𝑎(𝑟)  از  )1,1[تابع کراندار، نانزولی، در بازه

از راست پیوسته   = 1xو در  هچپ پیوست

 باشد.می

(2)  𝑎(𝑟)  1,1[تابع کراندار، ناصعودی، در بازه( 

از راست پیوسته   = 1xو در  هاز چپ پیوست

 باشد.می

𝑎(𝑟)ازای هر به  (3) ≤ 𝑎(𝑟) , 1 ≤ 𝑟 ≤ 1. 

[ عملگرهای جبری جمع، تفاضل و 15] .2.4تعریف 

�̃�[𝑟]ضرب اسکالر، برای اعداد فازی دلخواه  =

[𝑎(𝑟),  𝑎(𝑟)]  و�̃�[𝑟] = [𝑏(𝑟) , 𝑏(𝑟)]  و

 شوند:صورت زیر تعریف میبه cاسکالر دلخواه 

 جمع: 

(�̃� + �̃�) = [𝑎(𝑟) + 𝑏(𝑟), 𝑎(𝑟) + 𝑏(𝑟)]. 

 تفاضل:

(�̃� − �̃�) = [𝑎(𝑟) − 𝑏(𝑟),  𝑎(𝑟) − 𝑏(𝑟)]. 

 ضرب اسکالر:

𝑐�̃�[𝑟] = { 
[𝑐𝑎(𝑟), 𝑐𝑎(𝑟)]  , 𝑐 ≥  1,

[𝑐𝑎(𝑟), 𝑐𝑎(𝑟)] , 𝑐 <  1.  
 

 برای دو عدد فازی دلخواه [ 15]  .2.5تعریف 

 �̃�[𝑟] = [𝑎(𝑟), 𝑎(𝑟)] و 
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 �̃�[𝑟] = [𝑏(𝑟), 𝑏(𝑟)] ، 

�̃� = �̃�  اگر و فقط اگر𝑎(𝑟) = 𝑏(𝑟)  و𝑎(𝑟) =

𝑏(𝑟). 

[ مشتق کسری کاپوتوی تابع پیوسته 15] .2.6تعریف 

v(x)  از مرتبه𝛽 1، کهx >  صورت زیر تعریف به

 شود:می

𝐷𝑥 
𝛽 

 
𝑐 𝑣(𝑥)

=

{
 
 

 
  1 

 Γ(𝑚 − 𝛽) 
∫ (𝑥 − 𝜏)

𝑚−𝛽− 1
𝑣(𝑚) (𝜏)𝑑𝜏

𝑥 

 1
, 𝑚 − 1 < 𝛽 < 𝑚 ∈ ℕ,

 𝑑𝑚 

 𝑑𝑥𝑚 
𝑣(𝑥),                                                                     𝛽 = 𝑚 ∈ ℕ.

 

 فرض کنید[ 15] .2.7تعریف  

 �̃� ∈ 𝐶 ((0, 𝑎), 𝐸) ∩ 𝐿 یک تابع فازی  (0,1) 1

𝑟مقدار باشد و برای هر  ∈ [0,1]، 

 [�̃�(𝑥)]𝑟 = [ 𝑣(𝑥; 𝑟), 𝑣(𝑥; 𝑟)] آنگاه برای ،

𝑥 1 ∈ (1, 𝑎)  1و < 𝛽 < 2. 

پذیر باشد، آنگاه کاپوتو مشتق ـ �̃�( ،1) اگر (1)

𝑣(𝑥; 𝑟) و 𝑣(𝑥; 𝑟) پذیرند و کاپوتو مشتق 

[ 𝐷 
𝑐
𝑥 
𝛽 
�̃� (𝑥1)]

𝑟 

= [ 𝐷 
𝑐
𝑥 
𝛽 
𝑣 (𝑥1 ; 𝑟) , 𝐷 

𝑐
𝑥 
𝛽 
𝑣 (𝑥1 ; 𝑟)], 

پذیر باشد، آنگاه کاپوتو مشتق ـ �̃�( ،2) اگر (2)

𝑣(𝑥; 𝑟) و 𝑣(𝑥; 𝑟) پذیرند و کاپوتو مشتق 

[ 𝐷 
𝑐
𝑥 
𝛽 
�̃� (𝑥1)]

𝑟 

= [ 𝐷 
𝑐
𝑥 
𝛽 
𝑣 (𝑥1 ; 𝑟) , 𝐷 

𝑐
𝑥 
𝛽 
𝑣 (𝑥1 ; 𝑟)], 

 که در آن

𝐷 
𝑐
𝑥 
𝛽 
𝑣 (𝑥1 ; 𝑟) = [

  1

 Γ(𝑚 − 𝛽) 
∫ (𝑥
𝑥 

1 

− 𝜏)
𝑚−𝛽− 1 

𝑣(𝑚) (𝜏; 𝑟)𝑑𝜏]

𝑥=𝑥1 

, 

𝑚 − 1 < 𝛽 < 𝑚 ∈ ℕ, 

𝐷 
𝑐
𝑥 
𝛽 
𝑣 (𝑥1 ; 𝑟)

= [
  1

 Γ(𝑚 − 𝛽) 
∫ (𝑥
𝑥 

 1

− 𝜏)
𝑚−𝛽− 1

𝑣
(𝑚) 

(𝜏; 𝑟)𝑑𝜏]

𝑥=𝑥1 

, 

𝑚 − 1 < 𝛽 < 𝑚 ∈ ℕ. 

 . تبدیل دیفرانسيل كسري3

ریف و تع در این بخش، مفهوم تبدیل دیفرانسیل کسری

 شود.قضایای مربوط به آن ارائه می

ام  k-[ تبدیل دیفرانسیل کسری مرتبه 31] . 3.1 تعریف

 شود:صورت زیر تعریف میبه u(t)تابع 

𝑈𝛼 (𝑘)

=
  1

 Γ (𝑘𝛼 + 1) 
[( 𝐷𝑡

𝛼
 
𝑐 )𝑘 𝑢(𝑡)]𝑡=𝑡 1 

, 
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1 < 𝛼 ≤ 1, ( 𝐷𝑡𝛼 
𝑐 )𝑘 = 𝐷𝑡

𝛼
 
𝑐 … 𝐷𝑡

𝛼
 
𝑐⏟      

 𝑘−مرتبه 

 , (1.3) 

𝐷𝑡طوری که به
𝛼

 
𝑐 مشتق کسری کاپوتو از مرتبه ،𝛼 

 𝑈𝛼 (𝑘)باشد. همچنین معکوس تبدیل دیفرانسیل می

 شود:به شکل زیر تعریف می

𝑢(𝑡) = ∑ 𝑈𝛼 (𝑘) (𝑡 − 𝑡 1)
𝑘𝛼 

 ∞ 

 𝑘= 1

. 

توان به شکل را می u(t)امین تقریب تابع  ـ nبنابراین 

 زیر نوشت:

𝑢𝑛 (𝑡) = ∑ 𝑈𝛼 (𝑘) (𝑡 − 𝑡 1)
𝑘𝛼 

 𝑛 

 𝑘= 1

. 

و  𝑈𝛼 (𝑘) ،𝑉𝛼 (𝑘)[ فرض کنید 31] . 3.2قضيه 

𝑊𝛼 (𝑘)  به ترتیب، تبدیلات دیفرانسیل کسری توابع

u(t) ،v(t)  وw(t) ،باشند 

  اگر𝑢(𝑡) = 𝑣(𝑡) ± 𝑤(𝑡)،  آنگاه

𝑈𝛼 (𝑘) = 𝑉𝛼 (𝑘) ±𝑊𝛼 (𝑘). 

  اگر𝑢(𝑡) = 𝑣(𝑡) 𝑤(𝑡) آنگاه ، 

𝑈𝛼 (𝑘) = ∑ 𝑉𝛼 (𝑘 − 𝑠) 𝑊𝛼 (𝑠)

 𝑘 

 𝑠= 1

. 

  اگر𝑢(𝑡) = 𝜆𝑣(𝑡) و 𝜆 ∈ ℝ آنگاه ،

𝑈𝛼 (𝑘) = 𝜆𝑉𝛼 (𝑘). 

  اگر𝑢(𝑡) = (𝑡 − 𝑡1)
𝑚𝛼

 ، آنگاه 

𝑈𝛼 (𝑘) = 𝛿(𝑘 − 𝑚) = {
 1, 𝑘 = 𝑚 ,

 1, 𝑘 ≠ 𝑚.
 

𝑢(𝑡) اگر [31] . 3.3قضيه  = 𝐷𝑡 
𝛽 

 
𝑐 𝑣(𝑡) و 

 𝑚 − 1 < 𝛽 ≤ 𝑚( 3.1، آنگاه تبدیل دیفرانسیل )

 باشد:صورت زیر میبه

𝑈𝛼 (𝑘) =
 Γ (𝑘𝛼 + 𝛽 + 1) 

 Γ (𝑘𝛼 + 1) 
𝑉𝛼 (𝑘 +

 𝛽 

 𝛼 
). 

 با كسري فازي گوردن ـ حل معادله كلين. 4

  پيشنهادي روش از استفاده

در این بخش، به تشریح روش پیشنهادی که مبتنی بر 

سری دیفرانسیل ک روش تفاضلات متناهی و روش تبدیل

ز با استفاده ا طوری که ابتداشود، بهاست، پرداخته می

سازی، معادله اصلی به یک دستگاه گسستههتکنیک نیم

تبدیل و برای حل دستگاه معادلات دیفرانسیل معمولی 

ود. شتبدیل دیفرانسیل کسری استفاده میحاصل از روش 

 صورتدلخواه به این ترتیب، جواب معادله در هر زمانبه

 .شودیک سری ارائه می

طبق قواعدی که در حساب اعداد فازی بیان شد و با 

ه پذیر باشد، معادلکاپوتو مشتق -�̃�، (1 )تابع فرض اینکه 

ی پایینی و بالایی تبدیل توان به دو شاخهمیرا ( 1.1)

روش، بدون کم شدن از کلیت فرض کرد. برای توضیح 

 .شود، ضرایب موجود در معادله همگی مثبت باشندمی
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𝐷𝑡
𝛽

 
𝑐 𝑣(𝑥, 𝑡; 𝑟) + 𝑎

 𝜕
2
𝑣(𝑥, 𝑡; 𝑟) 

 𝜕𝑥
 2

+ 𝑏 (
 𝜕𝑣(𝑥, 𝑡; 𝑟) 

 𝜕𝑥 
)

 2

+ 𝑐𝑣
 2
(𝑥, 𝑡; 𝑟)

+ 𝑑𝑣(𝑥, 𝑡; 𝑟)

= �̃�(𝑟)ℎ(𝑥, 𝑡) ,                     (1.4) 

1 < 𝛽 ≤ 2 , 1 < 𝑥 < 𝐿 , 1 < 𝑡 < 𝑇,    

𝑣 (𝑥,1; 𝑟) = 𝑘(𝑟) 𝑓 1 (𝑥),            

𝑣𝑡 (𝑥,1; 𝑟) = 𝑘(𝑟) 𝑓 2 (𝑥), 1 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿 , 

𝑣 (1, 𝑡; 𝑟) = 𝑘(𝑟) 𝑔 1 (𝑡),            

𝑣(𝐿, 𝑡; 𝑟) = 𝑘(𝑟) 𝑔 2 (𝑡), 1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇. 

𝐷𝑡
𝛽

 
𝑐 𝑣(𝑥, 𝑡; 𝑟) + 𝑎

 𝜕
2 
𝑣(𝑥, 𝑡; 𝑟) 

 𝜕𝑥
 2

+ 𝑏 (
 𝜕𝑣(𝑥, 𝑡; 𝑟) 

 𝜕𝑥 
)

 2

+ 𝑐𝑣
 2
(𝑥, 𝑡; 𝑟)

+ 𝑑𝑣(𝑥, 𝑡; 𝑟)

= 𝑣(𝑟)ℎ(𝑥, 𝑡).                     (2.4) 

1 < 𝛽 ≤ 2 , 1 < 𝑥 < 𝐿 , 1 < 𝑡 < 𝑇,   

𝑣 (𝑥,1; 𝑟) = 𝑘(𝑟) 𝑓 1 (𝑥),            

𝑣𝑡 (𝑥,1; 𝑟) = 𝑘(𝑟) 𝑓 2 (𝑥), 1 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿 , 

𝑣 (1, 𝑡; 𝑟) = 𝑘(𝑟) 𝑔 1 (𝑡),            

𝑣(𝐿, 𝑡; 𝑟) = 𝑘(𝑟) 𝑔 2 (𝑡), 1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇. 

نی ی پاییر برای تقریب جواب شاخهظروش موردن اکنون

( تشریح 4.1گوردن کسری زمانی ) ـ معادله کلین

پیوسته نگه داشته  tطور که گفته شد متغیر شود. همانمی

ور شود. به این منظبه شکل گسسته تبدیل می xو متغیر 

شود و نقاط قسمت افراز می Nبه  [L  ,1]بازه 

با فاصله  N , ... ,1 ,1=  i, ih=  ixالفاصله متساوی

ℎ =
 𝐿 

 𝑁 
 کار بردن فرمول تفاضلاتشوند. با بهتولید می 

متناهی مرکزی برای تقریب مشتقات مرتبه اول و دوم 

 توان نوشت:مکانی، می

 𝜕 

 𝜕𝑥
𝑣(𝑥𝑖 , 𝑡; 𝑟)

=

 𝑣 (𝑥𝑖+1 , 𝑡; 𝑟) − 𝑣 (𝑥𝑖−1 , 𝑡; 𝑟) 

 2ℎ 

−
 ℎ

 2

  6

 𝜕
 3

 𝜕𝑥
3 
𝑣(𝜂, 𝑡; 𝑟), 1 < 𝜂 < 𝐿.           (3.4) 

 𝜕
2 

 𝜕𝑥
2 
𝑣(𝑥𝑖 , 𝑡; 𝑟)

=

 𝑣 (𝑥𝑖−1 , 𝑡; 𝑟) − 2𝑣(𝑥𝑖 , 𝑡; 𝑟) + 𝑣 (𝑥𝑖+1 , 𝑡; 𝑟)

 ℎ
2
 

−
 ℎ

 2

  12

 𝜕
4 

 𝜕𝑥
 4
𝑣(𝜉, 𝑡; 𝑟), 1 < 𝜉 < 𝐿.         (4.4) 

, 𝑣(𝑥𝑖با فرض  𝑡; 𝑟) = 𝑣𝑖 (𝑡; 𝑟) نظر کردن و صرف

𝑂از خطای برشی  (ℎ
2
های ، و جایگذاری تقریب(

دیفرانسیل معادلات (، دستگاه 4.1حاصل در معادله )

;𝑢𝑖 (𝑡آید که در آن دست میمعمولی زیر به 𝑟)  تقریبی

;𝑣𝑖 (𝑡از  𝑟) .در نظر گرفته شده است 
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𝐷𝑡 
𝛽 

 
𝑐 𝑢

𝑖 
(𝑡; 𝑟) +

 𝑎 

 ℎ
2 
                                  (5.4) 

(𝑢
𝑖− 1  
(𝑡; 𝑟) − 2𝑢

𝑖 
(𝑡; 𝑟) + 𝑢

𝑖+1 
(𝑡; 𝑟)) 

+
 𝑏 

 4ℎ2 
(𝑢

𝑖+1 
(𝑡; 𝑟) − 𝑢

𝑖−1 
(𝑡; 𝑟))

2 

+ 𝑐𝑢
𝑖 

 2
(𝑡; 𝑟) 

+𝑑𝑢
𝑖 
(𝑡; 𝑟) = 𝑘(𝑟) ℎ𝑖 (𝑡),1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁 − 1,   

𝑢𝑖 (1; 𝑟) = 𝑘(𝑟) 𝑓1 (𝑥𝑖),
 𝑑𝑢𝑖 (𝑡 =  1; 𝑟)

 𝑑𝑡 

= 𝑘(𝑟) 𝑓2 (𝑥𝑖), 

𝑢1 (𝑡; 𝑟) = 𝑘(𝑟) 𝑔1 (𝑡),𝑢𝑁 (𝑡; 𝑟) = 𝑘(𝑟) 𝑔2 (𝑡),

𝑡 ≥ 1 

را بر هر  𝛼حال عملگر تبدیل دیفرانسیل کسری از مرتبه 

همچنین کنیم. ل میا( اعم4.5یک از معادلات دستگاه )

 𝑈𝑖کنیم فرض می
𝛼 (𝑘) تبدیل دیفرانسیل مرتبه ،k  از

;𝑢𝑖 (𝑡تابع  𝑟)  باشد و𝐺1 
𝛼 (𝑘) ،𝐺2 

𝛼 (𝑘)  و𝐻 
𝛼 (𝑘) 

و  𝑔 1(𝑡)، 𝑔 2(𝑡)به ترتیب، تبدیلات دیفرانسیل توابع 

ℎ (𝑡)  3.3و  3.2باشند، بنابراین با استفاده از قضایای 

 داریم:

 Γ (𝑘𝛼 + 𝛽 + 1) 

 Γ (𝑘𝛼 + 1) 
𝑈𝑖 
𝛼 (𝑘 +

 𝛽 

 𝛼 
)                      (6.4) 

+
 𝑎 

 ℎ
2 
(𝑈

𝑖−1 
𝛼 (𝑘) − 2𝑈𝑖 

𝛼 (𝑘) + 𝑈
𝑖+1 
𝛼 (𝑘)) + 

 𝑏 

 4ℎ2 
∑(𝑈

𝑖+1 
𝛼 (𝑘 − 𝑙) − 𝑈

𝑖−1 
𝛼 (𝑘 − 𝑙))(𝑈

𝑖+1 
𝛼 (𝑙)

𝑘

𝑙=1

− 𝑈
𝑖−1 
𝛼 (𝑙)) + 𝑑𝑈𝑖 

𝛼 (𝑘) 

+𝑐∑𝑈𝑖 
𝛼 (𝑘 − 𝑠)𝑈𝑖 

𝛼 (𝑠)

𝑘

𝑠=1

= 𝑘(𝑟)𝐻𝑖
𝛼 (𝑘),  

𝑈𝑖 
𝛼 (1) = 𝑘(𝑟)𝑓 1 (𝑥𝑖), 𝑈𝑖 

𝛼 (
  1

 𝛼 
) = 𝑘(𝑟)𝑓 2 (𝑥𝑖), 

𝑈1 
𝛼 (𝑘) = 𝑘(𝑟)𝐺1

𝛼 (𝑘), 𝑈𝑁 
𝛼 (𝑘) = 𝑘(𝑟)𝐺2

𝛼 (𝑘), 

 شود:( بازنویسی و نتیجه می4.6رابطه )

𝑈𝑖 
𝛼 (𝑘 +

 𝛽 

 𝛼 
) =

 Γ(𝑘𝛼+1) 

 Γ(𝑘𝛼+𝛽+1) 
                (7.4) 

[−
 𝑎 

 ℎ
2 
(𝑈

𝑖−1 
𝛼 (𝑘) − 2𝑈𝑖 

𝛼 (𝑘) + 𝑈
𝑖+1 
𝛼 (𝑘))

−
 𝑏 

 4ℎ2 
∑(𝑈

𝑖+1 
𝛼 (𝑘𝑙)𝑈

𝑖−1 
𝛼 (𝑘

 𝑘 

 𝑙= 1

− 𝑙))(𝑈
𝑖+1 
𝛼 (𝑙) − 𝑈

𝑖−1 
𝛼 (𝑙))

− 𝑐 ∑ 𝑈𝑖 
𝛼 (𝑘 − 𝑠)𝑈𝑖 

𝛼 (𝑠)

 𝑘 

 𝑠= 1 

− 𝑑𝑈𝑖 
𝛼 (𝑘) + 𝑘(𝑟)𝐻𝑖

𝛼 (𝑘)],         

𝑈𝑖 
𝛼 (1) = 𝑘(𝑟)𝑓 1 (𝑖ℎ), 𝑈𝑖 

𝛼 (
  1

 𝛼 
) = 𝑘(𝑟)𝑓 2(𝑖ℎ),

(8.4) 
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𝑈1 
𝛼 (𝑘) = 𝑘(𝑟)𝐺1

𝛼 (𝑘), 𝑈𝑁 
𝛼 (𝑘) = 𝑘(𝑟)𝐺2

𝛼 (𝑘),

(9.4) 

وان تاکنون طبق تعریف معکوس تبدیل دیفرانسیل، می

 ( را به شکل سری توانی زیر نوشت:4.1جواب معادله )

𝑢𝑖 (𝑡; 𝑟) = 𝑘(𝑟) ∑ 𝑈𝑖 
𝛼 (𝑘)𝑡𝑘𝛼 

 ∞ 

 𝑘= 1 

, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁, (11.4) 

توان جواب تقریبی همچنین با قطع کردن سری، می

 صورت زیر نمایش داد:( را به4.1معادله )

𝑣𝑖 (𝑡; 𝑟) ≃ 𝑢𝑖 
𝑛 (𝑡; 𝑟) 

= 𝑘(𝑟) ∑ 𝑈𝑖 
𝛼 (𝑘)𝑡𝑘𝛼 

 𝑛 

 𝑘= 1

,1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁,          (11.4)    

 𝑈𝑖که 
𝛼 (𝑘) ا، ضرایب مجهولی هستند که باید محاسبه ه

(، 4.7شوند. برخی ضرایب مجهول از رابطه بازگشتی )

( و شرایط مرزی 4.8رایط اولیه )شو برخی دیگر، از 

 آیند.دست می( به4.9)

 𝑈𝑖همچنین ضرایب مجهول 
𝛼 (1) ،𝑈𝑖 

𝛼 (2) ،... ،

𝑈𝑖 
𝛼 (

 𝛽 

 𝛼 
− (، که مشتق 4.1، از شرایط اولیه معادله )(1

ست دصحیح است، از طریق رابطه زیر به در آن از مرتبه

 [:31آیند ]می

𝑈𝑖 
𝛼 (𝑘)                                                             (12.4)                                 

=

{
 
 
 

 
 
  1 

 Γ (𝑘𝛼 + 1) 
[
 𝑑𝑘𝛼 

 𝑑𝑡𝑘𝛼 
𝑢𝑖 (𝑡; 𝑟)]

𝑡= 1
, 𝑘𝛼 ∈ ℤ+ ,

                                ∀𝑘 = 1, 1, … , (
 𝛽 
 𝛼 
− 1) .

1 ,                                                 𝑘𝛼 ∉ ℤ+ ,

 

𝛽بزرگترین مرتبه مشتق کسری نسبت به متغیر ، t  موجود

باشد. با انجام مراحل فوق، تمام ( می4.1در معادله )

 N , ... ,2 ,1 ,1i =   ,𝑈𝑖ضرایب مجهول 
𝛼 (𝑘) در ،

آیند؛ که همان جواب دست می(، به4.11بسط سری )

ازی گوردن ف ـ بی برای شاخه پایینی معادله کلینتقری

 باشد.کسری زمانی می

 1د کروند الگوریتم محاسبه جواب شاخه پایینی در شبه

کارگیری روندی مشابه، تقریبی قابل مشاهده است. با به

کسری  گوردن ـ جواب شاخه بالایی معادله کلیناز 

 آید:دست میصورت زیر بهزمانی فازی به

𝑣𝑖 (𝑡; 𝑟) ≃ 𝑢𝑖 
𝑛 
(𝑡; 𝑟) 

= 𝑘(𝑟) ∑ 𝑈𝑖 
𝛼 
(𝑘)𝑡𝑘𝛼 

 𝑛 

 𝑘= 1

, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁,          (13.4)   

 𝑈𝑖 مجهول  که در آن ضرایب
𝛼 
(𝑘)ازای، به 

𝑁, ... ,2 ,1 ,1i =  ، مشابه روندی که برای شاخه پایینی

 مکد الگوریتشوند. شبهصورت گرفت، محاسبه می

ی کد جواب شاخه پایینمحاسبه جواب بالایی، مشابه شبه

 .قابل نگارش است

 کسری فازی گوردن ـ بنابراین جواب تقریبی معادله کلین

ل یفرانسی، که با ترکیب دو روش تبدیل د(1.1) زمانی

صورت زیر حاصل شد، به متناهیکسری و تفاضلات 

 :قابل نمایش است
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[�̃�(𝑥𝑖 , 𝑡)]
𝑟 

≃ [𝑘(𝑟) ∑ 𝑈𝑖 
𝛼 (𝑘)𝑡𝑘𝛼 

 𝑛 

 𝑘= 1

, 𝑘(𝑟) ∑ 𝑈𝑖 
𝛼 
(𝑘)𝑡𝑘𝛼 

 𝑛 

 𝑘= 1

], 

1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁, 𝑡 > 1, 𝑟 ∈ [1,1]. 

عادله م شاخه پایينی: محاسبه جواب تقریبی 1كد شبه

 گوردن فازي كسري زمانی ـ كلين

1: Define n, h, m, x, t, α, β, r, L, a, b, c, d, 

f1 (x), f2(x), G1 (k), G2 (k)  

2: Initialize U  

3: for i = 0 to n do  

4:  U [i, 0] ← (r - 1) ∗ f1 (x[i])  

5:  U [i,   
 1 

 𝛼 
] ← (r - 1) ∗ f2 (x[i])  

6: end for  

7: for k = 0 to m do  

8:  U [0, k] ← (r - 1) ∗ G1 (k)  

9:  U [n, k] ← (r - 1) ∗ G2 (k) 

10: end for  

11: for i = 1 to n - 1 do  

12:  for k = 0 to m do  

13:  intermediate1 ← Gamma[(α∗k) + 

1] / Gamma[(α∗k) +β + 1]  

14:  intermediate2 ← [−
 𝑎 

 ℎ2 
(𝑈[𝑖 −

1, 𝑘] − 2𝑈[𝑖, 𝑘] + 𝑈[𝑖 + 1, 𝑘]) −
 𝑏 

 4ℎ2 
∑ (𝑈[𝑖 + 1, 𝑘 − 𝑙] − 𝑈[𝑖 − 1, 𝑘 −𝑘 
𝑙=0 

𝑙])(𝑈[𝑖 + 1, 𝑙] − 𝑈[𝑖 − 1, 𝑙]) −

𝑐 ∑ 𝑈[𝑖, 𝑘 − 𝑠]𝑈[𝑖, 𝑠] − 𝑑𝑈[𝑖, 𝑘] +𝑘 
𝑠=0 

(𝑟 − 1) ∗ 𝐻[𝑖, 𝑘]] 

15: U [i, k + 
 𝛽 

 𝛼 
] ← intermediate1∗ 

intermediate2  

16: end for  

17: end for  

18: Initialize uapproximate as an empty 

list  

19: for i = 1 to n - 1 do  

20:  S - Result ← 0  

21:  for k = 0 to m do  

22:   S - Result ← S-Result + 

U[i, k] ∗ 𝑡  (𝛼∗𝑘) 

23:  end for  

24:  Append S - Result to uapproximate  

25: end for  

26: Return uapproximate  

 همگرایی . 5

 وش معرفی شده مورد بررسی در این بخش همگرایی ر

مطلق گیرد. همچنین کران بالایی برای خطای قرار می

ی آید. با روندمیدست شاخه پایینی بهجواب تقریبی 

توان کران بالایی برای خطای مطلق شاخه مشابه می
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دست آورد. لازم به ذکر است نرم مورد بالایی نیز به

 باشد؛ یعنیستفاده در ادامه، نرم ماکسیمم میا

∥ 𝜑𝑘 ∥ = 𝑚𝑎𝑥
 𝑡 
|𝜑𝑘(𝑡)|. 

𝜑𝑘(𝑡)[: فرض کنید 32] . 5.1لم  = 𝑈𝑖 
𝛼 (𝑘)𝑡𝑘𝛼  .

𝑘 1همچنین فرض کنید  ∈ ℕ1 و برای𝑗 ≥ 𝑘 1   ،

 1 < 𝛿 < ∥طوری که موجود باشد به1 𝜑𝑗+1 ∥≤

𝛿𝑗+ 1 ∥ 𝜑𝑗 = 𝑠𝑛. آنگاه سری ∥ ∑ 𝜑𝑘
𝑛 
𝑘= کوشی   1

𝑛ازای است و به ≥ 𝑚 ≥ 𝑘1 و 

 𝛿 = 𝑚𝑎𝑥 {𝛿𝑘 1
, 𝛿𝑘1+ 1, … , 𝛿𝑛}  در رابطه زیر

 کند:صدق می

∥ 𝑠𝑛 − 𝑠𝑚 ∥≤
1− 𝛿𝑛−𝑚 

1− 𝛿
𝛿
𝑚−𝑘1+2

∥ 𝜑𝑘1
∥. (1.5) 

∑همچنین سری  𝜑𝑘 (𝑡)
∞ 
𝑘= 1  به𝑣𝑖 (𝑡; 𝑟) 

 همگراست.

;𝑣𝑖 (𝑡فرض کنید  [: 33] . 5.2قضيه  𝑟)  در نقطه

(𝑥𝑖 . 𝑡)( و4.1، جواب دقیق معادله ) 

 𝑢𝑖 
 (𝑡; 𝑟) = 𝑘(𝑟) ∑ 𝑈𝑖 

𝛼 𝑡𝑘𝛼 ∞
𝑘= 1 تقریب نهایی ،

( باشد. همچنین فرض کنید 4.5از جواب معادله )

𝑢𝑖 
𝑛 (𝑡; 𝑟) = 𝑘(𝑟) ∑ 𝑈𝑖 

𝛼 𝑡𝑘𝛼 𝑛 
𝑘= 1  تقریب نهایی

𝑘 1( باشد. به علاوه فرض کنید 4.1از جواب معادله ) ∈

ℕ1-ازای هرطوری که بهی موجود باشد بها 

 𝑛 ≥ 𝑚 ≥ 𝑘1، 1 < 𝛿𝑗 < طوری موجود باشد به 1

∥ که 𝜑𝑗+1 ∥≤ 𝛿𝑗+ 1 ∥ 𝜑𝑗 𝑛آنگاه مادامی که  .∥

 
 𝑢𝑖، جواب ∞→

𝑛 (𝑡; 𝑟)  به جواب دقیق𝑣𝑖 
 (𝑡; 𝑟) 

�� همگراست و با فرض پیوستگی 
4
𝑣 

 𝜕𝑥
 4

[، L  ,1بر بازه ] 

𝜉 ∈ (1, 𝐿)-و  ای𝜂 ∈ (1, 𝐿)-ی وجود دارند ا

 طوری کهبه

∥ 𝑣𝑖 
𝑛 (𝑡; 𝑟) − 𝑢𝑖 

𝑛 (𝑡; 𝑟) ∥ 

≤ 𝑎
 ℎ

 2

  12

 𝜕
4
𝑣(𝜉, 𝑡; 𝑟) 

 𝜕𝑥
 4

+ 𝑏
 ℎ

 4

  36
(
 𝜕

3
𝑣(𝜂, 𝑡; 𝑟) 

 𝜕𝑥
 3

)

2 

+
1 

1− 𝛿
𝛿
𝑚−𝑘1+2

∥ 𝜑𝑘1
∥. 

توان ( می4.1با توجه به فرآیند حل معادله ) برهان.

 نوشت:

∥ 𝑣𝑖 
 (𝑡; 𝑟) − 𝑢𝑖 

𝑛 (𝑡; 𝑟) ∥                                    

=∥ 𝑣𝑖 
 (𝑡; 𝑟) − 𝑢𝑖 

 (𝑡; 𝑟) + 𝑢𝑖 
 (𝑡; 𝑟) − 𝑢𝑖 

𝑛 (𝑡; 𝑟) ∥ 

≤∥ 𝑣𝑖 
 (𝑡; 𝑟) − 𝑢𝑖 

 (𝑡; 𝑟) ∥ 

+∥ 𝑢𝑖 
 (𝑡; 𝑟) − 𝑢𝑖 

𝑛 (𝑡; 𝑟) ∥ ,                              (2.5) 

 𝑢𝑖که 
 (𝑡; 𝑟)  تقریبی از جواب𝑣𝑖 

 (𝑡; 𝑟)  است که از

 𝑣تقریب مشتقات مرتبه اول و دوم 
 (𝑥, 𝑡; 𝑟) ط توس

آید. لذا دست میفرمول تفاضلات متناهی مرکزی به

𝜉توان گفت می ∈ (1, 𝐿)- ای و𝜂 ∈ (1, 𝐿)- ای

 طوری کهوجود دارند به
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∥ 𝑣𝑖 
 (𝑡; 𝑟) − 𝑢𝑖 

 (𝑡; 𝑟) ∥                                 (3.5) 

≤ 𝑎
 ℎ

 2

  12

 𝜕
4
𝑣(𝜉, 𝑡; 𝑟) 

 𝜕𝑥
 4

+ 𝑏
 ℎ

 4

  36
(
 𝜕

3
𝑣(𝜂, 𝑡; 𝑟) 

 𝜕𝑥
 3

)

2 

,  

𝑛(، برای 5.1از طرفی بنا به رابطه ) ≥ 𝑚 ≥ 𝑘1 

 توان نوشت:می

∥ 𝑠𝑛 − 𝑠𝑚 ∥≤
1 − 𝛿𝑛−𝑚 

1− 𝛿
𝛿
𝑚−𝑘1+2

∥ 𝜑𝑘1
∥, 

1چون  < 𝛿 < 1، بنابراین 1 − 𝛿𝑛−𝑚 <  و 1

∥ 𝑠𝑛 − 𝑠𝑚 ∥≤
1

1 − 𝛿
𝛿
𝑚−𝑘1+2

∥ 𝜑𝑘1
∥, 

𝑛اگر 
 
 𝑠𝑛، آنگاه ∞→

 
→𝑢𝑖 (𝑡; 𝑟) و داریم 

∥ 𝑢
𝑖 
(𝑡; 𝑟) − 𝑠𝑚 ∥≤

1 

1− 𝛿
𝛿
𝑚−𝑘1+2

∥ 𝜑𝑘1
∥, 

 به عبارت دیگر

∥ 𝑢𝑖 (𝑡; 𝑟) − 𝑢𝑖 
𝑚 (𝑡; 𝑟) ∥≤

1 

1− 𝛿
𝛿
𝑚−𝑘1+2

∥ 𝜑𝑘1
∥ ,                      (4.5) 

(، اثبات کامل 5.2( در رابطه )5.3( و )5.4با جایگذاری )

 .شودمی

 . نتایج عددي6

در این بخش برای نشان دادن دقت و کارایی روش 

های عددی مورد بحث قرار معرفی شده، برخی مثال

جواب تقریبی شاخه پایینی و گیرند. خطای مطلق می

ازای ، بهtو زمان دلخواه  ixنقطه گره دلخواه  دربالایی 

 د:نشو، از فرمول زیر محاسبه میNتعداد تقسیمات 

𝐸𝑙𝑜𝑤𝑒𝑟 
𝑁.𝑛 = |𝑣𝑖 (𝑡; 𝑟) − 𝑢𝑖 

𝑛 (𝑡)|, 

𝐸𝑢𝑝𝑝𝑒𝑟 
𝑁.𝑛 = |𝑣𝑖 (𝑡; 𝑟) − 𝑢𝑖 

𝑛 
(𝑡)|, 

;𝑣𝑖 (𝑡که در آن  𝑟)  و𝑣𝑖 (𝑡; 𝑟)  به ترتیب جواب دقیق

 𝑢𝑖(، همچنین 1.1شاخه پایینی و بالایی معادله )
𝑛 (𝑡)  و

𝑢𝑖 
𝑛 (𝑡)  به ترتیب جواب تقریبی شاخه پایینی و بالایی

( و 4.11های )دست آمده از فرمول(، به1.1معادله )

 باشند.( می4.13)

همچنین ماکسیمم خطای مطلق جواب از فرمول زیر 

 شود:محاسبه می

𝐸𝑙𝑜𝑤𝑒𝑟 
𝑛 = 𝑚𝑎𝑥

 1≤𝑖≤𝑁− 1
|𝑣𝑖 (𝑡; 𝑟) − 𝑢𝑖 

𝑛 (𝑡)|, 

𝐸𝑢𝑝𝑝𝑒𝑟 
𝑛 = 𝑚𝑎𝑥

 1≤𝑖≤𝑁− 1
|𝑣𝑖 (𝑡; 𝑟) − 𝑢𝑖 

𝑛 
(𝑡)|. 

گوردن فازی کسری زمانی با  ـ معادله کلین . 6.1مثال 

 [:29،  4شرایط اولیه و مرزی زیر را در نظر بگیرید ]

𝐷𝑡
𝛽

 
𝑐 �̃�(𝑥, 𝑡; 𝑟) −

 𝜕
2
�̃�(𝑥, 𝑡; 𝑟) 

 𝜕𝑥
2 

+ �̃�(𝑥, 𝑡; 𝑟)

= 2 sin(𝑥), 

1 < 𝛽 ≤ 2 , 1 < 𝑥 < 𝐿 , 1 < 𝑡 < 1        (1.6) 

�̃� (𝑥,1; 𝑟) = �̃�(𝑟) sin(𝑥),           
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�̃�𝑡 (𝑥,1; 𝑟) = �̃�(𝑟), 1 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿 

�̃� (1, 𝑡; 𝑟) = �̃�(𝑟) sin(𝑡),            

�̃� (𝐿, 𝑡; 𝑟) = �̃�(𝑟)(sin(𝐿) + sin(𝑡)), 

 که

�̃�(𝑟) = [𝑘(𝑟), 𝑘(𝑟)] = [𝑟 −  1, 1 − 𝑟]. 

𝛽جواب دقیق این معادله برای  = ، عبارتست از: 2

�̃�(𝑥, 𝑡; 𝑟) = �̃�(𝑟)(sin(𝑥) + sin(𝑡)) [4  ،29.] 

این مثال با روش شرح داده شده، حل و نتایج حاصل از 

شود. جدول ارائه می 1و شکل  5و  4، 3، 2، 1جداول 

 ، شامل جواب تقریبی، دقیق و خطای مطلق روش 1

[، مربوط به شاخه 29پیشنهادی و روش ارائه شده در ]

ازای به  = (x,t)(36/1,  1( در نقطه )6.1پایینی معادله )

𝛽مقادیر  = 2 ،𝛼 = 1 ،22N =   و𝐿 =
 𝜋 

  2
باشد. می 

، شامل جواب تقریبی، دقیق و خطای مطلق 2جدول 

، مربوط به ]29[شده در روش پیشنهادی و روش ارائه 

  =(x,t)(36/1,  1( در نقطه )6.1ی بالایی معادله )شاخه

𝛽ازای مقادیر به = 2 ،𝛼 = 1 ،22N =   و𝐿 =
 𝜋 

  2
 

( 6.1همچنین نمودار جواب دقیق معادله ) باشد.می

𝛽ازای به = نی و پاییی بالایی و جواب تقریبی شاخه 2

 ازای مقادیر مختلف(، به88/1,  1در نقطه )

 2 ,8/1 ,5/1 𝛽 = ،𝐿 = 𝜋 ،𝑟 ∈   = 11Nو  [1.1]

، ماکسیمم 3رسم شده است. در جدول  1در شکل 

                                                           
38 Central Processing Unit time 

ی خطای مطلق مربوط به جواب تقریبی هر دو شاخه

𝛽ازای (، به6.1بالایی و پایینی معادله ) = 2 ،8/1r =  ،

𝛼 = در   = 4N, 8, 11, 16, 18متفاوت  و مقادیر 1

، 4نمایش داده شده است. در جدول   = 1tزمان 

ماکسیمم خطای مطلق مربوط به جواب تقریبی هر دو 

𝛽ازای (، به6.1ی بالایی و پایینی معادله )شاخه = 2 ،

8/1r =  ،𝛼 =  و مقادیر متفاوت 1

 18 ,16 ,11 ,8 ,4N =  1/1 در زمانt =  شاهدهقابل م 

، شامل ماکسیمم خطای مطلق و زمان 5است. جدول 

مربوط برحسب ثانیه،  )CPUtime 38(انجام محاسبات 

به جواب تقریبی هر دو شاخه پایینی و بالایی معادله 

𝛽ازای ( به6.1) = 2 ،𝛼 = 1 ،18N =   و𝐿 = 𝜋  در

باشد. با توجه می  = 1t (s)و   = 111/1t (s)های زمان

𝛽ازای ( به6.1اولیه و مرزی معادله )به شرایط  = 2 ،

5/1 𝛼 کد الگوریتم شبه  = 1a = b = c = dو  =

( و خطای 6.1محاسبه جواب شاخه پایینی معادله )

 نمایش داده شده است. 2کد حاصل از این تقریب در شبه
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. نمودار جواب تقریبی شاخه پایینی و بالایی معادله 1شکل 

𝛽 5/1, 8/1, 2ازای مقادیر مختلف به  = 1t( در 6.1) = ،

𝐿 = 𝜋 11وN =  . 

 

مقایسه خطای مطلق روش پیشنهادی و روش . 1جدول 

(، 6.1ی پایینی معادله )[ مربوط به شاخه29ارائه شده در ]

𝐿ازایو به  = (x,t)(36/1 , 1در نقطه ) =
 𝜋 

  2
 ،22N =  ،

𝛼 = 1 ،𝛽 =  . = 71nو  2

  روش پیشنهادی [29روش ]

 [29خطای روش ]
𝐸
𝑙𝑜𝑤𝑒𝑟 

22,71 
 

r 

16599/2 

81227/1 

45895/1 

1563/1 
1- 11  ×52317/7 

1- 11  ×99/3 

2- 11  ×176/2 
2- 11  ×869/1 
2- 11  ×662/1 
2- 11  ×4538/1 
2- 11  ×2471/1 

2- 11  ×139/1 

1 

2/1 

4/1 

6/1 

8/1 

1 
 

 

مقایسه خطای مطلق روش پیشنهادی و روش . 2جدول 

(، 6.1ی بالایی معادله )[ مربوط به شاخه29ارائه شده در ]

𝐿ازایو به  = (x,t)(36/1,  1در نقطه ) =
 𝜋 

  2
 ،22N =  ،

𝛼 = 1 ،𝛽 =  . = 71nو  2

  پیشنهادیروش  [29روش ]

 [29خطای روش ]
𝐸𝑢𝑝𝑝𝑒𝑟 

22,71 
 

r 

36758/1 

11427/1 
1- 11  ×61951/6 
1- 11  ×17634/3 
2- 11  ×56834/4 

1- 11  ×99/3 

5- 11  ×3 
3- 11  ×11/2 
3- 11 ×17/4 
3- 11  ×25/6 
3- 11  ×324/8 
2- 11  ×139/1 

1 

2/1 

4/1 

6/1 

8/1 

1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑟 ∈  [0,1] 

𝑣
( 1
.8
8
,1
;r
)  

2 

1 

0. 

1- 

2- 

1  0.8 0.6  0.4  0.2  0.0 

𝛽 = 2 

𝛽 = 1.8 

𝛽 = 1.5 

Exact 
Solution 
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𝛽 ازایبه  = 1tلحظه ( در 6.1معادله ) مربوط به جواب تقریبیخطای مطلق  ماکسیمم. 3 جدول = 2 ،8/1r =  ،𝛼 = و  1

 .. = 4N, 8, 11, 16, 18مقادیر متفاوت 

18 16 11 8 4 N 

1122/1 1513/1 4114/1 5831/1 9132/1 
𝐸𝑙𝑜𝑤𝑒𝑟 

21 
 

1181/1 1342/1 2741/1 3897/1 6152/1 
𝐸𝑢𝑝𝑝𝑒𝑟 

21 
 

 

𝛽 ازایبه  = 1/1tلحظه ( در 6.1معادله ) مربوط به جواب تقریبیخطای مطلق  ماکسیمم. 4 جدول = 2 ،8/1r =  ،𝛼 = و  1

 . = 4N, 8, 11, 16, 18مقادیر متفاوت 

18 16 11 8 4 N 

1116581/1 1117249/1 111876/1 1119177/1 1119188/1 
𝐸𝑙𝑜𝑤𝑒𝑟 

21 
 

3- 11  ×7761/7 3- 11  ×8218/7 3- 11  ×9318/7 3- 11  ×9596/7 3- 11  ×129/8 
𝐸𝑢𝑝𝑝𝑒𝑟 

21 
 

 

𝐿،ازای به  = 1t, 111/1های (، در زمان6.1. زمان انجام محاسبات و ماکسیمم خطای مطلق معادله )5جدول  = 𝜋 18N =   ,

𝛼 = 1 ،𝛽 = 2. 

                                           (s) 1t =                                             (s) 111/1t =          

CPUtime(s) 
𝐸𝑢𝑝𝑝𝑒𝑟 

21 
 𝐸

𝑙𝑜𝑤𝑒𝑟 

21 
 

CPUtime(s) 
𝐸𝑢𝑝𝑝𝑒𝑟 

21 
 𝐸

𝑙𝑜𝑤𝑒𝑟 

21 
 

r 

14/1 

11/1 

12/1 

12/1 

11/1 

14/1 

5- 11  ×2/1 
3- 11  ×14/2 
3- 11  ×18/4 
3- 11  ×11/6 

3- 11  ×1/8 

1111/1 

1213/1 

1183/1 

1162/1 

1142/1 

1122/1 

1111/1 

14/1 

12/1 

11/1 

11/1 

16/1 

14/1 

9- 11  ×2/1 
7- 11  ×2 
7- 11  ×4 
7- 11  ×6 
7- 11  ×8 

7- 11  ×9/8 

6- 11  ×9/1 
6- 11  ×7/1 
6- 11  ×5/1 
6- 11  ×3/1 
6- 11  ×1/1 
6- 11  ×9/9 

1 

2/1 

4/1 

6/1 

8/1 

1 
 

ي كد الگوریتم محاسبه جواب شاخهشبه 2كد :شبه

 (6.1) پایينی معادله

1: Set uexact to (r - 1) ∗ (sin(x) + sin(t))  

2: Define n, h, m, x, t, α, r  

3: Initialize U  

4: for i = 0 to n do  
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5:  U [i, 0] ← (r - 1) ∗ sin(x[i])  

6:  U [i, 1] ← 0  

7:  U [i, 2] ← (r − 1)  

8:  U [i, 3] ← 0  

9: end for  

10: for k = 0 to m do  

11: 𝑈[0, 𝑘] ← (𝑟 −

1)∑
 ((−1)𝑠 𝐾𝑟𝑜𝑛𝑒𝑘𝑒𝑟 𝐷𝑒𝑙𝑡𝑎 [𝑘,(2𝑠+1)/𝛼) 

 (2𝑠+1)! 

1000 
𝑠=0  

12: 𝑈[𝑛, 𝑘] ← (𝑟 −

1)∑
 ((−1)𝑠 𝐾𝑟𝑜𝑛𝑒𝑘𝑒𝑟 𝐷𝑒𝑙𝑡𝑎 [𝑘,(2𝑠+1)/𝛼) 

 (2𝑠+1)! 

1000 
𝑠=0  

13: end for  

14: for i = 1 to n - 1 do  

15:  for k = 0 to m do  

16:         intermediate1 ← Gamma [(α ∗ k) 

+ 1] / Gamma [(α ∗ k) + 3]  

17:         intermediate2 ← (U [i - 1, k] − 

2U [i, k] + U [i + 1, k])/h2 – U [i, k] + 2 ∗ 

sin(x[i]) ∗ KronekerDelta[k]) 

18:      U [i, k + 4] ← intermediate1∗ 

intermediate2  

19:  end for  

20: end for  

21: Initialize uapproximate as an empty 

list  

22: Initialize uu as an empty list  

23: error ← 0  

24: for i = 1 to n - 1 do  

25:  S - Result ← 0  

26:  for k = 0 to m do  

27:   S - Result ← S-Result + U 

[i, k] ∗ 𝑡  (𝛼∗𝑘) 

28:  end for  

29:  Append S-Result to uapproximate  

30:  Append uexact(x[i], t) to uu  

31:  Calculate the absolute value of 

uu[i]-uapproximate[i]  

32: Append (abs (uu[i]-

uapproximate[i])) to error  

33: end for  

34: Return uapproximate  

35: Return error 

گوردن کسری زمانی فازی با  ـ معادله کلین . 6.2مثال 

 [:29،  4شرایط اولیه و مرزی زیر را در نظر بگیرید ]

𝐷𝑡
𝛽

 
𝑐 �̃�(𝑥, 𝑡; 𝑟) −

 𝜕
2
�̃�(𝑥, 𝑡; 𝑟) 

 𝜕𝑥
 2

+ �̃�(𝑥, 𝑡; 𝑟) = 1, 

1 < 𝛽 ≤ 2 , 1 < 𝑥 < 𝐿 , 1 < 𝑡 < 𝑇,        (2.6) 

�̃� (𝑥,1; 𝑟) = 1,          

�̃�𝑡 (𝑥,1; 𝑟) = �̃�(𝑟) 𝑥, 1 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿, 

�̃� (1, 𝑡; 𝑟) = 1,           

�̃� (𝐿, 𝑡; 𝑟) = �̃�(𝑟)𝐿 𝑠𝑖𝑛(𝑡), 

�̃�(𝑟) = [𝑘(𝑟), 𝑘(𝑟)] = [𝑟 −  1,1 − 𝑟]. 
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𝛽جواب دقیق این معادله برای  = ، عبارتست از: 2

�̃�(𝑥, 𝑡; 𝑟) = �̃�(𝑟)𝑥 𝑠𝑖𝑛(𝑡) [4.] 

ش شرح داده شده، حل و نتایج حاصل در این مثال با رو

. است مشاهدهقابل  4و  3، 2های و شکل 6جدول 

حاصل از روش ترکیبی ، شامل خطای مطلق 6جدول 

𝛽 ازایبه (،6.2)  معادله حل یبرا = 2 ،31n = ، 11N =  

 ، در نقاط  = 1r, 25/1, 5/1, 75/1, 1و پارامتر 

(4/1  ,4/1)(x,t) =  ( 8/1,  9/1و)(x,t) =   در طول

انجام محاسبات نیز در باشد. زمان [ می1,  1بازه مکانی ]

همچنین نمودار جواب  قابل مشاهده است. 6جدول 

𝛽ازای ( به6.2دقیق معادله ) = اب تقریبی در و جو 2

 ازای مقادیر مختلف(، به4/2,  1نقطه )

 2 ,8/1 ,1/1 𝛽 = ،31n =  ،3L =  ،𝑟 ∈ و  [1,1]

11N =   نمودار 3رسم شده است. شکل  2در شکل ،

ازای ( را به6.2معادله ) پایینی)آ(، جواب تقریبی شاخه 

𝛽 1/1, 6/1, 2مقادیر مختلف  = ،31n =  ،5/1r =   در

  = 1/1h[ با 1,  1و در طول بازه مکانی ]  = 1tلحظه 

( 6.2جواب تقریبی شاخه پایینی معادله ) و نمودار )ب(،

𝛽 1/1, 6/1, 2ازای مقادیر مختلف را به = ،31n =  ،

5/1r =   1در لحظهt =  [ 1,  1و در طول بازه مکانی ]

، نمودار 4دهد. همچنین در شکل نشان می  = 1/1hبا 

)آ(، جواب تقریبی هر دو شاخه پایینی و بالایی معادله 

𝛽 1/1, 6/1, 2ازای مقادیر مختلف ( را به6.2) و  =

2/1r = ، 

 2L =  ،6i =  ،31n =   11وN =  در طول بازه زمانی 

[ و نمودار )ب(، جواب تقریبی شاخه پایینی و 1,  5/1] 

𝛽 1/1, 6/1, 2ازای (، را به6.2بالایی معادله )  31nو  =

=  ،5/1r =   11وN =   1در لحظهt =   در بازه مکانی

دهند.[ نشان می1,  1]

 

 

 

 

 

 

 

𝛽 1/1, 8/1, 2ازای مقادیر مختلف به = 1t(، در 6.2معادله ) نمودار جواب. 2شکل  =  ،3L =  31 و.n = 

 

𝑟 ∈ [0,1] 

3 
2 
1 
0 
1- 

2- 

3- 

1  0.8  0.6  0.4  0.2 0.0 

𝛽 = 2 

𝛽 = 1.8 

𝛽 = 1.1 

Exact 
Solution 

 

𝒗 
(2
.4
,1
;r
) 
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1L =  ،𝛽و   = (x,t)(8/1,  9/1ازای )به  = (x,t)(4/1,  4/1(، در نقاط )6.2خطای مطلق روش پیشنهادی مربوط به معادله ). 6جدول  = 2 ،11N =   و

31n = . 

                                     9/1t =   ,8/1x =                                        4/1t =   ,4/1x =  
CPUtime(s) 

𝐸𝑢𝑝𝑝𝑒𝑟 
21 

 𝐸
𝑙𝑜𝑤𝑒𝑟 

21 
 

CPUtime(s) 
𝐸𝑢𝑝𝑝𝑒𝑟 

21 
 𝐸

𝑙𝑜𝑤𝑒𝑟 

21 
 

r 

87/1 

89/1 

89/1 

87/1 

89/1 

3- 11  ×8/3 
3- 11  ×8/2 
3- 11  ×9/1 
34- 11  ×6/9 

1111/1 

3- 11  ×8/3 
3- 11  ×8/2 
3- 11  ×9/1 
3- 11  ×6/9 

1111/1 

89/1 

89/1 

89/1 

89/1 

91/1 

5- 11  ×4/3 
5- 11  ×5/2 
5- 11  ×7/1 
5- 11  ×5/8 

1111/1 

5- 11  ×4/3 
5- 11  ×5/2 
5- 11  ×7/1 
6- 11  ×5/8 

1111/1 

1 

25/1 

5/1 

75/1 

1 

 

 

 

 

 

 )ب(                                                                             )آ(                    

                     

𝛽 1/1, 6/1, 2ازای مقادیر مختلف ، به = 1t(، در لحظه 6.2معادله ). )آ( نمودار جواب تقریبی شاخه پایینی 3شکل  = ،5/1r =  ،

11N =   31وn =  [ ب(: نمودار جواب تقریبی شاخه بالایی معادله )1,  1در بازه مکانی(  ]1(، در لحظه 6.2t = ازای مقادیر ، به

𝛽 1/1, 6/1, 2مختلف  = ،5/1r =  ،11N =   31وn =  [ 1,  1در بازه مکانی  .]

 

 

 

                                     

𝑥 

0 
0.1- 

0.2- 

0.3- 

0.4- 

0.5- 

0.8  0.6 0.4 0.2 0.0 

𝛽 = 1.1 

𝛽 = 1.6 

𝛽 = 2 

Exact 
Solution 

 

𝑣
( 𝑥
,1
;0
.5
)  

𝑥

(

0.5 
0.4 
0.3 
0.2 
0.1 
0.0 

0.8  0.6 0.4 0.2  0.0 

𝛽 = 1.1 

𝛽 = 1.6 

𝛽 = 2 

Exact 
Solution 

 

𝑣
 ( 𝑥
,1
,0
.5
)  
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 )آ(                      

 

                            

 

 

        

 
 )ب(                    

 ازای مقادیر(، به6.2)آ( نمودار جواب تقریبی معادله ). 4شکل 

𝛽 1/1, 6/1, 2مختلف  = ،2/1r =  ،31n =   11وN =   در بازه

(، در 6.2[  )ب(: نمودار جواب تقریبی معادله )1,  5/1مکانی ]

𝛽 1/1, 6/1, 2ازای مقادیر مختلف ، به = 1tلحظه  = ،11N =  ،

5/1r =   31وn =  [ 1,  1در بازه مکانی .] 

 

 

گوردن کسری زمانی فازی  ـ معادله کلین . 6.3مثال  

)غیرخطی( با شرایط اولیه و مرزی زیر را در نظر بگیرید 

[29:]  

𝐷𝑡
𝛽

 
𝑐 �̃�(𝑥, 𝑡; 𝑟) =

 𝜕
2
�̃�(𝑥, 𝑡; 𝑟) 

 𝜕𝑥
2 

+ (
 𝜕�̃�(𝑥, 𝑡; 𝑟) 

 𝜕𝑥 
)

2 

− �̃�
2 
(𝑥, 𝑡; 𝑟),  

1 < 𝛽 ≤ 2, 1 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿, 𝑡 > 1,                  (3.6) 

�̃� (𝑥,1; 𝑟) = 1, �̃�𝑡 (𝑥,1; 𝑟) = �̃�(𝑟) 𝑒𝑥 ,1 ≤ 𝑥

≤ 𝐿 

�̃� (1, 𝑡; 𝑟) = �̃�(𝑟) 𝑠𝑖𝑛 ℎ(𝑡) , �̃�(𝐿, 𝑡; 𝑟)

= �̃�(𝑟)(𝑒𝐿 𝑠𝑖𝑛 ℎ(𝑡)),       

  که

�̃�(𝑟) = [𝑘(𝑟), 𝑘(𝑟)] = [𝑟 − 1 ,1− 𝑟]. 

𝛽جواب دقیق این معادله برای  = ، عبارتست از: 2

�̃�(𝑥, 𝑡; 𝑟) = �̃�(𝑟)(𝑒𝑥 𝑠𝑖𝑛 ℎ(𝑡)) [29.] 

کارگیری روش معرفی شده برای حل به نتایج حاصل از

قابل  6و  5های و شکل 7( در جدول 6.3معادله )

 مشاهده است. 

، خطای مطلق حاصل از روش ترکیبی را برای 7جدول 

𝛽ازای (، به6.3حل معادله ) = 2 ،25n =  ،11N =   و

1 ,75/1 ,5/1  ,25/1 ,1r =  در نقاط ، 

 (5/1  ,5/1)(x,t) = ( 8/1,  2/1و)(x,t) =  در طول بازه

[ و زمان انجام محاسبات را برحسب ثانیه 1,  1مکانی ]

نمودارهای )آ( و )ب(، به ترتیب،  ،5شکل دهد. نشان می

(، 6.3نمودار جواب تقریبی شاخه پایینی و بالایی معادله )

𝛽 2/1, 6/1, 2ازای مقادیر به = ،5/1r =   25وn =  ،

باشند. همچنین [ می1,  1، در طول بازه مکانی ] = 1tدر 

، نمودار )آ(، جواب تقریبی هر دو شاخه پایینی 6شکل 

𝛽 2/1, 6/1, 2ازای مقادیر (، به6.3و بالایی معادله ) =، 

𝑡 

1.0 

0.5 

0.0 

0.5- 

1.0- 

1.4    1.2   1.0    0.8   0.6    0.4    0.2    0.0  

𝛽 = 1.1 

𝛽 = 1.6 

𝛽 = 2 

Exact 
Solution 

 

𝑣
(1
.2
,𝑡
;0
.2
))

𝑥 

0.4 

0.2 

0.0 

0.2- 

0.4- 

1.4   1.2   1.0   0.8   0.6     0.4    0.2     0.0  

𝛽 = 1.1 

𝛽 = 1.6 

𝛽 = 2 

Exact 

Solution 

 

𝒗 
( 𝑥
,1
;0
.5
)  
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 25n =   5/1وr = [ را 1,  1، در طول بازه مکانی ]

دهد و نمودار )ب(، نمودار جواب دقیق معادله نشان می

 مختلفازای مقادیر ( و جواب تقریبی را به6.3)

 2 ,6/1 ,2/1 𝛽 = ،𝑟 ∈ [1.1] ،1/1h =  ،1L =   و

25n =  ( نمایش می1,  1در نقطه ،).دهد 

𝛽و   = 1L =  ،11Nازای به  = (x,t)(2/1  ,8/1)،   = (x,t)(5/1,  5/1( برای نقاط )6.3خطای روش پیشنهادی مربوط به معادله ). 7جدول  = 2. 

                                     2/1t =   ,8/1x =                                        5/1t =   ,5/1x =  
CPUtime(s) 

𝐸𝑢𝑝𝑝𝑒𝑟 
11,25 

 𝐸
𝑙𝑜𝑤𝑒𝑟 

11,25 
 

CPUtime(s) 
𝐸𝑢𝑝𝑝𝑒𝑟 

11,25 
 𝐸

𝑙𝑜𝑤𝑒𝑟 

11,25 
 

r 

39/1 

41/1 

42/1 

41/1 

42/1 

3- 11  ×9/2 
3- 11  ×2/2 
3- 11  ×4/1 
4- 11  ×4/7 

1111/1 

3- 11  ×9/2 
3- 11  ×2/2 
3- 11  ×4/1 
4- 11  ×4/7 

1111/1 

42/1 

42/1 

42/1 

44/1 

44/1 

2- 11  ×4/3 
2- 11  ×6/2 
2- 11  ×7/1 
3- 11  ×6/8 

1111/1 

2- 11  ×4/3 
2- 11  ×6/2 
2- 11  ×7/1 
3- 11  ×6/8 

1111/1 

1 

25/1 

5/1 

75/1 

1 
 

 

 

 

 

 

 

 (ب)                                                                                             (     آ)                                    

𝛽 1/1, 6/1, 2ازای مقادیر مختلف ، به = 1t(، در لحظه 6.3)آ( نمودار جواب تقریبی شاخه پایینی معادله ). 5شکل  = ،5/1r =   25وn =  

 ازای مقادیر مختلف(، به6.3[  )ب(: نمودار جواب تقریبی شاخه بالایی معادله )1,  1در طول بازه مکانی ]

 2 ,6/1 ,1/1 𝛽 = ،5/1r =  ،25n =  [ 1,  1در طول بازه مکانی.] 

 

 

 

𝑥 

1.4 
1.2 
1.0 
0.8 
0.6 

1.0        0.8       0.6        0.4    0.2          0.0  

𝛽 = 1.2 

𝛽 = 1.6 

𝛽 = 2 

Exact 
Solution 

 

𝒗 
( 𝑥
,1
;0
.5
)  

𝑥 

0.6- 

0.8- 

1- 

1.2- 

1.4- 

1.0         0.8        0.6        0.4        0.2       0.0  

𝛽 = 1.2 

𝛽 = 1.6 

𝛽 = 2 

Exact 
Solution 

 

𝑣
( 𝑥
,1
;0
.5
)  
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      )آ(

 

 

 

 

 )ب(

ه ـ(، در لحظ6.3. )آ( نمودار جواب تقریبی معادله )6شکل 

1t = 1/1, 6/1, 2ازای مقادیر مختلف ، به 𝛽 = ،5/1r =  ،

25n =  [ 1,  1در بازه مکانی  ] ب(: نمودار جواب تقریبی )و

 6/1, 2ازای مقادیر مختلف ، به(1,  1در نقطه )(، 6.3معادله )

,1/1 𝛽 = ،𝑟 ∈  . = 25nو  [1.1]

 

 

 

 

 

 

 نتيجه گيري. 7

 پرکاربرد معادلات از یکی فازی، گوردن ـ معادله کلین

معادلات  سایر همانند. است فیزیک ـ ریاضی در

ودن خطی بنسیل با مشتقات جزئی غیرخطی، غیردیفرا

ن جواب تحلیلی آن شود، یافتاین معادله نیز سبب می

های ساختن روشسخت یا حتی غیرممکن باشد. لذا 

دست آوردن تقریبی از جواب معادله هعددی برای ب

اس است. در این مقاله، روشی ترکیبی بردارای اهمیت اس

دو روش تفاضلات متناهی و تبدیل دیفرانسیل کسری 

 .برای حل عددی معادله مذکور معرفی و استفاده شد

ی برای خطای جواب حاصل از همچنین، کران بالای

ی به سادگدست آمد. الگوریتم روش پیشنهادی روش به

عددی  سازیشبیه سازی است و نتایج حاصل ازقابل پیاده

دهد دقت و کارایی روش قابل توجه است. نشان می

اند توبودن زمان اجرای محاسبات نیز می همچنین پایین

لحاظ شود. مقایسه روش با به عنوان نقطه قوت روش 

 فازی گوردن ـ دله کلینهای موجود برای حل معاروش

نشان داد، این روش از دقت قابل قبولی برخوردار است. 

معادلات با مشتقات جزئی، روش تبدیل  برای حل

دیفرانسیل دوبعدی نیز قابل استفاده است؛ ولی در این 

مه نیکه ذکر شد، با استفاده تکنیک  گونه مقاله، همان

عمولی مسازی با حل دستگاه معادلات دیفرانسیل گسسته

𝑥 

1.5 
1 

0.5 
0 

0.5- 

1- 

1.5- 

1         0.8        0.6          0.4      0.2        0.0 

𝛽 = 1.2 

𝛽 = 1.6 

𝛽 = 2 

Exact 
Solution 

 

𝑣
(𝑥
,1
;0
.5
) 

𝑟 ∈ [0,1] 

4 

2 

0 

2- 

4- 

1         0.8         0.6         0.4     0.2         0.0 

𝛽 = 1.2 

𝛽 = 1.6 

Exact 
Solution 

 
𝒗 
( 1
,1
; 
r)
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ک فرانسیل کسری یمواجهیم که برای حل آن از تبدیل دی

تر ادهسسازی شود. مزیت این کار، پیادهبعدی استفاده می

یل ز روش تبدیل دیفرانسالگوریتم نسبت به استفاده ا

باشد، ولی از طرفی با وارد کردن روش دوبعدی می

ثر از خطای أت متناهی، روش ترکیبی متتفاضلا

سازی و خطای گرد کردن ناشی از طول گام گسسته

خیلی کوچک خواهد بود. از دیگر نقاط ضعف این 

ی همگرایی روش تبدیل دامنهروش، این است که 

ولا کوچک است و این موضوع سبب دیفرانسیل معم

های بزرگ، دقت خیلی خوبی برای زمانشود که می

حاصل نشود. برای ادامه کار درصدد هستیم در صورت 

تفاضلات  هایآزمودن فرمولان، این مشکلات را با امک

های فشرده( برای تقریب متناهی مرتبه بالا )روش

سازی های بهینهو استفاده از روش[ 34مشتقات مکانی ]

 .برطرف کنیم [36،  35]

روش مورد استفاده در این مقاله، با در نظر گرفتن تمام 

معادلات معایب و مزایایش برای حل عددی بسیاری از 

قات جزئی کسری )اعم از خطی و دیفرانسیل با مشت

خطی( که از مسائل مربوط به فیزیک، مهندسی برق، غیر

ل شوند قابسی مکانیک و مهندسی شیمی ناشی میمهند

 .استفاده است
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