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Abstract: In the numerical analysis of fluid mechanics problems, especially in high resolution simulation, the reduction of 

computational costs has always been of great importance. The use of reduced-order models, which will increase the speed of 

computation by reducing the constraints of the original model, is a suitable surrogate model for the original governing 

equation. In this research, using dynamic mode decomposition and based on principles of dynamical systems, the governing 

equation has been converted to a reduced order model. The results show if the Reynolds number increases and the effects of 

the viscous term in the governing equation are reduced, the necessary dissipation in the representative model to stabilize the 

numerical solution is decreased. Also, due to the incompleteness of the modal space and removing the effects of some modes, 

the instability will be enhanced. Therefore, by using an artificial dissipation term based on eddy viscosity concept, an attempt 

has been made to increase the stability of the reduced order model. A stabilized reduced-order model, which is learned using 

a snapshots ensemble obtained for a specified Reynolds number, is used to simulate the problem for different Reynolds 

numbers. Comparison between the results obtained by reduced-order model with the exact solution shows the ability and high 

accuracy of the model to predict the problem dynamics. 
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 مقدمه .1

در مسائل مربوط به  جریانسازی میدان  به طور کلی گسسته

سازی دینامیک  مکانیک سیالات و انتقال حرارت به منظور شبیه

به دستگاه معادلات بسیار حجیمی خواهد ، منجر حاکم بر سیستم

ها )مانند میدان  شد. همچنین ساختارهای موجود در این میدان

جابجایی و...( دارای نوسانات وابسته -نفوذ حرارتی، میدان نفوذ

در نتیجه با گذر زمان تغییرات ، دنباشبه زمان و مکان می

ه تصادفی و رفتارهای اتفاقی مانع از بررسی کامل حرکت هم

متغیرهای جریانی در میدان  ذرات سیال و تعیین مقادیر صریح 

د شد. به همین علت پژوهشگران حوزه دینامیک سیالات نخواه

سازی  ، به شبیهاز مسائل دستهبرای بررسی و تجزیه و تحلیل این 

وابستگی الگوهای  ها روی آوردند.و تحلیل عددی این پدیده

ه منظور افزایش تعداد افزارهای کامپیوتری ب عددی به سخت

ترین ویژگی آنها های محاسباتی، از مهمترین و قابل تامل گره

 و زمان، حجم ها پیچیدگیباشد. این امر باعث افزایش  می

گردد. در های محاسباتی میمحاسبات و در نتیجه افزایش هزینه

های اخیر بدست آوردن یک روش محاسباتی سریع و دقیق، دهه

های پژوهشگران در حوزه دینامیک دغدغههمواره یکی از 

روشی که قادر  دستیابی بهاست. بنابراین، سیالات محاسباتی بوده

، مدل اصلیهای ویژگی و کیفیت، دقتباشد با حفظ 

بسیار  ،سازی نماید شبیه سپس  های آن را کاهش وپیچیدگی

تا در تحقیق   رسد. این مشکلات باعث شده ضروری به نظر می

الگو  به توسعه یکهای محاسباتی  حاضر برای کاهش هزینه

ا ه روشترین  یکی از متداول الگو. این پرداخته شود 1کاسته رتبه

رود. بانگ و  شمار می بههای مدل اصلی پیچیدگیبرای کاهش 

ده که اغلب در طراحی و های غیر خطی و پیچی همکاران مدل

 روشوند را توسط ر می کارواقعی ب های تحلیل سیستم

                                      
                                                             

1
 Reduce Order Model 

توانستند حجم  همکاران و افضلی .]1[ندداد توسعهکاسته  رتبه

سازی نسبت به مدل مبتنی بر شبکه عصبی  محاسبات مدل

های کانولوشنی را با استفاده مدل کاهش دهند  متشکل از لایه

نتایج خروجی را نیز به  سازی و دقت چنین سرعت مدل هم

روشی که بیشتر از سایر  .]2[مقدار قابل توجهی افزایش دهند

ها توسط پژوهشگران این حوزه برای بررسی رفتار سیالات  روش

است. 2است، روش تجزیه متعامد بهینه  مورد استفاده واقع شده

ها برای کاهش مرتبه  الگو پرکاربردتریناین روش یکی از 

هیگام و  .]3[رود شمار می به جریان سیال معادلات حاکم بر

 تحلیل جریان سیالهمکاران از روش تجزیه متعامد بهینه برای 

که در آن مقدار دبی حجم به در یک بستر سیال  کرئولوژی

اند. آنها  استفاده کردهکند،  صورت یک تابع پالسی تغییر می

 ،میدانمکانی نسجم ساختارهای متوانستند علاوه بر شناسایی 

و زمان  مکان برحسبرا میزان تغییرات انرژی جنبشی میدان 

کاسته پارامتری  مویدی و همکاران از مدل رتبه .]4[توصیف کنند

سازی  و وابسته به زمان مبتنی بر تجزیه متعامد بهینه برای شبیه

از آنجا که  .]5[جابجایی استفاده کردند-مسائل نفوذ و نفوذ

متعامد بهینه صرفا   بررسی ساختارهای میدان در روش تجزیه

براساس محتوای انرژی هریک از ساختارها بوده و این روش، 

 لذادهد،  دینامیکی مورد ارزیابی قرار نمیرفتار سیستم را از نظر 

بینی رفتار  حاصل، در بلند مدت قادر به پیشکاسته  مدل رتبه

های اخیر  واهد بود. به همین دلیل در سالسیستم بادقت بالا نخ

و تعمیم روش های جریان  میدانفیزیک   ران با مطالعهگپژوهش

مند در راستای تجزیه و تآرنولدی موفق به توسعه روشی قدر

این روش   .[7]، [6]های غیر خطی شدند تحلیل دینامیک سیستم

حاصل از حل عددی   شدههای ثبت صرفا مبتنی بردسته نمایه

دقیق یا نتایج آزمایشگاهی بوده و قابلیت شناسایی آن دسته از 

                                      
                                                             

2 Proper Orthogonal Decomposition 
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و رفتارهای  اثرگذار بودهمختلف  عواملنواحی میدان که در آن 

ابتدا با هدف . این الگو را دارد ،دافت ای اتفاق می پیچیدهدینامیکی 

 اشمید .]8[استخراج اطلاعات دینامیکی میدان جریان معرفی شد

 1تجزیه مود دینامیکی بررسی به در پژوهشی 2۲22در سال 

، به عنوان یک روش اصلی مدلالگوریتم تشریح  شامل استاندارد

سازی  بهینهروش ، همراه با یک ها دادهتجزیه ماتریس برای 

همچنین به . پرداختدال وم ضرایببرای استخراج  مناسب

را به  دینامیکیمود پذیری تجزیه  که انعطاف سئلهسه م بررسی

جریان ساده تا پیچیده  های عنوان یک ابزار تحلیل برای پیکربندی

دی و همکاران یک چارچوب اش .]9[پرداخت ،دهد نشان می

ارائه کردند که مبتنی بر  مود دینامیکیتجزیه جدید از روش 

این الگوریتم  های ورودی است. داده دامنهو  دامنهگرفتن 

و در  دادهسیستم ارائه  ویژهدر مورد مقادیر  ای تازهاطلاعات 

 تجزیه مود دینامیکی نهایت منجر به تقریب بهبود یافته طیف

 شاملتجزیه مود دینامیکی این فرم از روش ، به علاوه. شود می

 ،های حافظه توانند بر اساس محدودیت است که می یپارامترهای

های  کرک و همکاران از ترکیب محدودیت .]1۲[تنظیم شوند

مبتنی بر فرکانس در تجزیه مود دینامیکی برای بدست آوردن 

توسعه روش این منجر به  .یک تجزیه تطبیقی استفاده کردند

مشکل حل شود که مستقیما به  می مقیدتجزیه مود دینامیکی 

بادو و  .]11[انجامد میسیستم های اصلی  ویژگیبا  ارتباط

همکاران چگونگی ادغام اصول فیزیکی با تجزیه مود دینامیکی 

اصلی  قانونآنها توانستند با تمرکز بر روی پنج  .را نشان دادند

های تجزیه  سازی های کارآمد برای بهینه الگوریتم، یفیزیکبقای 

 .]12[مربوطه را استخراج کنند 2مود دینامیکی مبتنی بر فیزیک

به بررسی جریان یک کمپرسور گریز از مرکز هو و همکاران نیز 

                                      
                                                             

1
 Dynamic Modes Decomposition 

2 Physics-informed DMD (piDMD) 

سان و  .]13[با استفاده از روش تجزیه مود دینامیکی پرداختند

دو پره را  یباد نیتورب کی یبر رو داریناپا انیجر کی همکاران

 یکینامیمود د هیاز روش تجز یا گردابه یساز هیبا استفاده از شب

مویدی و همکاران ناپایداری مدل  .]14[دادند قرار  یمورد بررس

جایی مبتنی بر تجزیه مود دینامیکی  جابه-کاسته معادله نفوذ رتبه

ای  گیری از رویکرد لزجت گردابه در اعداد رینولدز بالا را با بهره

در پژوهشی دیگر، مویدی و همکاران تاثیر  .]15[اصلاح کردند

بتنی بر کاسته م ای در اصلاح مدل رتبه رویکرد لزجت گردابه

بینی رفتار بلند مدت معادلات  تجزیه مود دینامیکی، برای پیش

دهنده دقت و  جابجایی را بررسی کردند. نتایج نشان-نفوذ

-سازی معادلات نفوذ کاسته برای مدل سرعت بالای الگوی رتبه

  .]16[جابه جایی بود

است.  به کار گرفته شدهبرای حل مسئله در این پژوهش، دو الگو 

جابجـایی  -معادله نفوذمستقیم سازی عددی  شبیه ،اول ویالگدر 

داده کاسـته   مدل رتبهیک توسعه به بعد  مرحله و درانجام گرفته 

تجزیه مود دینامیکی و با استفاده از روش  فیزیکمبتنی بر  محور

هـای   های مهم در توسعه مـدل  است. یکی از چالش شده پرداخته

ها تحت تاثیر عوامل فیزیکی است. یکـی   ناپایداری آنکاسته  رتبه

از این عوامل فیزیکی تغییر پارامتر مهمی چون عدد رینولـدز بـه   

باشد. دلیل این موضوع کاهش اثرات  در مقادیر بالا می خصوص

در معادلـه  تـرم لـزج    سـهم شـدن   وچـک استهلاکی ناشـی از ک 

میکی باشد. این موضوع کاهش پایـداری پاسـس سیسـتم دینـا     می

شود رفتار سیستم به  و سبب می شتهحاکم بر مسئله را به دنبال دا

ــیش رود. ــا  ،ناپایــداری سیســتم دینــامیکی ســمت واگرایــی پ ب

گیری از مفهوم اتلاف مصنوعی مبتنـی بـر رویکـرد لزجـت      بهره

برای دی های ورو داده ،در این مسئلهاست.  ای اصلاح شده گردابه

عدد رینولدز  مقدار مشخص یک به ازای کاسته رتبه  مدلآموزش 

اعداد سازی مسئله در  شبیهبرای و سپس مدل حاصل  لحاظ شده

تحقیق انجام شده منجـر   است. رینولدز مختلف به کار گرفته شده
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تواند بـه عنـوان جـایگزینی مـدل      شود که می به توسعه مدلی می

ها را برای زمـان   توان داده اصلی باشد. با استفاده از این مدل، می

کاسـته جـایگزین بـا     محدود در نظر گرفت و به کمک مدل رتبه

های زمـانی   ، رفتار سیستم را در بازههزینه محاسباتی بسیار کمتر

بینـی کـرد. همچنــین در تحقیـق حاضـر بـه معرفــی       بلنـد پـیش  

رویکردی پرداخته شده که به کمک آن بتوان پارامترهای اثر گذار 

هـای ورودی   تفاده از دادهو مدل بـدون اس ـ در مسئله را تغییر داد 

بینی کند. این  ، بتواند رفتار سیستم را در شرایط جدید پیشجدید

تر به کمک  تواند به عنوان مبنایی برای حل مسائل پیچیده الگو می

هایی مشابه الگوی مطرح شـده در ایـن پـژوهش باشـد. از      مدل

زمان قابـل توجـه    -مکان جمله مسائلی که حجم محاسبات در 

هـای مربـوط بـه ایـن      تواند کارآیی محاسباتی مدل لذا میبوده و 

های جدی کند. زیـرا بـا کـاهش حجـم و      مسائل را دچار چالش

شـود. از جملـه    های محاسباتی، افزایش سرعت حاصل می هزینه

هـای اقیانوسـی و اتمسـفری و     تـوان بـه جریـان    این مسائل مـی 

 آشفتگی جریان سیال اشاره کرد.

 حاکممعادلة  .2

برگرز یک معادله دیفرانسیل جزئـی بـوده کـه بـا حـذف      عادله م

ــاویر  ــه ن ــارت فشــار در معادل ــاب از  -عب ــرای اجتن اســتوکس ب

های ناشی از کوپلینگ میدان سـرعت و فشـار بدسـت     پیچیدگی

بدون نظر گـرفتن جملـه نیروهـای    معمولا . معادله برگرز آید می

د. شکل غیر بقایی معادلـه برگـرز لـزج غیـر     شو حجمی بیان می

  زیر است: صورتبه و یک بعدی خطی 
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(3) 21
.     

Re

u
u u u

t
 

 به نحوی که:

(4) Re
UL 

 روش حل عددی مستقيم .3

های حاصل از حـل عـددی    از داده ،ها برای بدست آوردن نمایه 

است. بدین منظـور بـرای    مستقیم معادله برگرز لزج استفاده شده

 از روش بالادست مرتبه اول:   محاسبه ترم غیرخطی
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x

 

برای تـرم خطـی نفـوذ از روش تفاضـل مرکـزی مرتبـه دوم       و 

 است: استفاده شده

(6) 
2

1 -1

2 2

- 2 -i i iu u uu

x x
 

کوتـا بـا   -گیری زمانی نیـز از روش رانـگ   همچنین برای انتگرال

  .]17[است دقت مرتبه چهارم استفاده شده

 صح  سنجی حل عددی مستقيم .4
آمده از حل در این بخش به منظور صحت سنجی نتایج بدست 

به مقایسه این نتایج با  ،بعدی عددی معادله برگرز لزج و یک

بدین منظور از  است. پرداخته شده دقیقحل حاصل از  های داده

معادله برگرز نمایش داده شده در دقیق حل  معادله حاصل از

 است: استفاده شده ]18[مرجع 

(7) 
2 2_ Re

Re 2
1

2 2Re _ Re
0 2 Re 2

1

exp( ) sin
4

( , )
Re

2 exp( ) cos

n t
n

i

n t
n

i

I n n x

u x t

I I n x

 

معادله برگرز لزج به  دقیقحل چنین در پژوهش حاضر برای هم

ترتیب از شرط اولیه و شرایط مرزی به صورت زیر استفاده 

 است: شده
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(8) ( ,0) sin( )u x x 

(0, ) ( , ) 0u t u x t 

در این شرایط حل عددی معادله برگرز لزج با استفاده از گام 

 ای معادل یک واحد زمانی انجام بازهو برای  ۲۲1/۲زمانی معادل 

زمان  دو در (7)معادله محاسبه متغیر موجود در با  است. شده

2/۲=t  6/۲و=t  ینتایج 1۲۲۲۲و  1۲۲۲برای اعداد رینولدز و 

با نتایج بدست  از حل عددی حاصل های دادهاست.  هحاصل شد

است.  مقایسه شده 1شكل معادله برگرز در دقیق حل آمده از 

، بیانگر این است که حل 1شده در شکل  نتایج نمایش داده

 دقیقحل عددی معادله برگرز لزج کاملا بر نتایج حاصل از 

منطبق بوده و این امر نشان دهنده دقت بالای حل عددی معادله 

 بر مبتنیکاسته  مدل رتبهآموزش های مورد استفاده برای  و داده

 باشد. این معادله می

 
 )الف(

 
 )ب(

 
 )ج(
 

 
 )د(

و حل عددی معادله  دقي حل مقایسه نتای  حاصل رز  (:1شكل )

 )ب( t=2/۱ (های )رلف و در زما  1۱۱۱برگرز در عدد رینالدز 

۶/۱=t ج( به رزری زما  1۱۱۱۱ و عدد رینالدز( 2/۱ های=t و)د( 

۶/۱=t 

 روش تجزیه ماد دیناميكی .5

ابعاد اسـت کـه توسـط    یک تکنیک کاهش  تجزیه مود دینامیکی

ابعـاد بـالا را بـه سـاختارهای      بـا هـای   شده و داده معرفی اشمید

مـدت کوتـاهی    .]8[کنـد  غالب تجزیه می زمانی -مکانی منسجم

و  رویـل توسـط  ایـن روش   ،تجزیه مود دینامیکی پس از معرفی

همکاران به عنوان یـک تکنیـک عـددی بـرای تخمـین عملگـر       

 ـ درتمندق روشو ایجاد یک  1کوپمن هـای   تحلیـل سیسـتم   رایب

ایـن روش از   .]19[دینامیکی غیرخطی مورد استفاده قرار گرفت

های تکراری برای محاسـبه مقـادیر ویـژه     رویکردی مشابه روش

                                      
                                                             

1 Koopman Operator 
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هـدف از ایـن   کنـد.   خطی یا سایر مسائل جبر خطی استفاده می

های ورودی، که  با تکیه بر داده بندی ، استفاده از یک فرمولروش

آیـد،   دی یـا نتـایج آزمایشـگاهی بدسـت مـی     از طریق حل عـد 

باشد. در واقع، از یک روش مبتنی بـر مـدل بـرای اسـتخراج      می

داده اطلاعات دینامیکی اجتنـاب و در عـور روی یـک روش    

اسـت. بنـابراین ایـن روش     تمرکـز شـده   مبتنی برفیزیـک  محور

ای از مودها را همراه با یک مدل تکـاملی خطـی تولیـد     مجموعه

عنـوان   باشـد، بـه   مـی داده محور که  روش قدرتمند اینکند.  می

ــازی   ــرای جداس ــی ب ــمروش ــات مه ــتم  اطلاع ــامیکی  سیس دین

ساختارهای اصـلی   به منظور تعیین سیال( جریان موردنظر)مانند

 ـدر واقـع ا  اسـت.  همعرفی شـد مسئله سازنده رفتار دینامیکی   نی

 ـو تجز یروش قادر به بررس  ـو تحل هی  یهـا  سـتم یسـاختار س  لی

 ـاز م ینـواح  ییبوده و امکان شناسـا  یرخطیو غ دهیچیپ بـا   دانی

. تجزیـه مـود دینـامیکی بـه     داردمختلـف را   یکینامیدرفتارهای 

هـای   هـای سیسـتم    سازی مبتنـی بـر داده   ابزاری پیشرو برای مدل

هـا یـا    ای از داده به مجموعـه ابتدا  است. در دینامیکی تبدیل شده

اسـت. بـه    نیـاز روش این  گیری بکارها برای  همان ماتریس داده

آوری شـده بـا   گـرد هـای جریـان    عبارتی، با توصیف کلی میدان

هـای تجربـی    سازی عـددی مسـتقیم یـا داده    گیری از شبیه نمونه

هـای   هایی که به صورت یک دنباله از میـدان  شود. داده شروع می

مرتـب خواهنـد    iv ای جریان هستند، تحت عنوان بـردار  لحظه

ها با گام زمانی ثابت نسبت بـه یکـدیگر قـرار     نمایهمعمولا شد. 

Mبنابراین سیستم مورد مطالعه بـه صـورت ماتریسـی بـا     .دارند

 .]15[( مرتب خواهد شد9ستون طبق رابطه ) tسطر و

(9)  
1 1 2 3, , ,...,N

NV v v v v  

اسـت.   tدر لحظه  انیجر دانیم انگریببردار  vر رابطه فوق، د

1-های ماتریسدر  سپس
1
NV  2و

NV  ـنما نیآخـر به ترتیب  و  هی

 :شوند یحذف مهای اصلی  از ماتریس داده هینما نیاول

(1۲) -1
1 1 2 3 -1, , ,...,N

NV v v v v   

(11) 
2 2 3 4, , ,...,N

NV v v v v  

 یعـدد  یسـاز  هیاز شـب  یورود یهـا  داده بر این است که فرر 

تکامل معادلات  یبراAسیماتر دیبا ،بدست آمده باشند میمستق

 ـ ،ی. حال با اسـتفاده از نگاشـت خط ـ  شود حاصل مـاتریس   نیب

1-،اولی ا لحظههای  داده
1
NV 2مجموعـه دوم   و

NV  زیـر   رابطـه 

 شد:برقرار خواهد 

(21)  -1
2 1
N NV AV  

است که شامل اطلاعـات   یفرض یسیماتر ،A نگاشت سیماتر

 ی. براباشد یو در طول زمان ثابت م بوده ستمیس یجیتکامل تدر

نباشـد.   یمتک ـ، Aسیعبارت به مـاتر  دی(، با12رابطة ) یبرقرار

1-یرمربعیغ سیماتراگر 
1
NV ـبا استفاده از روش تجز   ریمقـاد  هی

 ، رابطة زیر بدست خواهد آمد:شود  هیتجز ،1نیتک

-1
1V U W  (13)  

 :جهیدر نت

2
N TV AU W  (14)  

زیر بدست  ة(، رابط14) معادلهدر طرفین  TWو  TUبا ضرب

 آید: می

-1 -1
2

T T T NS U AU W W U V W  (15)  

 ـبرابـر بـوده و از رابطـة ز   با هم  Sو Aسیماتر ژهیو ریمقاد  ری

 :دیآ یبدست م

1,...,i i iSy y i M  (16)  

 Sسیماتر ژهیو ریمقاد iو ژهیبردار و انگریب، iyرابطه نیدر ا

مود  هیبدست آمده از روش تجز یمکان یمودها نیهستند. بنابرا

 :شوند یمحاسبه م ریبه صورت ز یکینامید

                                      
                                                             

1 Singular Value Decomposition 
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i iUy  
(27)  

i i iA  

 ریمقـاد  یتمی)وابسته به زمان( با نگاشت لگار یکینامید یمودها

 :بدست خواهند آمد ریطبق رابطه ز ژهیو

ln( )i
i dt

 (18)  

در بلند مدت و بازسـازی مجموعـه    بینی رفتار سیستم برای پیش

های اولیه، با استفاده از محاسبه ضرایب زمـانی و مودهـای    نمایه

شـود. ایـن عمـل بـا      دینامیکی، یک بسط خطی تقریب زده مـی 

تصویرسازی هر یک از مودهای تجزیه مود دینـامیکی در اولـین   

 شود. نمایه طبق رابطه زیر انجام می

1j
t

i ija v  (19)  

 یکینـام ید یمودهـا  سیشـبه معکـوس مـاتر    tدر رابطة فوق، 

 ـاز رابطه ز هیاول یها هیاز نما کیهر  یاست. به منظور بازساز  ری

 :شود یاستفاده م

-1
M

k
k i i i

i

V a  (2۲)  

 ـمقدار و i،یشمارنده زمان k، فوق در رابطه  ـنما kVو  ژهی  هی

، پـژوهش  نیشده در ا شده در زمان  است. در روش استفاده ثبت

حاصـل از مـاتریس    یمودها نه،یمتعامد به هیبرخلاف روش تجز

 یادار رونـد،  بکار می کاسته رتبه یها توسعه مدل یبراکه  ها نمایه

 .ستندیننیز  یمستقل خط یژگیو یتعامد نبوده و دارا تیخاص

تاسعه مدل مبتنی بر زيزیک  تصایرسازی معادله و .۶

 كیيبا رستفاده رز تجزیه ماد دینام

توانـد پیچیـدگی    کاسـته تکنیکـی اسـت کـه مـی      سازی رتبه مدل

ای را کاهش دهد. این کار با  سازی رایانه محاسباتی یا نیاز ذخیره

تحلیل، کنتـرل   ،تواند تجزیه تر می مرتبه پایینهای جایگزین  مدل

را ساده کند. به منظور توسعه مدل های پیچیده  سیستمو طراحی 

کاسته، کمیت حاکم بر دینامیک مسئله بـه صـورت حاصـل     رتبه

گیری شده زمـانی و یـک بخـش اغتشاشـی      جمع بخش متوسط

 :]2۲[شود نوشته می

( , ) ( ) ( , )u x t u x u x t  (21) 

اغتشاشی براساس تقریب گالرکین به صـورت زیـر قابـل    بخش 

 بازنویسی است:

1

( , ) ( ) ( )
N

i
i

i

u x t a t x  (22)  

ضرایب زمانی هستند که  iaهای دلخواه و پایه iر این رابطه، د

ها به نحوی انتخاب شود تا معادله دیفرانسیل را با  باید مقادیر آن

با جایگذاری روابط مربوط بـه بخـش   تقریب خوبی ارضا کنند. 

ای در معادله برگزر، نتیجـه زیـر    متوسط و اغتشاشی میدان لحظه

 آید: بدست می

1

1

1

( ) ( ( ))

( ) ( )

( ) ( , ( ))

N
i

i

N
i

i

N
i

i

d
x a t

dt

u a t x

u u a t u x

 

1

2 2

1

( ) ( ) ( ( ), ( )))

1
( ( ) ( ))

Re

N
i j

i j
i j

N
i

i

a t a t x x

u a t x

 

(23)  

بهینه، مودهـا نسـبت بـه یکـدیگر دارای     در روش تجزیه متعامد 

خاصیت تعامد هستند ودرنهایت ضریب بخـش گـذرا بـا رابطـة     

شـود. امـا در روش تجزیـه مـود      سـازی مـی   دلتای کرونکر ساده

تـر گفتـه شـد، مودهـا الزامـا دارای       دینامیکی، همانطور که پیش

ویژگی تعامد نبوده پس یک پایه الحاقی شبه متعامد لازم است تا 

ضرب ماتریسـی شـود. ایـن پایـه الحـاقی بـه        ،طرفین رابطهدر 

 :شود صورت زیر تعریف می

(24) -1(( ( ), ( ))ad H
k ix x  
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Hدر رابطه فوق،
k     مزدوج ترانهاده مودهـای روش تجزیـه مـود

در مزدوج ترانهـاده   (23) با ضرب طرفین رابطهدینامیکی است. 

 مودهای تجزیه مود دینامیکی، معادلة زیر حاصل خواهد شد:

(25) 

1

( ( ), ( )) ( ( ))

( ( ), . ( ) ( ). ) ( )

( ( ), . )

( ( ), ( ). ( )) ( ) ( )

N
H i
k i

H i
k i i
H
k

i j
k i j

d
x x a t

dt

x u x x u a t

x u u

x x x a t a t

 

2

2

1
( ( ), )

Re
1

( ( ), ( )) ( )
Re

H
k

H i
k i

x u

x x a t
 

کاســته بــه صــورت یــک معادلــه  در نهایــت معادلــة مــدل رتبــه

دیفرانسیلی ساده مرتبه اول برای ضرایب مودال وابسته به زمـان  

 بدست خواهد آمد:

(26) ( )
( ) ( )

k
i i

kij ki k

da t
A a t B a t C

dt
 

مدل حاصل به صورت سیستم دینامیکی بوده که بـرای محاسـبه   

گیـرد.   مورد استفاده قرار می های مختلف ضرایب مودال در زمان

ــة )  ــود در معادل ــبه  26ضــرایب موج ــر محاس ــه صــورت زی ( ب

 :]16[شوند می

 

k ad
kij ijA A 

k ad
ki iB B 

k ad
kC B 

گيری رز روش  کاسته با بهره پایدررسازی مدل رتبه .7

 ری مصناعی لزز  گردبه

های دینامیکی با فیزیک غیرخطی و  کاسته سیستم سازی رتبه مدل

تواند تحت تأثیر عوامل مختلفی منجر به کسـب   نسبتا پیچیده می

های غیرفیزیکی شود. در این حالت رفتار  نتایج قابل قبول یا داده

تواند در بازه زمانی کوتاه یا بلند به نتایج نادرستی سـوق   مدل می

هـای   مدل صوص، تنها مخصحیحپیدا کند. این واگرایی از نتایج 

کاسـته   مبتنی بر تجزیه مود دینامیکی نبـوده و در الگوهـای رتبـه   

تـوان   شود. پس مـی  حاصل از تجزیه متعامد بهینه نیز مشاهده می

معادلات دیفرانسیل معمولی کـه از طـرح گـالرکین     گفت سیستم

سازی رفتار سیستم با تغییر پارامترهـای   حاصل شده و برای مدل

زمـانی  تواند ناپایدار باشـد.   رود، می کار میمهم حاکم بر مسئله ب

و با مقـادیر عـدد رینولـدز     های زمانی ابتدایی گامسیستم در  که

سـازی عـددی    پایین مدنظر باشد، نتـایج بدسـت آمـده از شـبیه    

بینـی   کاسته کاملا بر هم منطبق بـوده و پـیش   رتبه  مستقیم و مدل

ل این موضـوع  آید. یکی از دلای درستی از رفتار مسئله بدست می

تر شدن عبارت نفوذ در معادله و تاثیر افزایش اثـر   تواند غالب می

کاسته از رویکرد کـاهش   باشد. در توسعه مدل رتبه استهلاکی آن 

مرتبه سیستم دینامیکی مبتنی بر حذف اثر برخی مودها بهره برده 

توانند مشابه سـاختارهای ریـز    برخی از این مودها می است. شده

های محصور بـه   های آشفته باشند که در جریان جریانمقیاس در 

هـایی تحـت اثـرات غالـب لزجـت و در       ه دیواره متاثر از محدود

از مـدل  زمانی که این ساختارها استهلاکی باشد. رفتارهای نتیجه 

و  بخشی مهمی از فیزیک مسئله از دسـت رفتـه   شوند حذف می

دینـامیکی حاصـل   سیسـتم  در  یپایـدار نا تواند سبب تشدید می

افزایش در مسئله مورد بررسی یکی دیگر از علل ناپایداری  .شود 

و تغییر رفتار مسئله از شکل تحت تأثیر لزجـت بـه   عدد رینولدز 

حاصل  کاسته مدل رتبهدر نتیجه باشد.  میفرم تحت تأثیر اینرسی 

رفتـار  کـاهش   دچـار افزایش عـدد رینولـدز،   به صورت ذاتی با 

 مـدل  تواند سبب تشـدید ناپایـداری در    این میشده و  یاستهلاک

  شود.داده محور مبتنی بر فیزیک 

 دادهیک روش جایی که اساس روش تجزیه مود دینامیکی  از آن

 هــای  هــای ورودی بــه صــورت داده اگــر دادهباشــد،  محـور مــی

گیری  بر روی یک سیستم واقعی اندازه آزمایشگاهی و با آزمایش

خطـای  مـواردی چـون    ممکن اسـت  گیری اندازهدر شده باشند، 

هـای حاصـل بـه     عدم دقت و تمرکز وجود داشته و داده انسانی،
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مدل جایگزین که بر در نتیجه  بدست آورده نشود.صورت دقیق 

بینی رفتار  ها توسعه یافته، پایداری لازم برای پیش اساس این داده

ای بردر این پژوهش نظر را نداشته باشد.  سیستم دینامیکی مورد

اصلاح این ناپایداری و جبـران اسـتهلاک از دسـت رفتـه بـرای      

از یـک عبـارت    ،پایـدار حالـت  سیسـتم بـه   رفتار رسیدن مجدد 

شود. همچنین این  در مدل استفاده می 1ای مصنوعی لزجت گردابه

شـده در   تواند به عنوان جایگزین اثر مودهـای حـذف   عبارت می

سـازی   رویکـرد شـبیه  فرآیند کاهش مرتبه بکـار رفتـه و مشـابه    

سـازی سـاختارهای متجانسـی کـه      های آشفته برای مـدل  جریان

تری دارند، استفاده شـود. ضـریب مـورد نظـر      سطح انرژی پایین

کاسته به ازای مقـادیر متفـاوت عـدد     سازی مدل رتبه برای پایدار

رینولدز متغیر بوده اما به طور کلـی در ایـن پـژوهش مقـدار آن     

م اسـتهلاک مصـنوعی کـه بـه مـدل      اسـت. تـر   ثابت فرر شده

شـود، بـه صـورت رابطـه زیـر       کاسته اسـتاندارد اضـافه مـی    رتبه

 :]16[باشد می

(27) 
2 2 ,k e k
B u 

1 2 ;ki e i k
B 

ای است.  دهنده لزجت گردابه نشان e در این دو رابطه مقدار

است یکی از آنها در  ( مشخص27) ةمعادلهمانطور که در 

کاسته لحاظ شده و دیگری در ترم خطی  عبارت ثابت مدل رتبه

بر اساس  یا لزجت گردابهپارامتر  قیمقدار دقرود.  مدل بکار می

کاسته  مدل رتبه یدارسازیمسئله موردنظر و به منظور پا ازین

 نولدزیمقدار عمدتا در مرتبه عکس عدد ر نی. اوش میلحاظ 

ارائه یک طرح  پژوهشدر این هدف اصلی  شود. درنظرگرفته می

با مقدار عدد  ای( هایی )تصاویر لحظه به ازای نمایه پایدار

به تغییر عدد رینولدز  سازی مسئله با ه منظور شبیهب ثابترینولدز 

بنابراین، طبق این  باشد. می کاسته جایگزین مدل رتبه کمک

                                      
                                                             

1
Artificial Eddy Viscosity 

سیستم تامین  و اصلاح مقدار انرژی لازم برای پایداری تکنیک

سازی در اعداد رینولدز بالا  شده و مقادیر بدست آمده از مدل

های موجود در  با بکار بردن عبارتپاسس مناسبی خواهند داشت. 

(  به 26شده، مطابق معادلة ) کاسته اصلاح (، مدل رتبه27معادلة )

 صورت زیر تبدیل خواهد شد:

(28)  
( )

k
i j i

kij ki k
da

A a a B a t C
dt

 

1
ki ki kiB B B  

2
k k kC C B  

      نتای  .8

نتایج حاصل شده از شبیه سازی عددی مستقیم ، در این قسمت 

 ارائـه کاسته مبتنـی بـر تجزیـه مـود دینـامیکی       سازی رتبه و مدل

اول معادله برگرز ناپایا یک بعدی لزج تراکم  بخشاست. در  شده

سازی عددی مستقیم حل شده و سـپس   شبیه ناپذیر با استفاده از

هـای پیشـین،  مـدل     با استفاده از رویکرد تفسیر شده در قسمت

 ـ .شـود  کاسته بدست آمده و جایگزین مدل اصلی مـی  رتبه  دینب

ی عددی ساز های بدست آمده از شبیه مجموعه داده از یکمنظور 

اسـت. در   کاسـته اسـتفاده شـده    رتبـه  برای ورودی مـدل  ،مستقیم

سازی  حاضر برای حل عددی معادله برگرز از روش شبیه  مطالعه

فـرر   ۲۲1/۲عددی مستقیم بهره برده شده و گام زمانی معادل 

این مقدار گام زمانی طبق مطالعه صورت گرفته منجر  است. شده

سـازی بـا دقـت بـالا      برای شبیهبه ایجاد یک مدل عددی پایدار 

حل عددی این معادله برای یک واحـد زمـانی و بـه    خواهدشد. 

است. شرایط مـرزی و اولیـه    انجام شده 5۲۲۲دز لوازای عدد رین

 باشد: این مسئله به شرح زیر می

(29) 
( ,0) sin(2 )u x x 

(0, ) (1, ) 0u t u t 

هـا شـامل    برگرز، ماتریس دادهپس از حل عددی مستقیم معادلة 

های زمانی مساوی و متوالی ایجاد و بـه   نمایه )عضو( با گام 1۲۲
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اسـت.   کاسته در نظر گرفته شده رتبه  های ورودی مدل عنوان داده

پس از حل مسئله مقادیر ویژه، مودهای حاصل از روش تجزیـه  

مودهـای  توزیـع   2شكل در  مود دینامیکی محاسبه خواهند شد.

اســت. مودهــای  آورده شــده 5۲۲۲دینــامیکی در عــدد رینولــدز 

بدست آمده از روش تجزیه مود دینـامیکی نسـبت بـه یکـدیگر     

تـوان انـرژی مخـتص بـه      . به همین دلیل نمـی باشند مستقل نمی

هریک از مودهای مکانی را به طور جداگانه بیان کرد و در نتیجه 

تقدمی نسبت بـه   ،ده مود استخراج شده، از لحاظ محتوای انرژی

تـوان   یکدیگر نداشته و با استفاده از ترکیب خطی این ده مود می

 میدان را بازسازی کرد. 

 

 

 

 
و چهارم حاصل  سام تازیع چهار ماد دیناميكی رول، دوم، (:2شكل )

 5۱۱۱های حل معادله برگرز در عدد رینالدز  رز نمایه

بازه زمانی  دررنت ررل گيری رز مدل رتبه کاسته . 1.8

 کاتاه به رزری عدد رینالدز ثاب 

 یطیشـرا  یکاسته برا حاصل از مدل رتبه جیبخش نتا نیدر ا

 آموزش مـدل   یبراها  موجود در ماتریس نمایه یها دادهتمام که 

در ایـن بخـش   لازم به ذکـر اسـت   . است شده ارائه رود، یبکار م

میـدان جریـان   ولـدز  نبـا عـدد ری   ورودیهـای   عدد رینولدز داده

ای بـه   . به عبارتی دیگر عدد رینولدز تصاویر لحظـه یکسان است

های ورودی ثابـت مانـده و میـدان     کار گرفته شده به عنوان داده

در د. ش ـخواهـد  سـازی   شبیهدر همین عدد رینولدز نیز  موردنظر

 یا بازه یو برا هینما 1۲۲کاسته با استفاده از  مدل رتبه طیشرا نیا

مـدل   سـپس . شـود  یآمـوزش داده م ـ  ید زمـان واح ـ کیمعادل 

 یری ـگ شده و انتگرال یمود بازساز 1۲از  یریگ با بهره ستهکا رتبه
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شكل . اسـت  هشدانجام  ۲۲1/۲اندازه  اب یگام زمان 1۲۲۲ ه ازایب

حاصـل از مـدل    t=1پاسـس معادلـه برگـرز در زمـان     سـه یمقا  3

عـدد   یبـه ازا  میمستق یعدد یساز هیو شب شده کاسته اصلاح رتبه

کاسـته   تغییرات پاسس مـدل رتبـه   .دهد یرا نشان م 5۲۲۲ نولدزیر

هــای  بـا داده  (=75/۱x)معادلـه برگـرز در یـک نقطـه مشـخص      

 هـای  دقیق مقایسه شده و رفتـار مـدل در  زمـان   حل حاصل از  

بیانگر این است  نتایج است.  نمایش داده شده 4شكل در مختلف 

کاسـته در مقایسـه بـا حـل      های حاصل از مدل رتبه که دقت داده

 باشد. می  قبول قابل ختلفهای م عددی مستقیم در زمان

 
سازی  حاصل رز شبيه t=1ر دمقایسه پاسخ معادله برگرز (: 3شكل )

ها  )مدل با تمام نمایه ،شده کاسته رصلاح رتبه   عددی مستقيم و مدل

 5۱۱۱نمازش درده شده( به رزری عدد رینالدز 

 
حاصل رز  =75/۱xمقایسه پاسخ معادلة برگرز در نقطه (: 4شكل )

)مدل با تمام  شده کاسته رصلاح رتبه   سازی عددی مستقيم و مدل شبيه

 5۱۱۱به رزری عدد رینالدز ها نمازش درده شده( نمایه

بازه زمانی کاتاه  درکاسته  گيری رز مدل رتبه رنت ررل. 2.8

 با تغييررت عدد رینالدز

از مدل  نتایج بدست آمده ،در این قسمت نیز مانند قسمت پیشین

هـا بـه    های ماتریس نمایـه  که تمام آرایه یطیشرا یکاسته برا رتبه

 اسـت.  شـده  ارائـه  رود، یبکار مبرای آموزش مدل صورت کامل 

سـازی بـه کـار گرفتـه      یـه بـرای مـدل   نما 1۲۲بدین معنـی کـه   

در این است که عـدد  تفاوت این بخش با بخش قبلی است.  شده

 هـای  ای به کار گرفته شده بـه عنـوان داده   رینولدز تصاویر لحظه

لـیکن مـدل    در نظـر گرفتـه شـده    5۲۲۲ و برابـر بـا  ثابت  اولیه

 5شكل  .است حل شده تفاوتم د رینولدزاعدا کاسته به ازای رتبه

)آخـرین گـام زمـانی(     t=1پاسس معادله برگرز در زمـان   سهیقام

 یعـدد  یسـاز  هیشـده و شـب   کاسـته اصـلاح   حاصل از مدل رتبـه 

برای در این شکل پاسس معادله بررگرز . دهد یرا نشان م میمستق

مشـاهده  و   داده شـده  شانن 8۲۲۲و 2۲۲۲ ، 1۲۲۲اعداد رینولدز 

در مقایسـه بـا حـل    کاسـته   های حاصل از مدل رتبه داده ،شود می

 باشد. عددی مستقیم از دقت بالایی برخوردار می

 
 )الف(
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 )ج(

سازی عددی  حاصل رز شبيه t=1ر دمقایسه پاسخ معادله برگرز (: 5شكل )

ها نمازش درده  )مدل با تمام نمایه ،شده کاسته رصلاح رتبه   مستقيم و مدل

 8۱۱۱و)ج( 2۱۱۱)ب(، 1۱۱۱ شده( در رعدرد رینالدز )رلف(

رنت ررل گيری رز مدل رتبه کاسته برری بازه زمانی . 3.8

 بلند به رزری عدد رینالدز ثاب 

 ،زمـانی کوتـاه    با توجه به دقت بـالای بازسـازی میـدان در بـازه    

دسته بینی مدل از وضعیت میدان در بازه زمانی بلند به ازای  پیش

نیز مورد انتظـار اسـت. بـدین     5۲۲۲ولدز ندر عدد ری ثابتنمایه 

دسـته   ها انتخـاب و  درصد نمایه 35 ،منظور از دسته نمایه اصلی

های جدیـد بـه    است. از این دسته نمایه نمایه جدیدی ایجاد شده

 هـم در فـرم اسـتاندارد و    هـم کاسـته   منظور آموزش مـدل رتبـه  

خـارج از محـدود    است. بدین صورت  استفاده شده شده اصلاح

کاسـته   منظور آزمایش دقت مدل رتبهبه  ،نمایه جدیدزمانی دسته 

. واضح است این است گرفته شدهبکار بینی رفتار سیستم  در پیش

زمانی در فرآیند آمـوزش مـدل لحـاظ نشـده و بـه خـوبی         بازه

های میدان مـورد   بینی داده کاسته  در پیش تواند دقت مدل رتبه می

کاسـته  مـدل رتبـه  به منظور بررسـی عملکـرد    نظر را نشان دهد.

حاصل از نتایج  ،بینی دینامیک مسئله مورد نظر استاندارد در پیش

بدین منظور تغییرات زمانی پاسـس معادلـه   است.  شدهآن بررسی 

 مـدل و  قیدقحل حاصل از   (=75/۲x) مشخص نقطهدر  برگرز

در  انـد.  هم مقایسه شدهبا  ۶شكل در قالب ، استانداردکاسته  رتبه

عدد  ازایبه  ها درصد داده 35جدید شامل   دسته نمایه این مورد،

همان طور کـه  است.  برای آموزش مدل بکار رفته 5۲۲۲رینولدز 

کاسـته در مقایسـه بـا     در شکل نشان داده شده دقـت مـدل رتبـه   

مـدل نتوانسـته   و  مناسـب نبـوده   های حـل عـددی مسـتقیم    داده

  .کندبینی  به خوبی پیشرا دینامیک حاکم بر مسئله 

 

حاصل رز  =75/۱xمقایسه پاسخ معادلة برگرز در نقطه  (:۶شكل )

،  ناده( کاسته رستاندررد )رصلاح رتبه   سازی عددی مستقيم و مدل شبيه

 5۱۱۱ها نمازش درده شده(، به رزری عدد رینالدز  درصد نمایه 35)مدل با 

 موقعیـت در  تغییرات زمـانی پاسـس معادلـه برگـرز     ،7شكل در 

(75/۲x=)،    شـده  اصـلاح کاسته  رتبه  مدلو  قیدقحل حاصل از 

 سـه یمقا شـده،  دادهآموزش  ای مشابه حالت قبل که با دسته نمایه

شده در  کاسته اصلاح دقت مدل رتبهدهند  شان مینتایج ن .اند شده
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زمانی بیش از   ردنظر و در بازهبینی رفتار دینامیکی مسئله مو پیش

قابل  ،است کاسته بکار رفته رتبهای که برای آموزش مدل  محدوده

مدل های حاصل از  بین داده ایمقایسه 8 شكل در .باشد قبول می

مطابق شـرایط مـدل   دقیق حل های  شده و داده اصلاح کاستهرتبه

،  t=1زمان  دراین مقایسه . است ، انجام شده7بکار رفته در شکل 

کاسته اصلاح شـده بـه    صورت گرفته و به خوبی دقت مدل رتبه

دقیـق  حـل  های  در قیاس با داده  5۲۲۲ ،ثابت نولدزیعدد رازای 

 دهد. را نمایش می

 
حاصل رز   =75/۱xمقایسه پاسخ معادلة برگرز در نقطه  (:7شكل )

شده، )مدل با  کاسته رصلاح رتبه   سازی عددی مستقيم و مدل شبيه

 5۱۱۱ها نمازش درده شده(، به رزری عدد رینالدز  درصد نمایه35

 
سازی  ، حاصل رز شبيهt=1ر دمقایسه پاسخ معادلة برگرز  (:8شكل )

ها  درصد نمایه35مدل با شده، ) کاسته رصلاح رتبه   عددی مستقيم و مدل

 5۱۱۱( در عدد رینالدز نمازش درده شده

کاسته برری بازه زمانی  رنت ررل گيری رز مدل رتبه. 4.8

 بلند با تغييررت عدد رینالدز

بینی رفتـار دینـامیکی مسـئله     برای پیش جایگزین توسعه مدلبا 

 مـدل  رود انتظـار مـی  و بررسی صـحت عملکـرد آن،    مورد نظر

جایگزینی برای معادلـه حـاکم اصـلی در    حاصل بتواند به عنوان 

های زمانی متغیر و به ازای تغییرات پارامتر مهمی چون عـدد   بازه

مـدل  رینولدز به کار رود. در این بخش نیز همانند بخـش قبلـی   

هـای   داده است. شدهها آموزش داده  درصد نمایه 35 اکاسته ب رتبه

دد رینولدز در این قسمت نیز در ع کاسته آموزش دهنده مدل رتبه

در شـده حاصـل    کاسـته اصـلاح   تولید شده ولی مدل رتبه 5۲۲۲

بکــار گرفتــه شــده تــا توانــایی آن در  یاعــداد رینولــدز مختلفــ

 ای مقایسـه  ۹شوكل  در . سازی مسئله موردنظر بررسی شود شبیه

حل های   کاسته استاندارد و داده های حاصل از مدل رتبه بین داده

بخش با شرایطی مشابه  نظردر حالتی که دسته نمایه مورد  ،دقیق

این مقایسـه بـرای آخـرین     ت.اس ارائه شدهشده،  گرفته  بکارقبل 

صـورت   t=1گام زمانی در دسته نمایه اصـلی معـادل بـا زمـان     

شـرایط   ، در اینگرفته است. همان طور که از نتایج نمایان است

میـدان جریـان در اعـداد     و 5۲۲۲های اولیه  که عدد رینولدز داده

کاسته در مقایسه  باشد، دقت مدل رتبه می  2۲۲۲، 1۲۲۲رینولدز 

بـازه  های حل عددی مستقیم به ازای عدد رینولدز بالاتر و  با داده

زمانی بیشتر کاهش یافته و دینامیک حاکم بر مسـئله بـه خـوبی    

 است. بینی نشده پیش
 

 موقعیـت ز در تغییرات زمـانی پاسـس معادلـه برگـر     1۱ شكل در

(75/۱x=)    کاسـته اسـتاندارد    دقیق و مـدل رتبـه  حل حاصل از

در اعـداد  موردنظر . در این شکل میدان ندا شدهمقایسه و بررسی 

مقایسـه  هـای دقیـق    سازی و بـا داده  شبیه 2۲۲۲، 1۲۲۲رینولدز 

بـه ازای اعـداد   کـه  بیـانگر ایـن اسـت    نتایج حاصـل  . ستا شده

رینولدز بالاتر دقت مدل کاهش یافته و دینامیک حاکم بر مسـئله  



15 

 

  

ای بـین   مقایسـه  11شوكل   در. اسـت  نشـده بینـی   به خوبی پیش

سـازی   شـده و شـبیه  کاسـته اصـلاح   های حاصل از مدل رتبه داده

نتایج به ازای است.  گرفتهعددی مستقیم در بازه زمانی بلند انجام 

بینـی   است که دقت مدل در پـیش  واضحانجام شده و  t=1زمان 

های میدان مورد نظر خارج از بازه زمانی که بـرای آمـوزش    داده

باشد. همچنین تغییرات زمانی پاسس  می مناسب ،مدل به کار رفته

دقیق و مدل حل حاصل از   (=75/۲x) موقعیتمعادله برگرز در 

لازم  اسـت.  شـده   نمایش داده 12شكل در شده  کاسته اصلاح رتبه

 وایجاد  5۲۲۲ عدد رینولدزبه ازای کاسته  به ذکر است مدل رتبه

 سازی شبیه 2۲۲۲ و1۲۲۲، 1۲۲در اعداد رینولدز  موردنظر  میدان

تغییرات زمانی پاسـس معادلـه برگـرز در     13شكل . در ستا شده

کاسـته  دقیـق و مـدل رتبـه   حـل  حاصـل از    (=75/۱x) موقعیت

عضـو بـرای    8۲ای بـا   که دسـته نمایـه  اصلاح شده در شرایطی 

میـدان   مسـئله است. در این  شده مقایسه، آموزش مدل بکار رفته

کاسـته   بـا اسـتفاده از مـدل رتبـه     8۲۲۲در عدد رینولدز موردنظر

کاســته  نتـایج دقـت بــالای مـدل رتبـه     .اســت سـازی شـده   شـبیه 

بینی رفتار دینامیکی مسئله مورد نظر را اثبات  شده در پیش اصلاح

و چگـونگی عملکـرد مـدل     بـرای درک بیشـتر مسـئله    کنـد.  می

از پاسس معادلـه برگـرز در راسـتای     سه بعدی توزیع، کاسته رتبه

در این است.  نمایش داده شده ،14شكل مکان و زمان، مطابق با 

کاسته  عددی مستقیم و مدل رتبه های حاصل از حل تصاویر داده

هـای   ر قیاس با دادهآورده شده و به خوبی دقت مدل جایگزین د

همانطور که . شود دقیق در راستای مکان و زمان مشاهده میحل 

راسـتای زمـان، یـک فرآینـد     مسـئله در   متغیررفتار واضح است 

استهلاکی ناشی از اثرات لزجت را نشان داده که این موضوع بـه  

شـود.   منجر مـی وابسته معادله برگرز کاهش بیشینه مقدار کمیت 

همچنین با بررسی رفتار پاسس معادله برگـرز در راسـتای مکـان،    

ای  اثرات جابجایی)اینرسی( به صورت ایجاد یک شبه موج ضربه

ی او یک عدم پیوستگی ناشی از حرکت موج سینوسی در راسـت 

 .شود مکانی دیده می

- 
 )الف(

 
 )ب(

سازی  حاصل رز شبيه،  t=1رد(: مقایسه پاسخ معادلة برگرز ۹شكل)

ها  درصد نمایه35مدل با ) ،ستاندرردکاسته ر رتبه   عددی مستقيم و مدل

 2۱۱۱و)ب( 1۱۱۱( در رعدرد رینالدز )رلف(نمازش درده شده
 

 
 )الف(
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 )ب(

حاصل رز  =75/۱xمقایسه پاسخ معادلة برگرز در نقطه  (:1۱شكل )

درصد 35مدل با ، )ستاندرردکاسته ر رتبه   سازی عددی مستقيم و مدل شبيه

 2۱۱۱و)ب( 1۱۱۱(، در رعدرد رینالدز )رلف(ها نمازش درده شده نمایه
 

 
 )الف(

 
 )ب(

 
 )ج(

 سازی ، حاصل رز شبيهt=1ر د(: مقایسه پاسخ معادلة برگرز 11شكل)

ها  درصد نمایه35مدل با ) ،شده کاسته رصلاح رتبه   عددی مستقيم و مدل

 2۱۱۱، )ج(1۱۱۱، )ب(1۱۱در رعدرد رینالدز )رلف( (نمازش درده شده
 

 
 )الف(

 
 )ب(
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 )ج(

حاصل رز  =75/۱x مقایسه پاسخ معادلة برگرز در نقطه (:12شكل )

درصد 35مدل با شده، ) کاسته رصلاح رتبه   سازی عددی مستقيم و مدل شبيه

، 1۱۱۱)ب(، 1۱۱رعدرد رینالدز )رلف(در (، ها نمازش درده شده نمایه

 2۱۱۱)ج(
 

1 
حاصل رز  =75/۱x مقایسه پاسخ معادلة برگرز در نقطه (:13شكل )

 8۱شده، )مدل به رزری  کاسته رصلاح رتبه   سازی عددی مستقيم و مدل شبيه

 8۱۱۱نمازش درده شده(، در عدد رینالدز  ها نمایه درصد
 

  
 )الف(

                                      
                                                             

 

  
 )ب(

  
 )ج(

  
 )د(

  
 )و(

 رز حاصل زمانی-پاسخ معادله برگرز در ررستای مكانی(: 14شكل )

 مدل رتبه کاسته وسم  چپ( ستا  سازی عددی مستقيم) شبيه

 ، 1۱۱سم  ررس ( در رعدرد رینالدز )رلف(ستا  )شده  رصلاح

8۱۱۱و )و( 5۱۱۱، )د(2۱۱۱، )ج(1۱۱۱)ب(

محور کاسته داده  به منظور ارزیابی راندمان محاسباتی مدل رتبه

ای بین زمان  ( مقایسه2( و )1مبتنی بر فیزیک در جدول )

سازی عددی  محاسبات هر بخش و زمان کل بین روش شبیه

است. همانطور که در جدول  مدل جایگزین انجام شدهمستقیم و 

مشخص است هزینه محاسباتی این مدل در مقایسه با روش حل 
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کاهش زمان  عددی مستقیم بسیار کمتر بوده و توانایی مدل در

 دهد. محاسبات با وجود دقتی مشابه با مدل اصلی را نشان می

( توسط 2( و )1های مندرج در جداول ) لازم به ذکر است داده

 intel(R) Core (TM) i7-6500Uای با پردازشگر  رایانه

CPU @ 2.5GHZ  8.00و حافظهGB اند. بدست آمده 

سازی عددی مستقیم و مدل  شبیه(: مقایسه زمان مورد نیاز برای 1جدول )

 کاسته داده محور مبتنی بر فیزیک در بازه زمانی کوتاه رتبه

 زمان کل)ثانیه( زمان)ثانیه( مدل

 45 45 سازی عدی مستقیم شبیه

 11 محاسبه مودهای دینامیکی

 8 محاسبه ضرایب معادله مدل رتبه کاسته 26

 7  کاسته گیری از مدل رتبه انتگرال
 

 

سازی عددی مستقیم و مدل  (: مقایسه زمان مورد نیاز برای شبیه2) جدول

 کاسته داده محور مبتنی بر فیزیک در بازه زمانی بلند رتبه

 زمان کل)ثانیه( زمان)ثانیه( مدل

 9۲ 9۲ سازی عدی مستقیم شبیه

 11 محاسبه مودهای دینامیکی

 8 محاسبه ضرایب معادله مدل رتبه کاسته 28

 9  کاسته گیری از مدل رتبه انتگرال

 نتيجه گيری .۹

با استفاده از روش تجزیه مـود دینـامیکی معادلـه     ،در این مطالعه

یافته مبتنی بر داده و فیزیـک   برگرز لزج به یک مدل کاهش مرتبه

در ابتدا معادلـه حـاکم برمسـئله بـا اسـتفاده از       است. تبدیل شده

سازی عددی مسـتقیم حـل شـده و سـپس از نتـایج       روش شبیه

هـای   اسـت. داده  هـای اولیـه اسـتفاده شـده     حاصل به عنوان داده

 ـ کاسـته،  رتبـه   آموزش مدل یورودی برا ای عـدد رینولـدز   ه ازب

 : دهدوحالت ارزیابی ش براینتایج . است  در نظر گرفته شده 5۲۲۲

های ورودی با عـدد رینولـدز    که عدد رینولدز داده حالتی ()الف

کـه عـدد    حالتی (2اشد، و)یکسان بکاسته  بکار رفته در مدل رتبه

مـورد  بـا عـدد رینولـدز     بکار رفته برای آمـوزش مـدل  رینولدز 

. باشـد متفـاوت  کاسـته   سازی به کمک مدل رتبه استفاده در شبیه

. باشـد  مـی  کاسته مـثثر  مدل رتبهیک چندین عامل در ناپایداری 

یکی از این عوامل ناپایداری، تغییـر کمیـت مهمـی چـون عـدد      

ــدز  ــیرینول ــد م ــادیر    باش ــا مق ــدز ت ــدد رینول ــزایش ع ــا اف . ب

ــه دنبــال آن کــاهش  8۲۲۲و در نهایــت  5۲۲۲،2۲۲۲،1۲۲۲ و ب

استهلاک مورد نیاز، مشابه با شرایط جریان آشفته، تاثیر ترم لزج 

کاسـته   کاهش یافته و این رفتـار در مـدل رتبـه    موجود در معادله

کاسته ناپایدار شده  های مدل رتبه پاسس هایتشود. در ن تشدید می

هـا خواهـد شـد کـه ایـن       و در نهایت منجر به واگرایی جـواب 

ناپایداری به عوامل  از دیگرشود.  واگرایی با گذر زمان بیشتر می

توان اشـاره   میهای ورودی نیز  حذف مودها و عدم دقت در داده

کاسـته و جبـران    . بدین منظور برای پایدارسازی مـدل رتبـه  کرد

یک ترم اتلاف مصـنوعی تحـت عنـوان     ،استهلاک از دست رفته

سازی جریان آشفته به ترم  ای مبتنی بر مفاهیم مدل لزجت گردابه

وردهای ادسـت به طور کل  است. لزج موجود در معادله اضافه شده

 :بیان کردتوان  میاین پژوهش را در قالب موارد زیر 

بـرای  کاسته داده محور مبتنی بر فیزیک  توسعه یک مدل رتبه (1)

 نفوذ -مسائل جابجایی 

بـا   کوتـاه و بلنـد   زمـانی  های بینی رفتار سیستم در بازه پیش( 2)

 های موردنیاز برای آموزش مدل استفاده از حجم محدود داده

در بینـی آن   به منظور بهبود پیش استهک ارسازی مدل رتبهپاید (3)

 اعداد رینولدز بالابه ویژه در 

های محدود به مقـدار )مقـادیر( مشـخص از      استفاده از داده( 4)

بینی رفتار سیسـتم بـه ازای تغییـر     گذار مسئله و پیش تأثیر  پارامتر

توانـد بـه نـوعی     مقدار این پارامتر، به نحوی که مدل حاصل می

 مدل وابسته به زمان و پارامتریک نیز محسوب شود. 
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مـدل از  بینی  پیش حاصل ازدقت بالا هایی با  ( دستیابی به داده5)

و در رفتار سیسـتم بـه ازای تغییـر پـارامتر مهـم عـدد رینولـدز        

 های زمانی بلند. بازه

 زهرس  رختصاررت

SVD  تجزیه مقادیر تکین 

RK4  چهارممرتبه با دقت رانگ کوتا 

ROM مدل رتبه کاسته 

POD تجزیه متعامد بهینه 

DMD تجزیه مود دینامیکی 
 

   زهرس  علائم

U 
 ای لحظهمیدان 

U متوسط  مقدار 

U 
 اغتشاشی مقدار

ia 
 ضرایب سیستم دینامیکی

N ها تعداد کل نمایه 

M 
 تعداد نقاط مکانی 

W 
 ماتریس بردارهای تکین سمت چپ

 
 ماتریس مقادیر تکین

A ماتریس نگاشت 

S ماتریس متشابه 

i مقدار ویژه ماتریس نگاشت 

iy بردار ویژه ماتریس نگاشت 

Re عدد رینولدز 

e  ای لزجت گردابهمقدار 

 علائم یانانی

 مودهای مکانی 

ad های الحاقی مودهای دینامیکی پایه 

 زیرنایس

i 
 شماره مکانی

k 
 شمارنده زمانی
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