
 383ـ371(، صفحه 3041 بهار و تابستان) 3، شماره 31جلد محاسبات نرم،  مجله

https://doi.org/10.22052/scj.2024.253459.1178 

 نسکیبوز یخطریغ یبا مشتقات جزئ لیفرانسیشده توسط معادله د یسازبلند آب مدل یهاموج یعدد یسازهیشب» ،یاکبر محب و یفخار هیحورمقاله: نحوه ارجاع به 

 .3301، بهار و تابستان 383ـ371فحات ، ص3، شماره 31، مجله محاسبات نرم، جلد «یفیط بیتقر کیبا استفاده از 

 

 مجله محاسبات نرم
SOFT COMPUTING JOURNAL 

 scj.kashanu.ac.ir مجله: تارنمای

 

 

 یرخطـیغ یبا مشتقات جزئـ لیفرانسیشده توسط معادله د یسازبلند آب مدل یهاموج یعدد یسازهیشب

 یفیط بیتقر کیبا استفاده از  نسکیبوز
 اریدانش ،*3یاکبر محب ،دکتریدانشجوی  ،3یارفخ هیحور

 .رانیدانشگاه کاشان، کاشان، ا ،یاضیدانشکده علوم ر ،یکاربرد یاضیگروه ر 3

 

  اطلاعات مقاله

 
 

 تاریخچه مقاله:

 3041ماه  مرداد 13دریافت 

 3041ماه  رمه 11پذیرش 

 
 کلمات کلیدی:

 افتهیمیتعم یژاکوب یهایاچندجمله

 نسکیمعادله بوز

 نیروش گالرک

 یفیروش ط

 خطا نیتخم

 

 

 
 

 دهیچك
 

کننـده  فیکـه توصـ نسکیبوز یرخطیغ یجزئ لیفرانسیحل معادله د یبرا نیمقاله، روش گالرک نیدر ا

بـه عنـوان  افتـهیمیتعم یژاکوب یهایااستفاده از چندجمله یاصل دهی. اگرددیارائه م ،باشدیامواج آب م

 یمعادلـه را بـرآورده سـازد. بـرا یمرز طیکه شرا باشدیم یابه گونه یمكانمشتقات  یبرا یاهیتوابع پا

 یزمـان یسـازگسسـته یبرا كلسونیکرانک ن-فراگ پیروش ل ،یرخطیاز حل دستگاه معادلات غ زیپره

 جیقرار گرفتـه و نتـا یمورد بررس قیبه صورت دق یشنهادیطرح پ یخطا نی. تخمگرددیم شنهادیمعادله پ

 جینتـا نی. همچنباشدیم نظری جیانت دیوو م نییپا یروش و زمان محاسبات یده دقت بالادهننشان یعدد

و از مراتـب زوج کارآمـد  یرخطـیغ یجزئـ لیفرانسـیمعادلات د یروش برا نیا دهدیحاصل نشان م

 .باشدیم
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 مقدمه. 3
فیزیکی  هایپدیده سازیمدل برای بالا مراتب دیفرانسیل معادلات

ی مثال معادلات دیفرانسـیل مرتبـه بسیار زیادی دارند. براکاربرد 

، مکانیـک 3در مسـالل مربـوب بـه اخترفیزیـک بالای زوج غالبـا

 شوند.ظاهر می 1و ژلوفیزیک 1سازه

                                                             
 اله: پژوهشینوع مق 

 نویسنده مسئول *

 (یفخار) hoorihfakhari@yahoo.comالکترونیک:  (های)پست

a_mohebbi@kashanu.ac.ir (یمحب) 

1 Astrophysics 
2 Structural mechanics 
3 Geophysics 

سـازی امـواج آ ، که در شبیهرا  0در این مقاله، معادله بوزینسک

دهـیم. ، مورد بررسی قرار میدارد کاربرد فیبرنوری و لیزر پلاسما،

 :شکل کلی این معادله به صورت زیر است

(3) 𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 − (𝑢
2)𝑥𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑓(𝑥, 𝑡) 

(𝑥, 𝑡)𝜖[−1,1] × [0,1] 

 :با شرایط اولیه

{
𝑢(𝑥, 0) = 𝜑1(𝑥),                                                  

𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝜑2(𝑥),                 𝑥𝜖[−1,1],             
 

 :شرایط مرزی و

                                                             
4 Boussinesq 
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{
𝑢(−1, 𝑡) = 𝑢(1, 𝑡) = 0,                                      

𝑢𝑥(−1, 𝑡) = 𝑢𝑥(1, 𝑡) = 0,                 𝑡𝜖[0,1].   
 

غیرخطـی این معادله، مرتبه بالای مشـت  و  ش عمده در حلچال

بـرای پایـدار اشد که ارالـه یـک الگـوریتم دقیـ  و ببودن آن می

 معادلـه سازد.بسیار ضروری میهای عددی را سازی جوا شبیه

 ظیـرهای مختلفی نهای قبل با استفاده از روشبوزینسک در سال

 1توابع پایه شعاعی، [1] 1تجزیه آدومیان ،[3] 3روش طیفی فوریه

و  [5]، [0]های تفاضلات متناهی مرتبه دوم و چهـارم ، روش[1]

هـای روش در اسـت. شده بررسی و حل [6] متناهی عناصر روش

 به بررسـی تحلیـلعددی پیشنهادی فوق، برخی از مقالات فقط 

مـین اند و بقیه مراجع فاقد تحلیل پایداری و تخپایداری پرداخته

مرتبـه یک روش از  پیشنهاد بر علاوه مقاله، این در .باشندمی خطا

دقت بالا، تحلیل همگرایـی و تخمـین خطـای روش پیشـنهادی 

اسـتفاده از الگـوریتم طیفـی . ایـده اصـلی، گردیده استبررسی 

های متعامـد ایبا استفاده از ترکیـب فشـرده چندجملـه 0گالرکین

ایط مرزی همگن ای است که شرگونه به یهپا عنوان به یافتهتعمیم

این معادله برآورده شود. از آنجایی که، عملگرهای دیفرانسیل در 

روش گـالرکین  ازه به سـبب زوج بـودن، متقـارن هسـتند، معادل

نویسـی و برنامهن تر شـداین امر موجب آسانایم و استفاده کرده

تحلیل روش گردیده است. از طرفـی، بـه دلیـل همچنین بررسی 

تـوان الرکین، میروش گـآزمـون در یـه و فضای پایکسان بودن 

خواهنـد اطمینان داشت که شرایط مرزی در هر دو فضـا برقـرار 

 بود.

های ژاکـوبی ایچندجملـههای استفاده شـده در ایـن مقالـه، هپای

ــهتعمیم ــه 5یافت ــن چندجمل ــه شــکل تعمیمها، ایهســتند. ای یافت

,𝛼 ای که محـدودیتبوده به گونه سنتیهای ژاکوبی 𝛽 > را  1−

کارگیری هستند. شکل قابل تعریف و ب 𝛽و  𝛼ندارند و برای هر 

 .است (1رابطه )ها به صورت ایکلی این چندجمله

                                                             
1 Fourier 
2 Adomian decomposition 
3 Radial basis functions 
4 Galerkin method 
5 Generalized Jacobi polynomials 

𝐽𝑛
𝛼,𝛽

≔

{
 

 (1 − 𝑥)
−𝛼(1 + 𝑥)−𝛽𝑃𝑛−𝑛0

−𝛼,−𝛽
, 𝛼, 𝛽 ≤ −1 

(1 − 𝑥)−𝛼𝑃𝑛−𝑛0
−𝛼,𝛽

,                    𝛼 ≤ −1, 𝛽 > −1

(1 + 𝑥)−𝛽𝑃𝑛−𝑛0
𝛼,−𝛽

,                   𝛼 > −1, 𝛽 ≤ −1,

 

(1) 

ــه طــوری  𝑛0کــه ب ≔ −(𝛼 + 𝛽)  ــرای 𝑛ب ≥ 𝑛0  و منظــور از

𝑃𝑛
𝛼,𝛽
(𝑥) صـورت سنتی اسـت کـه بـه های ژاکوبی ایچندجمله

 :[7]شوند زیر تعریف می
𝑃𝑛
𝛼,𝛽(𝑥)

=
Γ(𝑛 + 𝛼 + 1)

𝑛! Γ(𝑛 + 𝛼 + 𝛽 + 1)
∑(

𝑛
𝑘
)
Γ(𝑛 + 𝑘 + 𝛼 + 𝛽 + 1)

Γ(𝑘 + 𝛼 + 1)
(
𝑥 − 1

2
)
𝑘

.

𝑛

𝑘=0

 

(1) 

تـوان بـه عمـود ها میایهای مهم این چندجملهاز جمله ویژگی

در نقاب مـرزی اشـاره  ودن مشتقات آنهابودن آنها برهم و صفر ب

 داریم: ترکرد. به بیان دقی 

(0) 𝜕𝑥
𝑖 𝐽𝑛
−𝛼,−𝛽(1) = 0,         𝑖 = 0,1, … , 𝛼 − 1, 

(5) 𝜕𝑥
𝑗
𝐽𝑛
−𝛼,−𝛽(−1) = 0,       𝑗 = 0,1, … , 𝛽 − 1. 

ژگی مـا را در برقـراری شـرایط مـرزی است این وی لازم به ذکر

از  ماتریس ضرایب حاصل از حل مساله با اسـتفادهکند. یاری می

منجـر یافته تنک بوده و همین امر های ژاکوبی تعمیمایچندجمله

همچنـین، گـردد. جم محاسـبات میضعی و کاهش حوبه خوش

شدن تجزیه و تحلیل تر باعث ساده هاایچندجمله این از استفاده

 شود.روش و تخمین بهینه کران خطا می

𝐻𝑤ما در این پژوهش از فضـای سـوبولوو وزن دار 
𝑚(Ω)  کـه (

𝑚 = 4, ±3, .‖ با نرم (… ‖𝑚,𝑤 ضـر   و به طور خـا  نـرم و

𝐿𝑤 فضای در داخلی
2 (Ω) = 𝐻𝑤

0 (Ω) که به شکل (. , . )𝑤  , ‖. ‖𝑤 

کنیم. بـرای تـابع وزن مثبـت اسـتفاده مـی ،شوندنمایش داده می

𝑤(𝑥) کنیمتعریف می: 

𝐿𝑤
2 (Ω) = {𝑢 | (𝑢, 𝑢)𝑤 = ∫ 𝑢2(𝑥)𝑤(𝑥)𝑑𝑥 < +∞

Ω

}, 

(6) 

(7) ‖𝑢‖𝑤 = (𝑢, 𝑢)𝑤

1
2 . 
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,𝛼 ژاکوبی به ازای هر مقـدار هایایچندجملهتابع وزن  𝛽 ∈ ℝ 

 :شودتعریف می به صورت زیر

(8) 𝑤𝛼,𝛽(𝑥) ≔ (1 − 𝑥)𝛼(1 + 𝑥)𝛽 . 

 :توان نشان داد که رابطه زیر در بین توابع وزن برقرار استمی

(9) 𝑤−1,2 ≤ 2𝑤−1,1 ≤ 2𝑤−2,0. 

همچنین، مجموعه غیریکنواخت فضای سوبولوو را به صـورت 

 :کنیمیف میزیر تعر

𝐻
𝑤𝛼,𝛽
𝑚 (𝐼) = {𝑢 𝜖 𝐿

𝑤𝛼,𝛽
2  |  𝜕𝑥

𝑙𝑢 𝜖 𝐿
𝑤𝑙−𝛼,𝑙−𝛽
2 (𝐼), 1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑚}. 

(34) 

 . روش پیشنهادی1

 ید. از آنجـایشوپیشنهاد می( 3در این بخش، روش حل معادله )

بـا ، لـذا شـوندله ساخته میاساس شرایط مرزی مسا ها برکه پایه

𝐽𝑛اسـاس  ها را برپایه(، 5( و )0به شرایط مرزی ) توجه
−2,−2(𝑥)  

𝑛 باید (،1) رابطه در 𝑛0 تعریف اساس بر همچنین سازیم.می ≥ 4 

 :له به صورت زیر است. بنابراین فضای پایه برای حل مساباشد

(33) 𝑉𝑁 = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝐽𝑛
−2,−2, 𝑛 = 4,5, … , 𝑁}. 

از های حـداکثر ایفضـای چندجملـه 𝑃𝑁تر، اگـر طور دقی و به 

 باشد در این صورت داریم: 𝑁درجه 

(31) 𝑉𝑁 = {𝑢 𝜖 𝑃𝑁 | 𝑢(±1) = 𝑢𝑥(±1) = 0}. 

𝜙𝑛(𝑥)های فضا را به صورت پایه = 𝛾𝑛𝐽𝑛+4
−2,−2(𝑥) ای بـه گونـه

 :سازیم تا شرب دلتای کرونکر زیر برقرار باشدمی

(31) (𝜙𝑖
′′, 𝜙𝑗

′′) = 𝛿𝑖𝑗 ,     𝑖, 𝑗 = 0,1, … , 𝑁 − 4. 

هـای های ژاکوبی و لژاندر، پایهایرابطه بین چندجملهبا توجه به 

ژاندر بـه شـکل های لایاساس چندجمله توان برمورد نظر را می

 :[7]تقریب زد  (30رابطه )

(30) 
𝜙𝑛(𝑥) = 𝑑𝑛 (𝐿𝑛(𝑥) −

2(2𝑛 + 5)

2𝑛 + 7
𝐿𝑛+2(𝑥)

+
2𝑛 + 3

2𝑛 + 7
𝐿𝑛+4(𝑥)) , 

 :ی کهتوق

(35) 𝑑𝑛 =
1

√2(2𝑛 + 3)2(2𝑛 + 5)
 . 

 سازی روش گالرکینپیاده. 1.3

𝑡𝑛 دهیمطول گام زمانی باشد و قرار مـی 𝑡∆فرض کنیم  = 𝑛∆𝑡 

𝑛 وقتی کـه = 0,1, … , 𝑁𝑡 .روش گـالرکین بـرای یـافتن  باشـد

 :ای کهبه گونه 𝑢𝑁 𝜖 𝑉𝑁ست از یافتن ( عبارت ا3جوا  معادله )

(36) 
(𝜕𝑡

2𝑢𝑁 , 𝑣𝑁) − (𝜕𝑥
2𝑢𝑁 , 𝑣𝑁) − (𝜕𝑥

2(𝑢2)𝑁 , 𝑣𝑁)
+ (𝜕𝑥

4𝑢𝑁, 𝑣𝑁)
= (𝑓(𝑥), 𝑣𝑁),   ∀ 𝑣𝑁𝜖𝑉𝑁 . 

ــا گسسته ــتب ــازی مش ــک س ــتفاده از روش کران ــا اس ــانی ب   زم

 :شود( به شکل زیر تبدیل می36، معادله )3یکلسونن

(37) 

(
𝑢𝑁
𝑘+1 − 2𝑢𝑁

𝑘 + 𝑢𝑁
𝑘−1

∆𝑡2
, 𝑣𝑁)

− (
𝜕𝑥
2𝑢𝑁

𝑘+1 + 𝜕𝑥
2𝑢𝑁

𝑘−1

2
, 𝑣𝑁)

− (𝜕𝑥
2(𝑢𝑁

2 )𝑘, 𝑣𝑁)

+ (
𝜕𝑥
4𝑢𝑁

𝑘+1 + 𝜕𝑥
4𝑢𝑁

𝑘−1

2
, 𝑣𝑁)

= (𝑓𝑘, 𝑣𝑁),     ∀ 𝑣𝑁 𝜖 𝑉𝑁 . 

 :پس از مرتب سازی معادله بالا داریم

(
𝑢𝑁
𝑘+1

∆𝑡2
, 𝑣𝑁) − (

𝜕𝑥
2𝑢𝑁

𝑘+1

2
, 𝑣𝑁) + (

𝜕𝑥
4𝑢𝑁

𝑘+1

2
, 𝑣𝑁)

= (
2𝑢𝑁

𝑘

∆𝑡2
, 𝑣𝑁) + (𝜕𝑥

2(𝑢𝑁
2 )𝑘 , 𝑣𝑁)

− (
𝑢𝑁
𝑘−1

∆𝑡2
, 𝑣𝑁) + (

𝜕𝑥
2𝑢𝑁

𝑘−1

2
, 𝑣𝑁)

− (
𝜕𝑥
4𝑢𝑁

𝑘−1

2
, 𝑣𝑁)

+ (𝑓𝑘 , 𝑣𝑁),      ∀𝑣𝑁𝜖𝑉𝑁 . 

(38) 

                                                             
1 Crank–Nicolson 
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ــا اســتفاده از روش جز  ــهب ــر 38رابطــه )جز ، ب ــه شــکل زی ( ب

 :شودبازنویسی می

1

∆𝑡2
(𝑢𝑁

𝑘+1, 𝑣𝑁) +
1

2
(𝜕𝑥𝑢𝑁

𝑘+1, 𝜕𝑥𝑣𝑁) +
1

2
(𝜕𝑥

2𝑢𝑁
𝑘+1, 𝜕𝑥

2𝑣𝑁)

=
2

∆𝑡2
(𝑢𝑁

𝑘 , 𝑣𝑁) + (𝜕𝑥
2(𝑢𝑁

2 )𝑘 , 𝑣𝑁)

−
1

∆𝑡2
(𝑢𝑁

𝑘−1, 𝑣𝑁) −
1

2
(𝜕𝑥𝑢𝑁

𝑘−1, 𝜕𝑥𝑣𝑁)

+
1

2
(𝜕𝑥

3𝑢𝑁
𝑘−1, 𝜕𝑥𝑣𝑁)

+ (𝑓𝑘 , 𝑣𝑁),     ∀𝑣𝑁𝜖𝑉𝑁 . 

(39) 

( در هـر گـام زمـانی بـه 3کنیم جوا  تقریبی معادله )فرض می

𝑢𝑁شکل 
𝑘 = ∑ �̂�𝑗

𝑘𝜙𝑗(𝑥)
𝑁−4
𝑗=0  باشد، با قرار دادن𝑣𝑁 = 𝜙𝑖(𝑥) ،

𝑖 = 0,1, … ,𝑁 − دستگاه  باید انیزم گام هر در (،39) رابطه در 4

 :معادلات خطی زیر را حل نمود

(14) (𝐴 + 𝐵 + 𝐶)𝒖𝑘+1 = 𝒇, 

𝒖𝑘 کهطوری  به = (�̂�0
𝑘 , �̂�1

𝑘, … , �̂�𝑁−4
𝑘 )𝑇  .باشد 

هـای ماتریس 𝐶و  𝐴 ،𝐵 های ضرایب سمت چپ یعنـیماتریس

 به عبارت دیگر .به ترتیب پنج قطری، سه قطری و قطری هستند

𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)0≤𝑖,𝑗≤𝑁−4 که وقتی 𝑎𝑖𝑗 = (𝜙𝑗, 𝜙𝑖)  و𝑎𝑖𝑗 =  اگـر 0

𝑖 ≠ 𝑗, 𝑗 ± 2, 𝑗 ± 𝐵و  4 = (𝑏𝑖𝑗)0≤𝑖,𝑗≤𝑁−4 ـــی ــــه وقت  کــــ

𝑏𝑖𝑗 = (𝜙𝑗
′, 𝜙𝑖

𝑏𝑖𝑗و  (′ = ـــر 0 𝑖 اگ ≠ 𝑗, 𝑗 ± ــــم و 2  اتریســ

𝐶 = (𝜙𝑗
′′, 𝜙𝑖

( یـک مـاتریس همـانی 31) ه رابطـهبا توجه بـ (′′

از ضـر  داخلـی مقـادیر  𝒇بردار سمت راسـت هایاست. درایه

حاصـل  𝜙𝑖های قبلی و تابع معلـوم سـمت راسـت در پایـه گام

 شود.می

 تخمین خطا. 1.1

داکثر کران خطای روش پیشـنهادی در قبل از اینکه به بررسی ح

 نیم.کچند لم مهم را بیان می ،بخش قبل بپردازیم

𝜋𝑁عملگـر متعامـد  :3 لم = 𝜋𝑁
(−2,−2): 𝐿𝑤−2,−2

2 → 𝑉𝑁  را بـه

 .کنیمتعریف می (13صورت رابطه )

(13) (𝑢 − 𝜋𝑁𝑢, 𝑣)𝑤−2,−2 = 0,            ∀ 𝑣 𝜖 𝑉𝑁 . 

𝑢 𝜖 𝐻𝑤−2,−2در این صورت برای هر 
 ، داریم:[8] 2

(𝜕𝑥
2(𝑢 − 𝜋𝑁𝑢), 𝜕𝑥

2𝑣) = (𝑢 − 𝜋𝑁𝑢 , 𝑤
2,2𝜕𝑥

4𝑣)𝑤−2,−2
= 0. 

(11) 

■ 

,𝑢برای هر  :1 لم 𝑣 𝜖 𝑉𝑁 [9] رابطه زیر برقرار است: 

(11) |𝑢 + 𝑣|𝑝 ≤ 2𝑝(|𝑢|𝑝 + |𝑣|𝑝). 

■ 

 :[34]رابطه زیر برقرار است  𝑢 𝜖 𝑉𝑁 برای هر :1 لم

∫
𝑢2

(1 − 𝑥)6
𝑑𝑥 ≤

4

25
∫

𝑢𝑥
2

(1 − 𝑥)4
𝑑𝑥

𝐼𝐼

≤
16

225
∫

𝑢𝑥𝑥
2

(1 − 𝑥)2
𝑑𝑥.

𝐼

 

(10) 

■ 
ــم ــاوی  3 ل ــوالاگر)نامس ــد :[9] (ن ــرض کنی  {𝑔𝑛}و  {𝑦𝑛} ف

 باشد. اگر یمنفناثابت  کی 𝑐و  یمنفنا یهادنباله

(15) 𝑦𝑛 ≤ 𝑐 + ∑ 𝑔𝑘𝑦𝑘 ,               𝑛 ≥ 0

0≤𝑘<𝑛

, 

 داریم: صورتاین  در

𝑦𝑛 ≤ 𝑐 ∏ (1 + 𝑔𝑗) ≤ 𝑐 exp ( ∑ 𝑔𝑗
0≤𝑗<𝑛

) ,    𝑛 ≥ 0.

0≤𝑗<𝑛

 

(16) 

■ 
𝑢 𝜖 𝐻𝑤−2,−2برای هر  :5 لم

𝑚   0و ≤ 𝑙 ≤ 𝑚  [34]داریم: 

‖𝜕𝑥
𝑙 (𝑢 − 𝜋𝑁𝑢)‖𝑤𝑙−2,𝑙−2 ≲ 𝑁𝑙−𝑚‖𝜕𝑥

𝑚𝑢‖𝑤𝑚−2,𝑚−2 .  

(17) 

■ 

1اگـر  )نامساوی یانـ((: 6 لم < 𝑝 < 𝑞و  ∞+ > نمـای   1

 :داریم 𝛽و  𝛼 نامنفیباشد، به ازای هر دو عدد حقیقی  𝑝مزدوج 
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(18) 𝛼𝛽 ≤
𝛼𝑝

𝑝
+
𝛽𝑞

𝑞
. 

■ 
,𝑢(𝑥|همچنــین بــا فــرض  𝑡)| ≤ 𝑀 تــابع بــرش ،𝐻(𝑥)  را بــه

 :کنیمصورت زیر تعریف می

(19) 𝐻(𝑥) = {
𝑥,        |𝑥| ≤ 2𝑀,
2𝑀,      𝑥 > 2𝑀,
−2𝑀,     𝑥 < −2𝑀.

 

 که: توان نشان دادمی

(14) |𝐻(𝑥) − 𝐻(𝑦)| ≤ |𝑥 − 𝑦|,      ∀𝑥, 𝑦. 

رابطـه ی در الگوریتم روش پیشنهادی یعنی های داخلحال ضر 

ورت در ایـن صـ کنیم.دار بازنویسی مـی( را به صورت وزن39)

 :خواهیم داشت
1

∆𝑡2
(𝑢𝑁

𝑘+1 − 2𝑢𝑁
𝑘 + 𝑢𝑁

𝑘−1, 𝑣𝑁)𝑤−1,1

+
1

2
(𝜕𝑥(𝑢𝑁

𝑘+1 + 𝑢𝑁
𝑘−1), 𝜕𝑥𝑣𝑁)𝑤−1,1

+
1

2
(𝜕𝑥

2(𝑢𝑁
𝑘+1 + 𝑢𝑁

𝑘−1), 𝜕𝑥
2𝑣𝑁)𝑤−1,1

= (𝑓(. , 𝑡𝑘), 𝑣𝑁)𝑤−1,1

+ (𝐻(𝑢𝑁
𝑘 )𝑢𝑁

𝑘 , 𝜕𝑥
2(𝑣𝑁𝑤

−1,1)),         ∀ 𝑣𝑁 𝜖 𝑉𝑁 . 

(13) 

.)𝑢فرض کنیم  , 𝑡𝑘)  و𝑢𝑁
𝑘 دهنده جوا  واقعی و به ترتیب نشان

 :دهیمباشد، قرار می 𝑡𝑘تقریبی در زمان 

(11) 
�̂�𝑁
𝑘 = 𝜋𝑁𝑢(. , 𝑡𝑘) − 𝑢𝑁

𝑘 , 

�̃�𝑁
𝑘 = 𝑢(. , 𝑡𝑘) − 𝜋𝑁𝑢(. , 𝑡𝑘), 

 𝑒𝑁
𝑘 =  𝑢(. , 𝑡𝑘) − 𝑢𝑁

𝑘 . 

و ( پایـدار نامشـروب اسـت 13طرح عددی پیشنهادی ) :3قضیه 

 :تخمین خطای زیر برقرار است

(11) ‖𝑒𝑁
𝑛+1‖𝑤−1,1 ≲ 𝐶(∆𝑡

2 + 𝑁−𝑚). 

.)𝐸𝑘فرض کنیم  :اثبات رابطه ت خطای برشی طرح و به صور (

 .باشد (10)
1

∆𝑡2
(𝑢(. , 𝑡𝑘+1) − 2𝑢(. , 𝑡𝑘) + 𝑢(. , 𝑡𝑘−1))

−
1

2
𝜕𝑥
2(𝑢(. , 𝑡𝑘+1) + 𝑢(. , 𝑡𝑘−1))

− 𝜕𝑥
2(𝑢2(. , 𝑡𝑘))

+
1

2
𝜕𝑥
4(𝑢(. , 𝑡𝑘+1) + 𝑢(. , 𝑡𝑘−1))

− 𝑓(. , 𝑡𝑘) = 𝐸𝑘(. ). 
(10) 

سازی ( پیاده11رابطه ) مانندگالرکین را  ( روش10)رابطه در  اگر

 :داریم ،( را از آن کم کنیم11کنیم و سپس رابطه )

1

∆𝑡2
(�̂�𝑁

𝑘+1 − 2�̂�𝑁
𝑘 + �̂�𝑁

𝑘−1 + �̃�𝑁
𝑘+1 − 2�̃�𝑁

𝑘

+ �̃�𝑁
𝑘−1, 𝑣𝑁)𝑤−1,1

+
1

2
(𝜕𝑥(�̂�𝑁

𝑘+1 + �̂�𝑁
𝑘−1 + �̃�𝑁

𝑘+1

+ �̃�𝑁
𝑘−1), 𝜕𝑥𝑣𝑁)𝑤−1,1

+
1

2
(𝜕𝑥

2(�̂�𝑁
𝑘+1 + �̂�𝑁

𝑘−1 + �̃�𝑁
𝑘+1

+ �̃�𝑁
𝑘−1), 𝜕𝑥

2𝑣𝑁)𝑤−1,1

= (𝑢2(. , 𝑡𝑘) − 𝐻(𝑢𝑁
𝑘 )𝑢𝑁

𝑘 , 𝜕𝑥
2𝑣𝑁)𝑤−1,1

+ (𝐸𝑘 , 𝑣𝑁)𝑤−1,1 . 
(15) 

 :( به صورت زیر قابل بازنویسی است15رابطه ) ،3 لم به توجه با

1

∆𝑡2
(�̂�𝑁
𝑘+1 − 2�̂�𝑁

𝑘 + �̂�𝑁
𝑘−1, 𝑣𝑁)

𝑤−1,1

+
1

2
(𝜕𝑥

2
(�̂�𝑁
𝑘+1 + �̂�𝑁

𝑘−1
) , 𝜕𝑥

2𝑣𝑁)
𝑤−1,1

= (𝑢2(. , 𝑡𝑘)−𝐻(𝑢𝑁
𝑘 )𝑢𝑁

𝑘 , 𝜕𝑥
2𝑣𝑁)𝑤−1,1

+ (𝐸𝑘, 𝑣𝑁)𝑤−1,1

−
1

∆𝑡2
(�̃�𝑁
𝑘+1 − 2�̃�𝑁

𝑘 + �̃�𝑁
𝑘−1, 𝑣𝑁)

𝑤−1,1

−
1

2
(𝜕𝑥 (�̂�𝑁

𝑘+1 + �̂�𝑁
𝑘−1 + �̃�𝑁

𝑘+1

+ �̃�𝑁
𝑘−1

) , 𝜕𝑥𝑣𝑁)
𝑤−1,1

,           ∀ 𝑣𝑁 𝜖 𝑉𝑁 

(16) 

و گیریم در نظر می 𝑅𝐻𝑆(𝑣𝑁)( را برابر 16سمت راست رابطه )

𝑣𝑁دهیم قرار می = ∆𝑡
2(�̂�𝑁

𝑘+1 + �̂�𝑁
𝑘−1) صورت، در این: 

1

∆𝑡2
(�̂�𝑁
𝑘+1 − 2�̂�𝑁

𝑘 + �̂�𝑁
𝑘−1, ∆𝑡2 (�̂�𝑁

𝑘+1 + �̂�𝑁
𝑘−1

))
𝑤−1,1

+
1

2
(𝜕𝑥

2
(�̂�𝑁
𝑘+1 + �̂�𝑁

𝑘−1
) , 𝜕𝑥

2(∆𝑡
2
(�̂�𝑁
𝑘+1

+ �̂�𝑁
𝑘−1

))
𝑤−1,1

= 𝑅𝐻𝑆(𝑣𝑁). 

(17) 

( 18( بـه شـکل رابطـه )17با انجام برخـی محاسـبات، رابطـه )

 .شودبازنویسی می

‖�̂�𝑁
𝑘+1‖

𝑤−1,1

2
+ 2(�̂�𝑁

𝑘+1, �̂�𝑁
𝑘−1)𝑤−1,1

− 2(�̂�𝑁
𝑘 , �̂�𝑁

𝑘+1)
𝑤−1,1

− 2(�̂�𝑁
𝑘 , �̂�𝑁

𝑘−1)
𝑤−1,1

+ ‖�̂�𝑁
𝑘−1‖

𝑤−1,1

2

+
∆𝑡2

2
‖𝜕𝑥

2(�̂�𝑁
𝑘+1 + �̂�𝑁

𝑘−1)‖
𝑤−1,1

2

= 𝑅𝐻𝑆(𝑣𝑁). 

(18) 
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( 18رابطـه )شوارتز و یانـ،،  -های کوشیامساویبا استفاده از ن

 :توان به شکل زیر بازنویسی کردرا می

       ‖�̂�𝑁
𝑘+1‖

𝑤−1,1

2
+ ‖�̂�𝑁

𝑘−1‖
𝑤−1,1

2

+
∆𝑡2

2
‖𝜕𝑥

2(�̂�𝑁
𝑘+1 + �̂�𝑁

𝑘−1)‖
𝑤−1,1

2

= −2(�̂�𝑁
𝑘+1, �̂�𝑁

𝑘−1)
𝑤−1,1

+ 2(�̂�𝑁
𝑘 , �̂�𝑁

𝑘+1)
𝑤−1,1

+ 2(�̂�𝑁
𝑘 , �̂�𝑁

𝑘−1)
𝑤−1,1

+ 𝑅𝐻𝑆(𝑣𝑁)

≤ 2‖�̂�𝑁
𝑘+1‖

𝑤−1,1
‖�̂�𝑁

𝑘−1‖
𝑤−1,1

+ 2‖�̂�𝑁
𝑘‖

𝑤−1,1
‖�̂�𝑁

𝑘+1‖
𝑤−1,1

+ 2‖�̂�𝑁
𝑘‖

𝑤−1,1
‖�̂�𝑁

𝑘−1‖
𝑤−1,1

+ 𝑅𝐻𝑆(𝑣𝑁)

≤ ‖�̂�𝑁
𝑘+1‖

𝑤−1,1

2
+ ‖�̂�𝑁

𝑘−1‖
𝑤−1,1

2

+ ‖�̂�𝑁
𝑘‖

𝑤−1,1

2
+ ‖�̂�𝑁

𝑘+1‖
𝑤−1,1

2

+ ‖�̂�𝑁
𝑘‖

𝑤−1,1

2
+ ‖�̂�𝑁

𝑘−1‖
𝑤−1,1

2

+ 𝑅𝐻𝑆(𝑣𝑁)

= 2‖�̂�𝑁
𝑘+1‖

𝑤−1,1

2
+ 2‖�̂�𝑁

𝑘−1‖
𝑤−1,1

2

+ 2‖�̂�𝑁
𝑘‖

𝑤−1,1

2
+ 𝑅𝐻𝑆(𝑣𝑁). 

(19) 

با توجه بـه کرد.  خواهیم بررسی را 𝑅𝐻𝑆(𝑣𝑁) هایکران ادامه در

 :داریم 𝑅𝐻𝑆(𝑣𝑁)تعریف 

𝑅𝐻𝑆(𝑣𝑁) = (𝑢2(. , 𝑡𝑘) − 𝐻(𝑢𝑁
𝑘 )𝑢𝑁

𝑘 , 𝜕𝑥
2𝑣𝑁)𝑤−1,1

+ (𝐸𝑘, 𝑣𝑁)𝑤−1,1

−
1

∆𝑡2
(�̃�𝑁

𝑘+1 − 2�̃�𝑁
𝑘 + �̃�𝑁

𝑘−1, 𝑣𝑁)𝑤−1,1

−
1

2
(𝜕𝑥(�̂�𝑁

𝑘+1 + �̂�𝑁
𝑘−1 + �̃�𝑁

𝑘+1

+ �̃�𝑁
𝑘−1), 𝜕𝑥𝑣𝑁)𝑤−1,1 . 

(04) 

 شـوارتز، رابطـه-جمله اول، با استفاده از نامسـاوی کوشـیبرای 

 :خواهیم داشت 1 (، نامساوی یان، و لم14)

(𝑢2(. , 𝑡𝑘) − 𝐻(𝑢𝑁
𝑘 )𝑢𝑁

𝑘 , 𝜕𝑥
2𝑣𝑁)𝑤−1,1

= Δ𝑡2(𝑢2(. , 𝑡𝑘) − 𝐻(𝑢𝑁
𝑘 )𝑢𝑁

𝑘 , 𝜕𝑥
2(�̂�𝑁

𝑘+1

+ �̂�𝑁
𝑘−1))𝑤−1,1

≤ Δ𝑡2‖𝑢2(. , 𝑡𝑘)

− 𝐻(𝑢𝑁
𝑘 )𝑢𝑁

𝑘‖
𝑤−1,1

. ‖𝜕𝑥
2(�̂�𝑁

𝑘+1

+ �̂�𝑁
𝑘−1)‖

𝑤−1,1
 

              = Δ𝑡2 ‖𝑢(. , 𝑡𝑘) (𝐻(𝑢(. , 𝑡𝑘))−𝐻(𝑢𝑁
𝑘 ))

+𝐻(𝑢𝑁
𝑘 )(𝑢(. , 𝑡𝑘)

− 𝑢𝑁
𝑘 )‖

𝑤−1,1
.‖𝜕𝑥

2
(�̂�𝑁
𝑘+1 + �̂�𝑁

𝑘−1)‖
𝑤−1,1

≤ Δ𝑡2 (‖𝑢(. , 𝑡𝑘) (𝐻(𝑢(. , 𝑡𝑘))

− 𝐻(𝑢𝑁
𝑘 ))‖

𝑤−1,1

+ ‖𝐻(𝑢𝑁
𝑘 )(𝑢(. , 𝑡𝑘)

− 𝑢𝑁
𝑘 )‖

𝑤−1,1
) . ‖𝜕𝑥

2(�̂�𝑁
𝑘+1 + �̂�𝑁

𝑘−1)‖
𝑤−1,1

≤ 2𝑀Δ𝑡2‖𝑒𝑁
𝑘‖

𝑤−1,1
. ‖𝜕𝑥

2(�̂�𝑁
𝑘+1

+ �̂�𝑁
𝑘−1)‖

𝑤−1,1

≤ 𝑀Δ𝑡2  ‖𝑒𝑁
𝑘‖

𝑤−1,1
2

+𝑀Δ𝑡2‖𝜕𝑥
2(�̂�𝑁

𝑘+1 + �̂�𝑁
𝑘−1)‖

𝑤−1,1
2

= 𝑀Δ𝑡2‖�̂�𝑁
𝑘 + �̃�𝑁

𝑘‖
𝑤−1,1
2

+𝑀Δ𝑡2‖𝜕𝑥
2(�̂�𝑁

𝑘+1 + �̂�𝑁
𝑘−1)‖

𝑤−1,1
2

≤ 𝑐1Δ𝑡
2‖�̂�𝑁

𝑘‖
𝑤−1,1
2

+ 𝑐1Δ𝑡
2‖�̃�𝑁

𝑘‖
𝑤−1,1
2

+𝑀Δ𝑡2‖𝜕𝑥
2(�̂�𝑁

𝑘+1 + �̂�𝑁
𝑘−1)‖

𝑤−1,1
2

 

 (03)   

، 1 و لم (9) رابطه شوارتز،-کوشی نامساوی از استفاده با همچنین

 :داریم

(𝐸𝑘 , 𝑣𝑁)𝑤−1,1 = Δ𝑡2(𝐸𝑘 , �̂�𝑁
𝑘+1 + �̂�𝑁

𝑘−1)𝑤−1,1

≤ Δ𝑡2‖𝐸𝑘‖𝑤−1,1 . ‖�̂�𝑁
𝑘+1

+  �̂�𝑁
𝑘−1‖

𝑤−1,1

≤
Δ𝑡2

2
‖𝐸𝑘‖𝑤−1,1

2

+
Δ𝑡2

2
‖�̂�𝑁

𝑘+1 +  �̂�𝑁
𝑘−1‖

𝑤−1,1
2

≤
Δ𝑡2

2
‖𝐸𝑘‖𝑤−1,1

2

+
Δ𝑡2

2
‖�̂�𝑁

𝑘+1 +  �̂�𝑁
𝑘−1‖

𝑤−6,0
2

≤
Δ𝑡2

2
‖𝐸𝑘‖𝑤−1,1

2

+ 𝑐2Δ𝑡
2‖𝜕𝑥

2(�̂�𝑁
𝑘+1 + �̂�𝑁

𝑘−1)‖
𝑤−2,0
2

 

 (01) 

 :برای ادامه محاسبات لازم است تعریف کنیم

(01) �̃�𝑘 ≔
1

∆𝑡2
(�̃�𝑁

𝑘+1 − 2�̃�𝑁
𝑘 + �̃�𝑁

𝑘−1). 
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 :توان نوشتصورت میدر این 
1

Δ𝑡2
(�̃�𝑁

𝑘+1 − 2�̃�𝑁
𝑘 + �̃�𝑁

𝑘−1, 𝑣𝑁)𝑤−1,1 = (�̃�
𝑘, 𝑣𝑁)𝑤−1,1

≤ Δ𝑡2‖�̃�𝑘‖
𝑤−1,1

. ‖�̂�𝑁
𝑘+1

+  �̂�𝑁
𝑘−1‖

𝑤−1,1

≤
Δ𝑡2

2
‖�̃�𝑘‖

𝑤−1,1
2

+
Δ𝑡2

2
‖�̂�𝑁

𝑘+1 +  �̂�𝑁
𝑘−1‖

𝑤−1,1
2

≤
Δ𝑡2

2
‖�̃�𝑘‖

𝑤−1,1
2

+
Δ𝑡2

2
‖�̂�𝑁

𝑘+1 +  �̂�𝑁
𝑘−1‖

𝑤−6,0
2

≤
Δ𝑡2

2
‖�̃�𝑘‖

𝑤−1,1
2

+ 𝑐3Δ𝑡
2‖𝜕𝑥

2(�̂�𝑁
𝑘+1 + �̂�𝑁

𝑘−1)‖
𝑤−2,0
2

. 

(00) 

 :( خواهیم داشت04برای آخرین جمله از رابطه )
1

2
(𝜕𝑥(�̂�𝑁

𝑘+1 + �̂�𝑁
𝑘−1 + �̃�𝑁

𝑘+1 + �̃�𝑁
𝑘−1), 𝜕𝑥𝑣𝑁)𝑤−1,1

=
1

2
(𝜕𝑥(�̂�𝑁

𝑘+1 + �̂�𝑁
𝑘−1) + 𝜕𝑥(�̃�𝑁

𝑘+1

+ �̃�𝑁
𝑘−1), 𝜕𝑥𝑣𝑁)𝑤−1,1

≤
1

2
‖𝜕𝑥(�̂�𝑁

𝑘+1 + �̂�𝑁
𝑘−1) + 𝜕𝑥(�̃�𝑁

𝑘+1

+ �̃�𝑁
𝑘−1)‖𝑤−1,1 . ‖𝜕𝑥𝑣𝑁‖𝑤−1,1

≤
1

2
(‖𝜕𝑥(�̂�𝑁

𝑘+1 + �̂�𝑁
𝑘−1)‖𝑤−1,1

+ ‖𝜕𝑥(�̃�𝑁
𝑘+1 + �̃�𝑁

𝑘−1)‖𝑤−1,1). ‖𝜕𝑥𝑣𝑁‖𝑤−1,1

=
1

2
‖𝜕𝑥(�̂�𝑁

𝑘+1 + �̂�𝑁
𝑘−1)‖𝑤−1,1. ‖𝜕𝑥𝑣𝑁‖𝑤−1,1

+
1

2
‖𝜕𝑥(�̃�𝑁

𝑘+1 + �̃�𝑁
𝑘−1)‖𝑤−1,1 . ‖𝜕𝑥𝑣𝑁‖𝑤−1,1

≤
Δ𝑡2

4
‖𝜕𝑥(�̂�𝑁

𝑘+1 + �̂�𝑁
𝑘−1)‖𝑤−1,1

2

+
Δ𝑡2

4
‖𝜕𝑥(�̂�𝑁

𝑘+1 + �̂�𝑁
𝑘−1)‖𝑤−1,1

2

+
Δ𝑡2

4
‖𝜕𝑥(�̃�𝑁

𝑘+1 + �̃�𝑁
𝑘−1)‖𝑤−1,1

2

+
Δ𝑡2

4
‖𝜕𝑥(�̂�𝑁

𝑘+1 + �̂�𝑁
𝑘−1)‖𝑤−1,1

2

=
3Δ𝑡2

4
‖𝜕𝑥(�̂�𝑁

𝑘+1 + �̂�𝑁
𝑘−1)‖𝑤−1,1

2

+
Δ𝑡2

4
‖𝜕𝑥(�̃�𝑁

𝑘+1 + �̃�𝑁
𝑘−1)‖𝑤−1,1

2

≤
3Δ𝑡2

4
‖𝜕𝑥(�̂�𝑁

𝑘+1 + �̂�𝑁
𝑘−1)‖𝑤−4,0

2

+
Δ𝑡2

4
‖𝜕𝑥(�̃�𝑁

𝑘+1 + �̃�𝑁
𝑘−1)‖

𝑤−1,1
2

≤ 𝑐4Δ𝑡
2‖𝜕𝑥

2(�̂�𝑁
𝑘+1 + �̂�𝑁

𝑘−1)‖
𝑤−2,0
2

+
Δ𝑡2

4
‖𝜕𝑥(�̃�𝑁

𝑘+1 + �̃�𝑁
𝑘−1)‖𝑤−1,1

2 . 

(05) 

 :( خواهیم داشت19( در رابطه )05( تا )03روابط ) با جایگذاری

‖�̂�𝑁
𝑘+1‖

𝑤−1,1

2
+ ‖�̂�𝑁

𝑘−1‖
𝑤−1,1

2

+
Δ𝑡2

2
‖𝜕𝑥

2(�̂�𝑁
𝑘+1 + �̂�𝑁

𝑘−1)‖
𝑤−1,1

2

≤ 2‖�̂�𝑁
𝑘+1‖

𝑤−1,1

2
+ 2‖�̂�𝑁

𝑘−1‖
𝑤−1,1

2

+ 2‖�̂�𝑁
𝑘‖

𝑤−1,1

2
+ 𝑐1Δ𝑡

2‖�̂�𝑁
𝑘‖

𝑤−1,1
2

+ 𝑐1Δ𝑡
2‖�̃�𝑁

𝑘‖
𝑤−1,1
2

+𝑀Δ𝑡2‖𝜕𝑥
2(�̂�𝑁

𝑘+1 + �̂�𝑁
𝑘−1)‖

𝑤−1,1
2

+
Δ𝑡2

2
‖𝐸𝑘‖𝑤−1,1

2

+ 𝑐2Δ𝑡
2‖𝜕𝑥

2(�̂�𝑁
𝑘+1 + �̂�𝑁

𝑘−1)‖
𝑤−2,0
2

−
Δ𝑡2

2
‖�̃�𝑘‖

𝑤−1,1
2

− 𝑐3Δ𝑡
2‖𝜕𝑥

2(�̂�𝑁
𝑘+1 + �̂�𝑁

𝑘−1)‖
𝑤−2,0
2

− 𝑐4Δ𝑡
2‖𝜕𝑥

2(�̂�𝑁
𝑘+1 + �̂�𝑁

𝑘−1)‖
𝑤−2,0
2

−
Δ𝑡2

4
‖𝜕𝑥(�̃�𝑁

𝑘+1 + �̃�𝑁
𝑘−1)‖

𝑤−1,1
2

. 

(06) 

 :توان نوشت( می9که با استفاده از رابطه )

‖�̂�𝑁
𝑘+1‖

𝑤−1,1

2
+ ‖�̂�𝑁

𝑘−1‖
𝑤−1,1

2

≤ 2‖�̂�𝑁
𝑘+1‖

𝑤−1,1

2
+ 2‖�̂�𝑁

𝑘−1‖
𝑤−1,1

2

+ (2 + 𝑐1Δ𝑡
2)‖�̂�𝑁

𝑘‖
𝑤−1,1

2
+ 𝑐1Δ𝑡

2‖�̃�𝑁
𝑘‖

𝑤−1,1
2

+
Δ𝑡2

2
‖𝐸𝑘‖𝑤−1,1

2 −
Δ𝑡2

2
‖�̃�𝑘‖

𝑤−1,1

2

+ (𝑀 −
1

2
) Δ𝑡2‖𝜕𝑥

2(�̂�𝑁
𝑘+1 + �̂�𝑁

𝑘−1)‖
𝑤−1,1

2

+ (𝑐2 − 𝑐3

− 𝑐4)Δ𝑡
2‖𝜕𝑥

2(�̂�𝑁
𝑘+1 + �̂�𝑁

𝑘−1)‖
𝑤−2,0

2

−
Δ𝑡2

4
‖𝜕𝑥(�̃�𝑁

𝑘+1 + �̃�𝑁
𝑘−1)‖𝑤−1,1

2

≤ 2‖�̂�𝑁
𝑘+1‖

𝑤−1,1

2
+ 2‖�̂�𝑁

𝑘−1‖
𝑤−1,1

2

+ (2 + 𝑐1Δ𝑡
2)‖�̂�𝑁

𝑘‖
𝑤−1,1

2
+ 𝑐1Δ𝑡

2‖�̃�𝑁
𝑘‖

𝑤−1,1
2

+
Δ𝑡2

2
‖𝐸𝑘‖𝑤−1,1

2 −
Δ𝑡2

2
‖�̃�𝑘‖

𝑤−1,1

2

+ (𝑐2 − 𝑐3 − 𝑐4 +𝑀

−
1

2
)Δ𝑡2‖𝜕𝑥

2(�̂�𝑁
𝑘+1 + �̂�𝑁

𝑘−1)‖
𝑤−2,0

2

−
Δ𝑡2

4
‖𝜕𝑥(�̃�𝑁

𝑘+1 + �̃�𝑁
𝑘−1)‖𝑤−1,1

2 . 

(07) 
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 :نهایت داریم در

‖�̂�𝑁
𝑘+1‖

𝑤−1,1

2
+ (−𝑐2 + 𝑐3 + 𝑐4 −𝑀

+
1

2
)Δ𝑡2‖𝜕𝑥

2(�̂�𝑁
𝑘+1 + �̂�𝑁

𝑘−1)‖
𝑤−2,0

2

≤ 𝑐1Δ𝑡
2‖�̃�𝑁

𝑘‖
𝑤−1,1
2

+
Δ𝑡2

2
‖𝐸𝑘‖𝑤−1,1

2

−
Δ𝑡2

2
‖�̃�𝑘‖

𝑤−1,1
2

−
Δ𝑡2

4
‖𝜕𝑥(�̃�𝑁

𝑘+1 + �̃�𝑁
𝑘−1)‖

𝑤−1,1
2

+ 2‖�̂�𝑁
𝑘+1‖

𝑤−1,1

2
+ ‖�̂�𝑁

𝑘−1‖
𝑤−1,1

2

+ (2 + 𝑐1Δ𝑡
2)‖�̂�𝑁

𝑘‖
𝑤−1,1

2
. 

(08) 

 :( به صورت زیر قابل بازنویسی است08رابطه )

‖�̂�𝑁
𝑘+1‖

𝑤−1,1

2
≤ 𝑐1Δ𝑡

2‖�̃�𝑁
𝑘‖

𝑤−1,1
2

+
Δ𝑡2

2
‖𝐸𝑘‖𝑤−1,1

2

+ 2‖�̂�𝑁
𝑘+1‖

𝑤−1,1

2
+ ‖�̂�𝑁

𝑘−1‖
𝑤−1,1

2

+ (2 + 𝑐1Δ𝑡
2)‖�̂�𝑁

𝑘‖
𝑤−1,1

2
. 

(09) 

𝑒𝑁کــه و از آنجــایی  5 و 0 هــایبــا اســتفاده از لم
𝑘 = �̂�𝑁

𝑘 + �̃�𝑁
𝑘 

 :شوداثبات قضیه به شکل زیر کامل می است،

(54) ‖𝑒𝑁
𝑛+1‖𝑤−1,1 ≲ 𝐶(∆𝑡

2 + 𝑁−𝑚) 

■ 

 نتایج عددی. 1.1

( را توسط الگـوریتم پیشـنهاد شـده روی بـازه مکـانی 3معادله )

در و  3لوبـاتو-گوس-ای لژاندرکارگیری نقاب گرهو با ب [1,1−]

,0]بازه زمانی  𝑇]  .های زمانی با استفاده از فرمول گامحل کردیم

∆𝑡 =
𝑇

𝑁𝑡
نهایت خطا و زمان نرم بی (3) اند. جدولمحاسبه شده  

𝑁 محاسباتی به ازای = 𝑇و 64 = هـای مختلـف را  𝑁𝑡و   0.5

شود که با کاهش طول گـام زمـانی، دهد. ملاحظه مینمایش می

ن حاصـل پـاییو نتایج در زمـان محاسـباتی بسـیار  دقت افزایش

و زمــان نهایــت خطــا (، نــرم بی1) و( 1) شــوند. در جــداولمی

𝑁محاسباتی به ازای  =  𝑁𝑡مکانی و مقـادیر متفـاوت  نقطه 128

                                                             
1 Legendre-Gauss-Lobatto 

ــه صـــــورت دهمحاســبه شــ 𝑇و  ــه ب اند. جــوا  واقعــی معادل

𝑢(𝑥) = (1 + sin (𝑡3))𝑥4(1 − 𝑥2)4  .در جـداول زیـر، است

ی زمان است کـه از ت خطا در گام نهاینهایخطا نرم بیمنظور از 

 :شودفرمول زیر محاسبه می

(53) ‖𝑒𝑁
𝑁𝑡‖

∞
= 𝑚𝑎𝑥|𝑢𝑁

𝑁𝑡 − 𝑢(. , 𝑇)|. 

𝑵 ازای به محاسبه زمان و خطا نهایتبی نرم :(3) جدول = 𝟔𝟒،𝑻 = 𝟎. 𝟓  

 مختلف. های 𝑵𝒕 و

𝑵𝒕 زمان محاسباتی )ثانیه( خطا 

16 2.7123 × 10−3 0.015996 

32 6.1905 × 10−4 0.026497 

64 1.4317 × 10−4 0.036913 

128 7.0920 × 10−5 0.063417 

256 1.7571 × 10−5 0.138719 

𝑵 ازای به محاسبه زمان و خطا نهایتبی نرم :1)( جدول =   و 𝟏𝟐𝟖

𝑵𝒕 =  𝑻 متفاوت مقادیر برای و 𝟏𝟎𝟎𝟎

𝐓 انیه(زمان محاسباتی )ث خطا 

0.5 8.2818 × 10−9 1.040203 

1 3.6964 × 10−8 1.084787 

2 5.2839 × 10−6 1.092259 

5 2.0014 × 10−3 1.099587 

𝑵 ازای به محاسباتی زمان و خطا نهایتبی نرم :(1) جدول =  و 𝟏𝟐𝟖

𝑵𝒕 =  𝑻 متفاوت مقادیر برای و  𝟐𝟎𝟎𝟎

𝐓 زمان محاسباتی )ثانیه( خطا 

0.5 2.0683 × 10−9 1.969159 

1 9.2257 × 10−9 2.148417 

2 1.3207 × 10−6 2.288683 

5 4.4957 × 10−4 2.326207 

𝑁نمودار خطا را بـه ازای  (3) شکل = 𝑇و  100 = نشـان  0.5

𝑁جوا  تقریبی معادله به ازای  (1) دهد و در شکلمی = 128 

𝑇 و = بودن  ( ساختار تنک1) است. همچنین شکل شده رسم 5

𝑁ضرایب حاصل برای ماتریس  = له را نشـان در حـل مسـا 64

 دهد.می
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𝑵 ازای به خطا کانتور نمودار :(3) شكل = 𝟏𝟎𝟎 𝑵𝒕  هایزمان در و =

 مختلف.

 

𝑵 ازای به تقریبی نمودارجواب :(1) شكل = 𝟏𝟐𝟖، 𝑵𝒕 =  در و 𝟏𝟐𝟓

 مختلف. هایزمان

 
. برای حاصل ضرایب سماتری بودن تنک ساختار :(1) شكل 𝑵 = 𝟔𝟒 

 گیری. نتیجه1

روش سـازی مکـان و در این مقاله، روش گالرکین برای گسسته

سـازی زمـانی معادلـه  فراگ بـرای گسسته-لیپ کرانک نیکلسون

بی های ژاکوایکه چندجملهبوزینسک پیشنهاد گردید. از آنجایی 

یازی به نمساله صدق کردند، دیگری  مرزی شرایط در یافتهتعمیم

ها ایاستفاده از این چندجملهباشد. بررسی مجزا این شرایط نمی

نتیجـه ه عنوان پایه باعث شد تـا مـاتریس ضـرایب تنـک و در ب

روش پیشنهادی برای حـل تر شود. سرعت اجرای برنامه مطلو 

 باشد. معادلات با مراتب زوج قابل استفاده و تعمیم می

کنند که هیچ تعـارض منـافعی یتعارض منافع: نویسندگان اعلام م

   ندارند.
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