
 

 

 

 
 
 

شبیه سازی عددی موج های بلند آب مدل سازی شده توسط معادله دیفرانسیل با مشتقات 

 با استفاده از یک تقریب طیفیغیرخطی بوزینسک جزئی 
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باشد ارائه  توصیف کننده امواج آب می بوزینسک که این مقاله، روش گالرکین برای حل معادله دیفرانسیل جزئی غیرخطی درچکیده: 

باشد که  ای می ای برای مشتقات مکانی به گونه یافته به عنوان توابع پایه های ژاکوبی تعمیم ای گردد. ایده اصلی استفاده از چندجمله می

کرانک نیکلسون برای گسسته -خطی، روش لیپ فراگرمعادله را برآورده سازد. برای پرهیز از حل دستگاه معادلات غیشرایط مرزی 

نتایج عددی نشان دهنده  گرفته وگردد. تخمین خطای طرح پیشنهادی به صورت دقیق مورد بررسی قرار  سازی زمانی معادله پیشنهاد می

دهد این روش برای معادلات  نشان می حاصلباشد. همچنین نتایج  ید نتایج تئوری میؤو مدقت بالای روش و زمان محاسباتی پایین 

 باشد.  دیفرانسیل جزئی غیرخطی و از مراتب زوج کارآمد می

  ، روش گالرکین، روش طیفی، تخمین خطابوزینسکیافته، معادله  های ژاکوبی تعمیم ای های کلیدی: چندجمله واژه

 a_mohebbi@kashanu.ac.ir ،* نویسنده مسئول

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

Numerical simulation of water long waves 

modeled by nonlinear Boussinesq partial 

differential equation using a spectral 

approximation 
Akbar Mohebbi 

1*
, Associate Professor, Hoorieh Fakhari 

1
, PhD Student 

1
 Department of Applied Mathematics, Faculty of Mathematical Science, 

University of Kashan, Kashan, Iran 
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 . مقدمه                                                   1

های  معادلات دیفرانسیل مراتب بالا برای مدل سازی پدیده

دارند. برای مثال معادلات  زیادی فیزیکی کاربرد بسیار

در مسائل مربوط به غالباً ی بالای زوج  دیفرانسیل مرتبه

در  شوند. ظاهر می 3و ژئوفیزیک 2مکانیک سازه ،1اخترفیزیک

 ،شبیه سازی امواج آب که دررا  4بوزینسک معادله ،این مقاله

 یدارد مورد بررسی قرار م کاربردلیزر و فیبرنوری  ،پلاسما

 استبه صورت زیر شکل کلی این معادله دهیم. 

(1)          (  )          (   )         

 (   ) [    ]  [   ]                                                

 هبا شرایط اولی

{
 (   )    ( )                                                   

  (   )    ( )                    [    ]              
 

 وشرایط مرزی

{
 (    )   (   )                                          
  (    )    (   )                       [   ]    

 

مرتبه بالای مشتق و  ،چالش عمده در حل این معادله     

باشد که ارائه یک الگوریتم دقیق و پایدار  خطی بودن آن میرغی

 سازد. های عددی را بسیار ضروری می سازی جواب برای شبیه

 های های قبل با استفاده از روش ی بوزینسک در سال معادله

، [6] 6 ی آدومیان تجزیه ،[2] 5فوریه روش طیفی ظیرن ختلفیم

های تفاضلات متناهی مرتبه دوم و  ، روش[8] 7شعاعیتوابع پایه 

حل و بررسی شده  [11] و روش عناصر متناهی [9و7]چهارم 

، برخی از مقالات فوقپیشنهادی های عددی  در روش. است
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اند و بقیه مراجع فاقد  پرداختهآنالیز پایداری فقط به بررسی 

علاوه بر  ،باشند. در این مقاله تحلیل پایداری و تخمین خطا می

پیشنهاد یک روش از مرتبه دقت بالا، تحلیل همگرایی و تخمین 

 ،ایده اصلی خطای روش پیشنهادی بررسی گردیده است.

با استفاده از ترکیب فشرده  8استفاده از الگوریتم طیفی گالرکین

ای  به عنوان پایه به گونهیافته  تعمیممتعامد  های ای چندجمله

 ،که یئمعادله برآورده شود. از آنجاشرایط مرزی همگن  است که

متقارن  ،عملگرهای دیفرانسیل در این معادله به سبب زوج بودن

ایم و این امر موجب  هستند از روش گالرکین استفاده کرده

روش بررسی آنالیز همچنین نویسی و  رنامهبتر شدن   آسان

به دلیل یکسان بودن فضای پایه و تست  ,است. از طرفی هگردید

وان اطمینان داشت که شرایط مرزی در ت می ،وش گالرکیندر ر

 د بود.نهر دو فضا برقرار خواه

های ژاکوبی  ای چندجمله ،های استفاده شده در این مقاله پایه     

 یافته عمیمت شکل ،ها ای چندجملهاین هستند.  9یافته تعمیم

   𝛼ای که محدودیت  به گونه بودههای کلاسیک  ژاکوبی

کارگیری  قابل تعریف و به   𝛼 هر برای ندارند ورا     

 زیر است صورتها به  ای کلی این چندجمله شکل .هستند

  
   

 

{
 

 (   )  (   )       

     
 𝛼      

(   )       

    
        𝛼                      

(   )       

    
       𝛼                      

 

(2) 

𝛼)     که طوری به   منظور از و     برای   (  

  
   

های ژاکوبی کلاسیک است که به  ای چندجمله ( )

 [5] شوند صورت زیر تعریف می

                                                             
8 Galerkin method 
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   ( )  
 (     )

   (       )
∑ (
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 (         )

 (     )
(
   

 
)   

     

توان به  می ها ای های مهم این چندجمله از جمله ویژگی     

و صفر بودن مشتقاتشان در نقاط مرزی  برهم عمود بودن آنها

 تر به بیان دقیق .اشاره کرد

(3  )   
   

     ( )                     𝛼        
        

(4)   
 
  
     (  )                         

        

را در برقراری شرایط مرزی  لازم به ذکر است این ویژگی ما

استفاده از ماتریس ضرایب حاصل از حل مساله با کند.  می یاری

و همین امر منجر به  تنک تعمیم یافته های ژاکوبی ای چندجمله

 ،. همچنینگردد می محاسباتحجم ی و کاهش وضع خوش

و  تجزیهتر شدن  باعث سادهها  ای استفاده از این چندجمله

 شود. خطا میبهینه کران و تخمین  روشتحلیل 

  از فضای سوبولوف وزن دار  ما در این پژوهش     
 ( ) 

نرم  و به طور خاص    ‖ ‖با نرم (  1  1  )

    فضای وضرب داخلی در

2
( )    

1
که به صورت ( )

برای  کنیم. میشوند استفاده  نمایش داده می  ‖ ‖   (   )

 کنیم تعریف می ( ) مثبت وزن تابع 

  
 ( )  {    (   ) 

 ∫   ( ) ( )     
 

}  

(5) 

‖ ‖  (   ) 

 

                                                     (6) 

ار ژاکوبی به ازای هر مقد های  ای چندجمله وزن تابع 

𝛼     شود تعریف میبه صورت زیر 

(7)     ( )  (   ) (   )              

 برقرار است در بین توابع وزن رابطه زیر توان نشان داد که می

                                                    (8)  

به صورت را مجموعه غیریکنواخت فضای سوبولوف  ،همچنین

 نیمک زیر تعریف می

 
    
 ( )  {     

    
       

      
        
 ( ) 

     }  

 روش پیشنهادی .2

از  شود. پیشنهاد می( 1عادله )روش حل م ،در این بخش

شوند ها براساس شرایط مرزی مسئله ساخته می پایهکه  آنجائی

براساس را ها  پایه، (4) و (3)شرایط مرزی به  لذا با توجه

  
 در رابطه   اساس تعریف رهمچنین ب سازیم. می  ( )     

به برای حل مسئله بنابراین فضای پایه  باشد.     باید ،(2)

 صورت زیر است

       {  
               }   

 زا های حداکثر ای فضای چندجمله    اگر ،تر طور دقیق به و

 در این صورت  باشد   درجه

   {          (  )    (  )   }            

( )  را به صورت های فضا  پایه             
به  ( )     

 زیر برقرار باشددلتای کرونکر سازیم تا شرط  ای می گونه

(  
     

  )                                   (8)  

پایه  ،های ژاکوبی و لژاندر ای با توجه به رابطه بین چندجمله

های لژاندر به  ای توان براساس چندجمله را میهای مورد نظر 

 [5]زیر تقریب زد  شکل



 

 

  ( )    (  ( )  
 (    )

    
    ( )

 
    

    
    ( ))                    

(11) 

   
 

√ (    ) (    )
                          

 سازی روش گالرکین . پیاده1.2

 دهیم طول گام زمانی باشد و قرار می   فرض کنیم 

                       

عبارت است از ( 1) معادلهبرای یافتن جواب گالرکین روش 

 ای که به گونه          یافتن

(  
      )  (  

      )  (  
 (  )    )

 (  
      )                           

 ( ( )   )         

(11) 

 رانک نیکلسونکبا استفاده از روش  سازی مشتق زمانی با گسسته
 شود زیر تبدیل می شکلبه ( 11معادله ) ،11

(
  

       
    

   

      )  (
  

   
      

   
   

 
   )  

(  
 (  

 )    )  (
  

   
      

   
   

 
   )  

(     )                       

(12) 

 داریمپس از مرتب سازی معادله بالا 

(
  

   

      )  (
  

   
   

 
   )  (

  
   

   

 
   )  

(
   

 

      )  (  
 (  

 )    )  (
  

   

      )  
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(
  

   
   

 
   )  (

  
   

   

 
   )  

(     )                             

(13)  

( به شکل زیر 13) رابطه ،جزء به از روش جزء استفادهبا 

 شود بازنویسی می

 

   
(  

      )  
 

 
(    

        )  
 

 
(  

   
      

   )  
 

   
(  

    )  

(  
 (  

 )    )  
 

   
(  

      )  
 

 
(    

        )  
 

 
(  

   
        )   

(     )               

(14) 

( در هر گام زمانی به 1) معادله کنیم جواب تقریبی فرض می

   شکل
  ∑  ̂ 

   ( )   
با قرار دادن  ،باشد    

در  ،(14در رابطه)             ،( )     

 هرگام زمانی باید دستگاه معادلات خطی زیر را حل نمود

(     )                                          

  (15  )                        

 که طوری به

   ( ̂ 
   ̂ 

     ̂   
 )    

 های ماتریس        یعنیضرایب سمت چپ  های ماتریس

 به عبارت دیگر سه قطری و قطری هستند ،پنج قطری به ترتیب

  (   )                           (     )  

 اگر       و 

                   

  (   )                        (  
    

 )  



 

 

 اگر        و

            

  )  ماتریس و
     

ماتریس  یک( 9) رابطهبا توجه به  (  

از ضرب داخلی   ستبردار سمت را های درایه است.همانی 

   در پایه و تابع معلوم سمت راست های قبلی  مقادیر گام

 د.شو حاصل می

 . تخمین خطا2.2

در  ی روش پیشنهادیقبل از اینکه به بررسی حداکثر کران خطا

 کنیم. میلم مهم را بیان  چند بخش قبل بپردازیم

      عملگر متعامد: 1لم
(     )        

 → را     

 کنیم به صورت زیر تعریف می

(       )                                      

           ت برای هر در این صور
  ]3[ 

(  
 (     )   

  )   

(             
  )                                

  

 ]1[رابطه زیر برقرار است          برای هر : 2لم

         (         )                        

   

 ]4[ زیر برقرار است ابطهر       برای هر: 3لم

∫
  

(   ) 
   

 

 

  
∫

  
 

(   ) 
   

  

   
∫

   
 

(   ) 
   

  
  

   

 {  }و  {  } فرض کنید: ]1[(نوالاگر)نامساوی  4لم

  باشد. اگر یمنفناثابت  کی cو  یمنفنا یها دنباله

     ∑                           

     

  

 صورت این در

    ∏ (    )

     

     ( ∑   

     

)             

  

           : برای هر 5لم
 ]4[داریم       و    

‖  
 (     )‖

        

     ‖  
  ‖                            

  

 

 نمای     و        اگر )نامساوی یانگ(:  6لم

 داریم   و𝛼به ازای هر دو عدد حقیقی نامنفی ،باشد   مزدوج

𝛼  
𝛼 

 
 

  

 
  

  

را به  ( ) تابع برش  ،   (   )  همچنین با فرض 

 کنیم صورت زیر تعریف می

 ( )  {
                 
              

               
                         (16)  

 توان نشان داد می

  ( )   ( )                                 (17)  

های داخلی در الگوریتم روش پیشنهادی یعنی رابطه  حال ضرب

در این صورت   م.کنی به صورت وزن دار بازنویسی میرا ( 14)

 خواهیم داشت
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( (    )   )      
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 (       ))                       

(18) 

  و  (    ) فرض کنیم      
به ترتیب نشان دهنده جواب   

 دهیم قرار می ،اشدب   واقعی و تقریبی در زمان 

 ̂ 
     (    )    

   

 ̃ 
   (    )     (    )  

   
    (    )    

   

(19) 

پایدار نامشروط است و ( 18طرح عددی پیشنهادی ) :1قضیه   

 تخمین خطای زیر برقرار است

 ‖  
   ‖       (       )  

به صورت زیر و خطای برشی طرح  ( )  فرض کنیم : اثبات 

 باشد
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( پیاده 19) چون رابطه ( روش گالرکین را هم21) اگردر رابطه

 کم کنیم داریماز آن ( را 19) سازی کنیم و سپس رابطه
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به صورت زیر قابل بازنویسی ( 21) رابطه، 1مل با توجه به    

 است
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 دهیم قرار میو  (  )   برابر را ( 22سمت راست رابطه ) 
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 شود می
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رابطه  ،یانگ و شوارتز -کوشی های با استفاده از نامساوی     

 بازنویسی کردتوان به شکل زیر  می( را 24)
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(27)  

( و 8) رابطه، شوارتز-نامساوی کوشیهمچنین با استفاده از 

 داریم ،3مل
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 کنیم فتعریلازم است  برای ادامه محاسبات    
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 قابل بازنویسی است( به صورت زیر 33رابطه )
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 . نتایج عددی3.2

روی بازه مکانی  پیشنهاد شده( را توسط الگوریتم 1) معادله

و  11لوباتو-گوس-ای لژاندر به کارگیری نقاط گرهبا و  [    ]

های زمانی با استفاده از  گام کردیم.حل  [   ]در بازه زمانی 

   فرمول 
 

  
نهایت خطا  نرم بی 1جدولاند.  محاسبه شده  

های    و        و     و زمان محاسباتی به ازای 
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شود که با کاهش طول  دهد. ملاحظه می را نمایش می مختلف

گام زمانی، دقت افزایش و نتایج در زمان محاسباتی بسیار پایین 

و زمان یت خطا نها نرم بی ،3و2ولاجددر شوند.  حاصل می

ی مکانی و مقادیر متفاوت  نقطه      به ازای محاسباتی 

معادله به  جواب واقعی اند. محاسبه شده  و    

( ) شکل در  است.  (    )  ((  )      ) 

 زمان نهایت خطا در گام نهائی رم بیجداول زیر، منظور از خطا ن

 شود است که از فرمول زیر محاسبه می

‖  
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زمان محاسباتی  خطا   

 )ثانیه(

         
      

         

         
      

         

         
      

         

          
      

         

          
      

         

و        ،    به ازای  بهنهایت خطا و زمان محاس : نرم بی1جدول

 .های مختلف   

 

محاسباتی زمان  خطا  

 )ثانیه(

          
      

         

        
      

         

        
      

         

        
      

         



 

 

 و       به ازای  هایت خطا و زمان محاسبهن نرم بی :2جدول

 . برای مقادیر متفاوت و         

 

زمان محاسباتی  خطا  

 )ثانیه(

          
      

         

        
      

         

        
      

          

        
      

         

      به ازای  اتینهایت خطا و زمان محاسب : نرم بی3لجدو

 . برای مقادیر متفاوت و          و

نشان       و       نمودار خطا را به ازای  1شکل

      جواب تقریبی معادله به ازای  2و در شکل دهد می

ساختار تنک بودن  3شکل همچنین رسم شده است.     و

در حل مسئله را نشان      ماتریس ضرایب حاصل برای 

 هد.د می

 

های  در زمانو           : نمودار کانتور خطا به ازای 1شکل

 .مختلف

 

در زمان و        ,       جواب تقریبی به ازای نمودار: 2شکل

 .های مختلف

 

      برای تنک بودن ماتریس ضرایب حاصل ساختار: 3شکل



 

 

 

 گیری . نتیجه3

سازی مکان و روش  روش گالرکین برای  گسسته ،در این مقاله

 ی معادله سازی زمان فراگ برای گسسته-نیکلسون لیپ کرانک

های ژاکوبی   ای که چندجمله آنجائیاز بوزینسک پیشنهاد گردید. 

دیگری نیازی  ،دیافته در شرایط مرزی مسئله صدق کردن تعمیم

. استفاده از این باشد مجزا این شرایط نمیبه بررسی 

تنک  ماتریس  ضرایبتا ها به عنوان پایه باعث شد  ای چندجمله

تر شود. روش  سرعت اجرای برنامه مطلوب جهنتیو در 

قابل استفاده و  مراتب زوجبا معادلات  حلپیشنهادی برای 
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