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Abstract: The least square error method yields acceptable results in system identification. The process of parameter 

estimation in system identification helps solve the linear equation     . The important point is that the normal method 

of solving the above problem has a computational complexity of       for a     matrix. In solving this problem, the 

computational complexity increases with the increase of   (the size of the data matrix). On the other hand, availability of 

more samples leads to better modeling of the system. In the practical problems of system identification, when the number 

of input data is large, the computational complexity increases greatly. In this article, the goal is to present the developed 

quantum algorithm for solving the problem of least square error identification. In this article, two classical-quantum and all-

quantum methods are presented. Unlike conventional HHL methods, the proposed methods in this article are able to 

calculate unbiased parameters with non-Hermitian matrices, and color noise. The proposed classical-quantum method has a 

computational complexity of of           and the all-quantum method has an order of             in relation to the size 

of the data matrix. The results and comparisons show that the methods proposed in the article have less complexity and 

limitations than classical methods. 

Keywords: System identification, least squares error, quantum computing, computational complexity, quantum algorithm. 
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 مقدمه .1

هایهایگوناگونمعمولاازمدلبرایتوصیفوتعریفپدیده

می استفاده مدلریاضی اغلب ریاضیگردد. دارایهای ،

بایدپارامترهاییمی نحویباشندکه طوربه به شناساییشوند.

فرآیندشناساییبهمعنیساختیکمدلریاضیازسیستم کلی

هایتخمینپارامترهایمدلدرنظرگرفتهشدهبااستفادهازدادهو

باشد؛بهنحویکهاگریکسیگنالورودیبرداریشدهمینمونه

شبیه مدل و سیستم به خروجیمشابه شود، اعمال شده سازی

.اینحوزه]3-1[هایسیستماصلیومدلتقریبایکسانباشند

یکنترلوپردازشسیگنالازتحقیقریشهدرریاضیات،مهندس

نمونه از پس سیستم، شناسایی فرآیند در برداریدارد.

پسازتخمینگردد.ها یکمدلانتخابمیدادهآوری)جمع

 مرحله در مدل، بررسیپارامترهای آن موفقیت میزان ارزیابی

درصورتعدمموفقیتدرکسبآزمونمی هایارزیابی،شود.

دیگریانتخابمی دادهمدل با تا برداریتطبیقهاینمونهشود

هایمختلفیاینفرآینددارایچالش.]5-4[بهتریداشتهباشد

 .اشدکهدرادامهتوضیحدادهخواهدشدبمی

هایاساسیدرشناساییوبدستآوردناطلاعاتیکیازچالش

هایعددیمناسبهاوالگوریتممجهولازسیستم،انتخابمدل

می می.]6[باشد سبب دربارهمدل اطلاعات کمبود تا گردد

مسئلهاصلی پسازانتخابمدل، سیستمتاحدیجبرانشود.

می دسترس در اطلاعات از استفاده با پارامترها باشد.تخمین

 پارامترها تخمین اجرای سرعت و مدل صحیح نیزانتخاب

.]6[باشندفاکتورهایبسیارمهمیدرمسائلشناساییسیستممی

حتیاگرنمونه بهدرستیاگرمدلبهدرستیانتخابنگردد، ها

گردند برآورده بود نخواهد اعتماد قابل ]7[نتیجه به. توجه با

مدلهاینمونهماهیتداده توانندمیگوناگونهایبرداریشده،

اطلاعازهایمختلفیبرایسیستمشوند.بنابراینمنجربهجواب

داده ونوع شودیمدلها برده استبکار قرار حیاتیکه بسیار

مدلیمناسباستکهدباشد.می رعیندربحثانتخابمدل،

سیستمداشتهباشد.سرعتاجرایسادگیتطابققابلقبولی با

در که است اهمیت حائز حیث این از نیز پیشنهادی روش

زمان کاربردهای از برخط1واقعیبسیاری شناسایی بسیار2و ،

استکهشناساییپارامترهاباسرعتودقتبالاییانجامحیاتی

مدل از بسیاری زیرا شناساییسیستمشود. در کاررفته به های

بهینه حلمسائل به روشمنجر با هایحلزمانسازیپیییده

می تابری هستند تلاش در محققان منظور همین به گردند.

عینسادگیدار در که مدلیانتخابشود ایپیییدگیهمواره

3محاسباتی باشد ]7[مناسبی پیییدگی. مشکل حل برای

الگوریتم محاسباتی روشها مختلفیاخیرا شدههای پیشنهاد

.]11-8[است

روش مهمترین از یکی از استفاده شده ارائه کامپیوترهایهای

می کامپیوترهاکوانتومی این اساسباشد. فیزیکبر قوانین

شوند.باتوجهبهخواصمفیدذراتکوانتومیساختهمیکوانتوم

درهم موازی4تنیدگیهمیون عملکرد5سازیو بهبود میزان

بهتر بسیار فعلی کامپیوترهای به نسبت کوانتومی کامپیوترهای

الگوریتمباشد.می اخیر سالهای محاسباتدر اساس بر هایی

لهکوانتومیارائهشدهاستکهپیییدگیمحاسباتیحلیکمسئ

داده کاهش زیادی بسیار حد تا را کوانتومیالگوریتماند. های
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2 Online Identification 
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4 Entanglement 
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گراور6شور الگوریتم7و حوزهاولین این در شده ارائه های

یکع]11[باشندمی برایتجزیه الگوریتمشور عوامل. به دد

پیییدگیمحاسباتیاینالگوریتمازمرتبه است. اولارائهشده

است؛چندجمله بهترینای محاسباتی پیییدگی که صورتی در

می نمایی مرتبه از کلاسیک روش گراورباشد. یبراالگوریتم

نامنظم داده پایگاه یک در میجستجو پیییدگیرود.بکار

 با مرتبه محاسباتیاینالگوریتمبراییکمجموعه از عضو

است؛درصورتیکهپیییدگیمحاسباتیبهترینروش  √  

باشد.می     یککلاس

توانندکاربردداشتههایکوانتومیدرمسائلمختلفیمیالگوریتم

 پایهباشند. مسائل از بسیاری روشدر همیون شناسایی ای

شبه OLS)8حداقلمربعاتمعمولی محاسبه معکوسماتریس،

بسیاراست زیادبرداریهاینمونهدادههنگامیکهتعداد)داده

زمان دربر معمولی مربعات حداقل روش در بود. خواهد

محاسبهپارامترهایسیستمفرضبرایناستکهنویزحاصلاز

برایمحاسبهبدونگیریوخطایساختارسفیدمیاندازه باشد.

روش از باید رنگی نویز با سیستم پارامترهای هایبایاس

مربپیشرفته حداقل روش همیون شدهتری داده تعمیم عات

ا شود. همیونستفاده سیستم شناسایی مختلف مسائل در

شده داده مربعاتتعمیم روشحداقل از استفاده با ،شناسایی

می کهانتظار سببافزایشرود محاسباتکوانتومی از استفاده

بههمینسرعتقابلقبولینسبتبهروش هایکلاسیکشود.

م مفید خواص از تا داریم قصد مقاله این در حاسباتمنظور

 در محاسباتیمکوانتومی بار کاهش و سرعت افزایش بحث

نماییم. استفاده شده بنابراین،روشحداقلمربعاتتعمیمداده

 ارائهروشدراینمقالههدفشناساییپارامترهاییکمدلبا

                                                             
6 Shor's Algorithm 

7 Grover's Algorithm 

8 Ordinary Least Squares 

بابکارگیریمحاسباتکوانتومیحداقلمربعاتتعمیمدادهشده

ییکهبهفرمرگرسیونخطیها.دراینروشکلیهسیستماست

باشند.گردندقابلشناساییمیبیانمی

محدودیت دارای مربعات حداقل مرسوم جدیروش های

می محدودیتباشد. جمله از های دراین که است این روش

 ،،برایرسیدنبهپارامترهایبدونبایاس      رابطه

باشد. سفید نویز               فوقرابطهدرباید

می تعمیمباشند. از استفاده با روشاما همیون)OLSهاییاز

(GLS9درروشتوانمحدودیتنویزسفیدرابرطرفنمود.می

OLS رابطه از استفاده با بهینه پارامترهای       اگر

استکهدرداده          محاسبهشود،هزینهمحاسباتی

 بزرگبسیار میهای کند برایشناسایی]11[باشد طرفی از .

نمونه به نیاز سیستم میبهتر بیشتری رابطههای طبق که باشد

بنابراینیافتن زیادخواهدبود. فوقپیییدگیمحاسباتیبسیار

صورتتقریبی به که سریع ̃ یکالگوریتم برآورده    را

نمایدبسیارارزشمنداست.

کاربردروشحداقلمربعاتخطادرعلومباتوجهبهاهمیتو

محاسباتیاین رویکاهشبار بر محققان بسیاریاز مختلف،

هایدرمحاسباتکلاسیکالگوریتم.]11[اندروشتمرکزکرده

شده شناخته که دارند وجود ̃ ای را نسبی خطای ̃ ‖با  

     برایهرثابتخطای) ‖  ‖   ‖   محاسبه 

می این الگوریتمکنند. از نوع همیون CGها
محاسبه11 برای

ماتریسماتریس پایینو روشنُهایتُهایرتبه هایسادهکاز

هایدلخواهمربعیوپُردارایامابرایماتریسترهستند؛سریع

بنابرایندر]12[باشندمی     پیییدگیمحاسباتیازمرتبه .

پیییدگی به ازصورتدستیابی استفاده با هایمحاسباتیکمتر

                                                             
9
Generalized Least Squares  

10 Conjugate Gradient 



 

 

درباشد.محاسباتکوانتومیروشارائهشدهبسیارارزشمندمی

اندهایکوانتومیکهتاادامهبرخیازروش کنونپیشنهادشده

مرورخواهدشد.

)]12[مرجعروش کوانتومیبرایHHL11یا یکالگوریتم ، 

       محاسبه زمان داده               در ارائه

ترینروشحلمعادلاتخطیایاست.اینروشبهعنوانپایه

می محدودیتشناخته ازجمله هرمیتیتوانبهمیهایآنشود.

خوش و کردبودن اشاره داده ماتریس بودن همینینحالت .

تخمینپارامترهابااینروشدرحضورنویزرنگیسبببایاس

شدنتخمینمی دار لحاظساختار]11[مرجعروشگردد. از

.دراینروشمشکلشبیهاستبسیارHHLبهروشالگوریتم

مرتبه از زمانی پیییدگی و است شده حل بودن هرمیتی

می                   باشد. بردر علاوه روش این

خروجی نُرم مقدار پارامترها )بدو⟨ |تخمین نیز افزایشن

محاسباتیپیییدگی روششودمیمحاسبه  یک]13[مرجع.

زمانالگوریتم در تکین مقادیر آوردن بدست برای کوانتومی

                 که است داده دقت پیشنهاد پارامتر

اینباشدمی تُ. ماتریسنُروشمشکل هرمیتیبودن و کبودن

بابکارگیریایزومتری یکیهایمناسبحلکردهاست.دادهرا

تکین تعیینعلامتمقادیر مشکلاتاساسیاینروشعدم از

می کار به خروجی ساخت در )که شده زده روند تخمین

می کو]14[روشباشد. تکین مقادیر تخمین مبنای انتومی،بر

بنانهادههایمناسبواستفادهازایزومتریتصحییحتخمینفاز

نوتنُُکبودنبودهایهرمیتیمحدودیت.اینروشاستشده

انتخابایزومتری نحوه اما است؛ برطرفنموده مناسبهایرا

درتمامیروشباشد.هایاساسیآنمیدراینروشازچالش

در پارامترها تخمین بودن دار بایاس مشکل شده بیان های

خوش محدودیت و رنگی نویز ماتریسحضور بودن حالت
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Harrow Hassidim Lioyd  

باورودیهمینانبرقرارمی ،GLSتوجهبهاهمیتروشباشد.

بهره با داریم اینمقالهقصد ایدهدر درهایبیانگیریاز شده

] 12[مقاله ] 13[و ایدهو هایپیشنهادیبرخیاز هایروش،

GLS کوانتومیوتمامکوانتومیبرایروش-الگوریتمکلاسیک

ارائه روشرا پیشنهادینماییم. بیشتریهای کاربرد عمل در

هستند استفاده قابل نیز براینویزهایرنگی و بنابراین.داشته

بدونبایاسمحاسبهمیپهااینروش کنند.ارامترهایسیستمرا

روش در که است ذکر به پیشنهادی-کلاسیکلازم ،کوانتومی

داده ماتریس بودن حالت خوش مشکل حل روش،برای از

SVDبرایحلمشکلبایاسشود.استفادهمیوتجزیهاسکلت

بودن نیزپارامترهادار قضیه کردGLSاز خواهیم دراستفاده .

رایحلخوشحالتبودنبنیزروشتمامکوانتومیپیشنهادی

ماتریسدادهازتقطیعمقادیرتکیناستفادهشدهاست.درقسمت

رداخت.نیازهایاصلیخواهیمپدوممقالهبهمروربرخیازپیش

هایپیشنهادیبههمراهنتایجارائهخواهنددربخشسومروش

شبیه چهارم بخش در محیطشد. در ساده مسئله یک سازی

QISKITشرکتIBMنتیجهبهبخشپنجمانجامشدهاستو

.لازمبهذکراستکهدراینمقالهمباحثپایهپردازدمیگیری

با آشنایی هایکوانتومی،گیتایمحاسباتکوانتومیهمیون

هایسازیکوانتومیوالگوریتمتخمینفاز،تقویتدامنه،موازی

ارجاع]15[کوانتومیبیاننشدهاستوخوانندگانرابهمرجع

  دهیم.می

 نيازهاپيش .2

مشکل برایحل لازم مباحثریاضی از بخشبرخی این در

میخوش بیان ماتریسداده منظورحالتبودن همین به گردد.

 روش دادهSVDابتدا توضیح اسکلت تجزیه روش سپس و

خواهدشد.





 

 

 SVD. روش 1.2

روش قسمتهدفمعرفی این درSVDدر آن از استفاده و

 ماتریسمحاسبه پایین رتبه کهمی12تقریب همانطور باشد.

نسبتبزرگترینبه)هایبدحالتعددشرطدانیمدرماتریسمی

تکینکوچکترین همینعلتدر مقدار به بزرگاست. بسیار

ریسخوشحالتاستوفرضبرآناستکهماتHHLروش

امادرمسئلهشناساییسیستمبعضاباشدعددشرطکوچکمی .

ماتریس اینبا اینمقاله در داریم. مسئلههایبدحالتسروکار

روش از استفاده پایینماتریسبا تقریبرتبه وSVDبوسیله

بنابراینروشبهکارروش است. تقریبشبهاسکلتحلشده

 بردهشدهدراینقسمتباجزئیاتتوضیحدادهخواهدشد.

،SVDباشد.درنظریهدهندهیکسیگنالمینشان فرضکنید

توانبهصورتمعادلهزیرتجزیهکرد:هرماتریسرامی

(1            

 آن در و              که چپ  تکین )بردار

               هستند متعامد تکینراست   .]16[)بردار

رابطه برقرار                      بنابراین

و    هایهایماتریسلازمبهذکراستکهستونباشد.می

   بهترتیبازبردارهایویژهمتعامدیکهماتریسهای    

قطریاستکهشبهنیز      ماتریس.تشکیلشدهاست   و

.باشندمی   یا   مقادیررویقطرآنمقادیرتکینماتریس

بنابراینخواهیمداشت:

(2                                

                                                            
 

کوچکترینمقدارمنفردغیرصفر  بزرگترینو  کهدرآن

باشد.ماتریسمی

                                                             
12

Low Rank Approximation  

 فرمول بندي مسئله تقریب رتبه پایين. 2.2

سودمند بسیار سیستم شناسایی در ماتریس پایین رتبه تقریب

نمونهمی به توجه با دادهبرداریباشد. ماتریس مختلف، های

 شود. بدحالت است ممکن معکوس ماتریسمحاسبه یک

چالشبدحالت با روبرو میهایی رتبهباشد. تقریب از استفاده

رفعبدحالتیماتریساست.تقریبهایموثریکیازروشپایین

SVDتجزیهدهازتوانبااستفاتررامییکماتریسبارتبهپایین

هدفدراینبخشتخمینماتریسرتبهپایینبنابراینانجامداد.

ماتریس  از استفاده تقریبباشدمی با در زیر رابطه طبق .

 خواهیمداشت: بارتبه رتبهپایینماتریس



(3       |   [
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 ماتریس دو تعریف به توجه  با تکین و مقدار تجزیه ،

توانبهصورتزیرنشانداد:ماتریسرامی



(4  

        
        

          
   

                                  

کلیماتریس طور قالبمعادلات به بهصورتخطیدر را

دهیم.نشانمی زیرباتوجهبهتجزیهمقادیرتکین
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کهباشندهایمتناظرمیهاپایه    هاضرایبو   5رابطه)در

اطلاعات از استفاده با فوریه، ثابتسری های پایه خلاف بر

معادلهسیگنالبهصورتتطبیقیانتخابمی به توجه با شوند.

بازسازی             در بیشتری نقش اولیه ضرایب



 

 

همینینبراینمایشیکسیگنال اینموضوع ماتریسدارند.

کند.اکنونلبگصدقمی-ساسلمریمانتوسطسریفوریهبرا

ماتریس بهعنوانیک)تقریبرتبهپایین مسئلهاصلیتعیین

سازیبهفرمزیراست:مسئلهبهینه

(6         
 

‖   ‖ 
                               

بررویماتریس،وبادرنظرگرفتنقضیهSVDبافرضاعمال

[موجوداست،پاسخ18]مرجعکهدر13میرسکی-یونگ-اکارت

فرمبستهبرایمسئلهبهینهسازیبهصورتزیرخواهدبود:
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به بهینه مقدار محاسبه برای را معیاری بالا مرجع در قضیه

کند:صورتزیربیانمی

(8 
∑  

 

 

   

 ∑   
 

 

     

                    

مطابقبامعیارفوق،مجموعمقادیرتکینباقیماندهبایدبزرگتر

 مقادیر مجموع از مساوی  یقطت)یا تا باشد شده یکع بتوان

 8)رابطهرابدستآورد.بنابراینطبقتقریبرتبهپایینمناسب

تقریبرتبه ابتدا برایحلموضوعبدحالتبودنماتریسداده

بااینعملمحاسبهمیSVDپایینماتریستوسطروش گردد.

اندترکهسبببدحالتشدنماتریسشدهمقادیرتکینکوچک

می حذف روش محاسباتی پیییدگی یکSVDشوند. برای

بنابرایناستفادهباشد.می     ازمرتبه   ماتریسباسایز

می محاسباتی بار افزایش سبب روش این منظورگردد.از به

روشتجزیهکاهشپیییدگی محاسباتیدرتخمینرتبهپایین،

                                                             
13 Eckart-Young-Mirsky 

وتجزیهشبهاسکلتپیشنهادشدهاستکهدرقسمت14اسکلت

پردازیم.بعدبهآنهامی

 . تجزیه اسكلت2.2

تقریباسکلتاینماتریس    ماتریس بگیرید. نظر در را

ستون بهترتیبشامل   باشدکهمی     بهصورت

 ماتریس از شده انتخاب سطر  و .دنباشمی     و

            ماتریس که ستون     است و هایسطر

ماتریس از شده  انتخاب حداکثر بعُد نباشمیبا رابطهد. در

بُفوق بسیاردشوار عدحداکثربهدستآوردنزیرماتریسبا

می؛است جایگزین بهینه زیرماتریسشبه یک با شودبنابراین

]19[ الگوریتم از ماتریس این آوردن بدست برای .maxvol

کنیم.برایساختنیکتقریباستفادهمی]21[موجوددرمرجع

  اسکلترتبه  ماتریساز الگوریتم از استفاده ،maxvolبا

 .شودمراحلزیراجرامی

1-   از اندیس ستون با هایرا

یک                       در و کرده محاسبه را

بنامید.یعنیقراردهید: ماتریسذخیرهکردهوآنرا

           .

2-  پروسه بکارگیری با را مناسب maxvol ماتریس

(]21[ روی بر این   در خروجی آورید. بدست

 سطرهای اندیس                       قسمت

 باشد.می

ماتریس  -3 در را بدستآمده            سطر

 قراردهید.

4-  صورت به اسکلت که     تجزیه است

 باشد.می           و     

اندیس الگوریتم ابتدای اگردر به                      های

نشونددرستی قابل،انتخاب است ممکن آمده بدست تقریب

                                                             
14 Skeleton Approximation 



 

 

نباشد بنابرایناعتماد معکوسنی ماتریس؛ و بدحالتبوده ز

بود نخواهد شبهپذیر تقریب روش مشکل این حل برای .

استکهدرقسمتبعدتوضیحخواهیمداد. اسکلتارائهشده

 روش محاسباتی maxvolپیییدگی با باشدمی     برابر

]21[ بالاپیییدگی. الگوریتم صورتنیزمحاسباتی به

توجهمی                       با باشد.

مرتبهپیییدگ،      به از فوق الگوریتم محاسباتی ی

 خواهدبود.      

 اسكلت . روش تجزیه شبه2.2

شد، بیان بخشقبل در که معکوس ماتریسهمانطور باید

 باشد. یکانتخابمناسببرایمعکوساینماتریسشبهپذیر

برایساختتقریبشبهاسکلتباشدمی  با    ماتریس.

 می،          رتبه عمل زیر صورت جایبه به کنیم.

  انتخاب ماتریس از  ستون ،       باتصادفیستون

کنیموآنراراانتخابمی                      هایاندیس

می            الگوریتم از سپس برایmaxvolنامیم.

 اندیس یافتن با سطر استفاده                      های

و می           ماتریسکرده تشکیل بنابراین،دهیم.را

اسکلتتقریبو           ماتریس صورتشبه به

          
ستونمی       انتخابتصادفی دلیل به باشد.

ممکناستپایدارنباشد.برایحلاین ماتریسها،معکوس

 ماتریس،مشکل استفاده روشبا میSVDاز .گرددتجزیه

        ،بنابراین
 (   متعامدماتریس  و های

 باشندمی   و شامل قطری ماتریس تکین نیز مقدار

             یانگ روش از استفاده با حال -است.

ماتریس پایین رتبه تقریب می میرسکی بهمحاسبه و گردد

شود.بنابراینجایمقادیرتکینبسیارکوچکصفرقراردادهمی

ماتریس      های می با تقطیع تکین ومقدار شبهشوند

 آید.بدستمی 9ازرابطه) معکوس

(9           
         

    
  

درنهایت  ماتریس صورت        به
    

زده   تقریب

شدهشود.می داده توضیح زیرمراحل در صورتالگوریتم به

شدهاست.بیان

ازماتریس  -1 اندیس ستونرا با بهصورترندوم

آنها                      های انتخابنماییدو

قراردهید.           رادرماتریس

2-  پروسه بکارگیری با را مناسب maxvol ماتریس

(]21[ روی بر این   در خروجی آورید. بدست

 سطرهای اندیس                       قسمت

بنابراینمی و           داریم:باشد.

           . 

 رااعمالنمایید.SVDروش بررویماتریس -3

4-  مقدار برای را تکین مقادیر تقطیع روی فرآیند بر

 انجامدهید.     هایماتریس

5-  معکوس  شبه رابطه از استفاده با    را

       
         

    
 بدستآورید. 

       بهصورت تقریب -6
    

 خواهدبود.  

پیییدگیمحاسباتیالگوریتمفوقهمانندبخشقبلیبهصورت

می                      گردد.محاسبه

  عبارت فرآیند به مربوط بالا رابطه در شده SVDاضافه

رابطهمی به توجه با       باشد. محاسباتی، پیییدگی

      ازمرتبه   مقادیرورودیالگوریتمفوقنسبتبه

بود شبهخواهد روش از استفاده با قسمت این در بنابراین .

می مشکاسکلت باتوانیم را ورودی ماتریس بودن بدحالت ل

پیییدگیمحاسباتیکمتریحلنماییم.





 

 

 (WLS)15. روش حداقل مربعات وزن دار2.2

لحظات در خطا شده داده وزن مربعات حداقل روش در

نیست ارزشیکسانیبرخوردار .مختلفاز ماتریسWLSدر

تواندهرماتریسدلخواهیباشدوتنهاشرطایناستوزنمی

مشتقگرفتناز با مثبتمعینباشد. توانمی نسبتبه که

آورد:رابطهپارامترهایبهینهرابهصورتزیربدست

(11  ̂                   

 یافته كوانتومی تعميم GLSروش  .2

حضورGLSروش در پارامترها حلمشکلتخمین منظور به

نویزرنگیارائهشدهاست.دراینروشفرضبرآناستکه

شودکهتخمینبدونباشدوتلاشمیدینامیکنویزمشخصمی

 سیستم پارامترهای بابایاساز شناساییسیستم در شود. ارائه

تابعهمبستگی،ماتریسحداقلمربعات،بابکارگیریاستفادهاز

 مدل و بدونمی            همبستگی تخمین به توان

 روشتکراریبایاسرسید. از استفاده IGLSبا دینامیکنویز،

 فرضداشتندینامیک]5[آیدبدستمینیز اینروشبا در .

شناساییمینویز دینامیکسیستم اولیه  در)مقداردهی و شود

آید.بخشدومبافرضشناختنسیستمدینامیکنویزبدستمی

گرددتاتخمینبهینهبدستاینمراحلبهطورمداومتکرارمی

آید مسئله در نویز دینامیک داشتن فرض بنابراین .GLS

باتوجهبهاینکمحدودیتیایجادنمی بایدGLSهدرروشکند.

 خطا همبستگی ماتریس یا نویز باشد،   )دینامیک معلوم

می رویرو̂ توان از بایاسرا شحداقلمربعاتوزنبدون

که هنگامی شده     داده
که   همانطور آورد. بدست

 باشد:زیرمیدانیمماتریسهمبستگیخطابهصورتمی
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Weighted Least Square  
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دارای    همینینماتریسهمبستگیباتابعخودهمبستگی

:باشدرابطهزیرمی



(12      [

               
               
       
                    

]   

می              مدل اگر رویآن از توانمشخصباشد

م بدستآورد. کنیمضرائبچندمیفرضاتریسهمبستگیرا

بنابراین.معلوماست                     ایجمله

داریم:



(13           
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نویزسفیدنیست  فرضکنیددرروشحداقلمربعات،حال

ایناستکهGLSباشد.هدفدریکنویزمشخصمیمامادینا

سفیدتبدیلشودتابتوانتخمینبدونبهنویزبهنحوی  نویز

ازقضیهزیراینمشکلبدستآورد. بایاسبرای استفاده با

شود.حلمی

توانازرویبدونبایاسرامی̂ معلومباشد  اگر:1قضيه 

 وقتی شده داده وزن مربعات حداقل     روش
است  

.]5[بدستآورد

مشکلاتروشحداقلمربعاتمعمولیتخمینبایاس یکیاز

باشد.درقسمتقبلدیدیمکهدرداردرحضورنویزرنگیمی

می بصورتشناختدینامیکنویز تخمین به بایاستوان دون

یکیازفرضیاتخوشHHLدستیافت.درتوضیحاتروش

)بهمنظورتضمینمعکوسپذیربودن و حالتبودنماتریس

ترکیبروش)یروشباشد.دراینقسمتابتداتنُُکبودنآنمی

کلاسیک  و کوانتومی بههای نسبت که شد خواهد ارائه



 

 

باشد.کلاسیکدارایپیییدگیمحاسباتیکمتریمیهایروش

فقطکافیستکهماتریسدادهدارایتقریبپیشنهادی،درروش

رتبهپایینباشد.پسازتقریبرتبهپایینماتریستوسطروش

 ،مقادیرتکینیکهسبببدحالتSVDشبهاسکلت)مبتنیبر

می ماتریس میشدن حذف راشوند به توجه با بطهگردد.

تعمیم                 ̂  رگرسیون مسئله برای

می کوانتومی یافته مسئله ورودی    توانیم مقادیر با را

              قضیه اساس بر کنیم. با1حل

بود. خواهد بایاس بدون پارامترها تخمین پیشنهادی روش

کوانتومیپیشنهادیبهمنظور-کلاسیکالگوریتمترکیبیمراحل

صورتبه مربعاتتعمیمدادهشدهکوانتومیحداقلحلمسئله

.زیرمیباشد

    و  ،  ماتریسها:ورودی
  

     
          

     

  [
   

 

   
]    [

  

 
]    [

 
  

] 

 بااستفادهازروششبهاسکلتتقریبرتبهپایینماتریس -1

محاسبهگردد.

⟨ |حالتکوانتومی -2  ∑   |  ⟩
 
روش    از استفاده با ]21[را

 آمادهکنید.

گردد: -3 محاسبه ویژه مقادیر فاز تخمین روش از استفاده با

∑   |  ⟩
 
   |  ⟩. 

 مایید.بااستفادهازچرخشکنترلیحالتزیرراایجادن -4

∑  |  ⟩

 

   

|  ⟩ √    
  | ⟩    

  | ⟩  

برای -5 را ویژه  مقدار تخمین فرآیند محاسبه)عکس عدم فرآیند

انجامدهید.⟨  |

∑را⟨ |دامنهحالت -6     
  |  ⟩

 
گیرینمایید.اندازه⟨ |    

 )تخمینپارامترها ⟨ |خروجی:

مراحلدرالگوریتمفوقمرحلهاولبهصورتکلاسیکوبقیه

باتوجهبهگردد.باتبدیلمقادیرکلاسیکبهکوانتومیانجاممی

ماتریسHHLروشپیییدگی پردر و ،           )های

روششبهاسکلتکهدربخشقبلیموردمطالعهقرارگرفت،

مرتبه از ورودی به نسبت فوق الگوریتم محاسباتی پیییدگی

خواهد                                

بود.بنابراینپیییدگیمحاسباتیروشترکیبیپیشنهادیمقالهاز

                                مرتبه باشد.می

حالی چولسکیایندر تجزیه معکوسو روششبه استکه

 مرتبه از مربعات حداقل پارامترهای محاسبه      برای

محاسباتیبرتریبنابراینروشترکیبیپیشنهادی،.خواهندبود

روش به نسبت توجهی دارد.قابل کلاسیک ازهای استفاده با

پیشنهادی ورودی،،الگوریتم ماتریس بودن هرمیتی مشکل

است رنگیحلشده نویز مزایایخوشحالتبودنو از که

.باشددیگرروشترکیبیپیشنهادیمی

 GLS یافتهحداقلمربعاتتعمیمالگوریتمتمامکوانتومی.1.3

مسئله حل برای کوانتومی تمام الگوریتم یک قسمت این در

 شد. خواهد ارائه یافته تعمیم مربعات الگوریتمحداقل در

 پیشنهادی، صورتروشبرخلاف به نیز اول مرحله قبلی

هصورتگردد.دراینروشازمقادیرتکینبکوانتومیانجاممی

خروجیمستقیم ساخت ارائهدر از قبل شد. خواهد استفاده

پردازیم.میQSVEالگوریتمپیشنهادیبهمرورقضیه

فرضکنید(:]12[)برگرفته از مرجع  QSVE: قضيه 2قضيه 

       که تکین مقادیر تجزیه با ماتریس   یک

∑        
ذخیرهشدهاستو1باشدکهدرساختاردادهلممی 

الگوریتم    آنگاه دقتباشد. پارامتر زمانQSVEنیز در

می                 نگاشتاجرا و گردد

∑     |  ⟩| ⟩  ∑ می⟨ ̃ |⟨  |     کهشوانجام آند در

اطلاعاتمی ‖ ‖      ̃  برای محترم خوانندگان باشد.

 مراجعهنمایند.]13[واثباتقضیهبهمرجع1بیشتردربارهلم

 روش از مقاله کوانتومی تمام پیشنهادی الگوریتم QSVEدر

استفادهخواهیمکرد.بااستفادهازاینروشمشکلخوشحالت

الگوریتمتواناییحلمسائلبابودنماتریسحلخواهدشدو



 

 

خواهدبود دارا مقادیرماتریسغیرهرمیشنرا فرضتجزیه با .

∑  تکین        
برایحلمسئلهحداقلمربعاتداریم:، 

فرضنمایشبردارهای ‖    ‖   با .  برحسب  و

 داریم:      و      هایپایه
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  ‖    ‖  ‖∑      

 ∑     ∑    

 

   

 

   

 

   

‖

 

         

 ∑         
  ∑   

 

 

     

 

   

 

 رابطه شدن حداقل  16)برای    باید
  

  
بنابراین باشد.

  ∑
  

  

 
بود      شدهخواهد بیان بندی فرمول طبق در.

برایرسیدنبهتخمینبهینهدرروشحداقلمربعاتباید ،16)

∑حالتکوانتومی     
  |  ⟩

 
بنابراین⟨ |     شود. محاسبه

اینقسمتهدفتبدیل ∑در   
 
∑به     

  

  

 
باشد.می     

 از مشکلاتیکی قضیه در علامتQSVEمهم تعیین عدم

می شده زده تخمین تکین .باشدمقادیر بههمینین توجه با

دراینمقالهبه.| ̃ |  ̃ هرمیتیبودنماتریسورودیداریم:

 مسئله حل ماتریسGLSمنظور علامتبرای باید کلی های

مقادیرتکینمشخصباشد.بههمیندلیلباالهامازایدهمطرح

 مرجع در از]22[شده تکین علامتمقادیر تعیین منظور به ،

روش ابتدا بررویدوQSVEروشزیراستفادهخواهیمکرد.

مثبتمی )که       و ماتریس باشد یکاسکالر

می اجرا ماتریسلازمبهذکراستکهگردد.   بردارهایویژه

هستند.امامقادیرویژهآنبرابر همانبردارهایویژهماتریس

 برای    با بود.     هرخواهد |    |داریم:  

|  |  | |  |  | اگر     و
 

 
 |    |داریم:  |  |.

بنابراینبامقایسهدومقدارتکینبدستآمدهدراینمرحلهمی

نماییم. تعیین را شده زده تخمین تکین مقدار علامت توانیم

.بهصورتزیرمیباشدالگوریتمتمامکوانتومیاینمقاله



    و  ،  ورودیها:ماتریس
  

     
          

     

  [
   

 

   
]    [

  

 
]    [

 
  

].

1-  کوانتومی ⟨ |حالت  ∑ از⟨  |    ⟨  |   استفاده با را

 آمادهکنید.]21[روش

انجامشود.بنابراینحالتSVEروش    و برروی -2

 سیستمدراینمرحلهبهصورتزیرخواهدبود.

|  ⟩  ∑  

 

|  ⟩|| ̃ |⟩ || ̃   |⟩
 
 

مقدار -3 که صورتی در و نمایید اضافه کمکی یکرجیستر

CبزرگترازمقداررجیسترBرجیستر کردهو1بودآنرا

 گیتفازشرطیرااجرانمایید.بنابراینداریم:

|  ⟩  ∑        

 

|  ⟩|| ̃ |⟩ || ̃   |⟩
 
|  ⟩  

4-  رجیسترهای روی بر را محاسبه عدم انجامC,Dفرآیند

رج مقدار اگر Bیستردهید. از یککیوبیتTبزرگتر بود

اضافهکردهوچرخشکنترلیبهحالت⟨ |کمکیبامقدار

 
 

   ̃ 

| ⟩  √  
 

    ̃ 
 
گردد. ⟨ | حالتانجام بنابراین

سیستمدراینمرحلهبهصورتزیراست.
 

|  ⟩  ∑        |  ⟩|| ̃ |⟩  
 

   ̃ 

| ⟩  √  
 

    ̃ 
 
| ⟩ 

 

   

 

انجامگردد.Bفرآیندعدممحاسبهبرایرجیستر -5

|  ⟩  ∑        |  ⟩ 
 

   ̃ 

| ⟩

 

   

 √  
 

    ̃ 
 
| ⟩  

انجامدهیدو⟨ |روشتقویتدامنهرابررویحالت -6

⟨ |سپسآن)یعنی  ∑          
 

   ̃ 
 |  ⟩

 
 رااندازه   

 گیرینمایید.

⟨ |پسازمتناسبسازیپارامترهایواقعیبرابربا -7  

∑          
 

 ̃ 
 |  ⟩

 
 خواهندبود.   

 )تخمینپارامترها ⟨ |خروجی

روش پیشنهادیماتریسورودیبا الگوریتم در آنجاییکه از

بنابراینحالتورودیالگوریتمبرابر،گرددمیمیتیبیانشدههر

⟨ |با  ∑ خواهدبود.درادامهبهتحلیلخطایباند   ⟨  |  

خروجیالگوریتموپیییدگیمحاسباتیآنخواهیمپرداخت.





 

 

 تحليل باند خطاي خروجی 1.1.2

گردد،حالتخروجیبرابربامشاهدهمی⟨ |وقتی6درمرحله

| ̃⟩  ∑
  

 ̃ 

 
بخشمی⟨  |    این اول توضیحات طبق باشد.

 با برابر ⟨  |حالتواقعی  ∑
  

  

 
بنابراین⟨  |    بود. خواهد

 داریم:
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‖ ̃    ‖ 
  ∑ 

  

 ̃ 

 

   

 
  

  

   ∑
  

 

  
 
  

 

   

 
  

 ̃ 

  

 ∑
  

 

  
 
(
  ̃     

 

  
 

)  

 

   

 

‖    ̃ ‖،2باتوجهبهقضیه خواهدبود.همینین ‖ ‖  

توجهبهشرطمرحله بنابراینمی   ̃ ،الگوریتم4با باشند.

آید:یککرانبالابرایرابطهفوقبهصورتزیربدستمی
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∑

  
 

  
 
(
  ̃     

 

  
 

)

 

   

 (
 ‖ ‖ 

 
)

 

  

    هایمناسب،یکیازانتخاب]21[طبقمرجع
 

  
 باشد.می 

 بااینانتخابداریم:

(17 ‖ ̃    ‖ 
     ‖ ‖ 

   ⏟      
  

‖  ‖ 
   

دقت انتخابمناسبپارامتر با باندمی بنابراین خطای توان

خروجیرادرمحدودهمناسبیقرارداد.

 تحليل پيچيدگی محاسباتی 2.1.2

 مرحله می1در مرجع مراحل بکارگیری با حالت]21[توان ،

 ⟨ |کوانتومی  ∑ پیییدگی⟨  |    ⟨  |   نمود. ایجاد را

2باشد.درمرحلهمی         محاسباتیاینمرحلهازمرتبه

مرجع به توجه پیییدگیمحاسباتیروش]19[با ،QSVEاز

باانتخاب6خواهدبود.درمرحله                مرتبه ،

  
 

  
∑  برابربا⟨ |احتمالاصلیمشاهدهحالت

  
 

    ̃ 
 

 

∑  باشد.بادرنظرگرفتنمی
  

 

 ̃ 
 

 
 داریم:   
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  ∑

  
 

    ̃ 
 

 

   

 
 

   
∑

  
 

 ̃ 
 

 

   

 
 

   
  

 قبلهمینین قسمت در خطا باند برای آمده بدست مقدار

      ‖ ‖ 
می    اگر   باشد.

  

   آنگاه   باشد
  

   

 مرجع طبق بنابراین بود. و]21[خواهد دامنه تقویت برای

ثابت) یکمقدار به احتمال استکه99رساندن نیاز درصد 

 تعداد بنابراین           √مراحلقبلیبه گردد. تکرار

مرتبه از الگوریتم کلی محاسباتی لگاریتمیپیییدگی

                           
            

  ‖ ‖ 
خواهدبود. 

 لفهاي مخت مقایسه بين روش 2.1.2

محدودیت،)سرعتالگوریتم پیییدگیمحاسباتی،1درجدول

پیادهمختلفهای نحوه هایسازیوکاربردزمانواقعیروش،

چندروشپیشنهادیمقاله کوانتومیمقایسهبا رایجکلاسیکو

روشکلاسیک است. علتانجام-شده به پیشنهادی کوانتومی

محاسبات مرحله در زیادی1کلاسیک نسبتا پیییدگی دارای

روشمی با مقایسه در اما تجزیههایباشد. همیون کلاسیک

کوانتومی تمام روش است. کمتری پیییدگی دارای چولسکی

روش با مقایسه در مقاله این دارایپیشنهادی دیگر های

محدودیت شامل و مناسب پیییدگی کمتری .باشدمیهای

 با همینین قضیه از استفاده به ورودی1توجه ساخت در

الگوریتم،پارامترهایتخمینزدهشدهدرهردوروشپیشنهادی

بود نخواهند بایاس .دارای جدول روش1طبق دو هر ،

پیاده نظر واقعیدارایپیشنهادیاز زمان کاربرد و سازیآسان

اتوجهبباشند.هامیعملکردقابلقبولیدرمقایسهبادیگرروش

درحالیهایپیشنهادیاینمقالهبهتوضیحاتدادهشدهروش

 روشمحدودیتکه سایر به نسبت کمتری های دارند،ها

لحاظپیادهبودهقابلقبولپیییدگیمحاسباتیآنها از سازیو

باشند.میمناسبیآسانوکاربردزمانواقعیدارایعملکرد



 

 

 سازي شبيه .2

-سازیالگوریتمکلاسیکنمونهمثالازشبیهدودراینقسمت

 برایحل شد. خواهد ارائه پیشنهادی کوانتومی ازهامثالاین

سازیالگوریتمکنیم.برایشبیهاستفادهمی16محیطگوگلکلاب

پکیج ابتدا اینمحیطباید اینQISKITهایکوانتومیدر در

باکاریبرابازمنبعافزارنرمکیQISKITمحیطنصبگردد.

هاتمیالگوروهاپالسمدارها،سطحدریکوانتومیوترهایکامپ

یهابرنامهیدستکاروساختیبراییابزارهاافزارایننرم.است

یهادستگاههیاولیهانمونهیروبرهاآنیاجراویکوانتوم

کییسازهاهیشبایIBM Quantum Experience))یکوانتوم

کندیمارائهکوانتومیانهیرا یبرایمدارمدلازافزارنرمنیا.

سختهریبراتواندیموکندیمیرویپیکوانتوممحاسبات

ونیوابررسانایهاتیوبیکازحاضرحالدر)یکوانتومافزار

افتادهدامبهیها کندیمیبانیپشت برای.شوداستفاده 

نرمشبیه این در مدار آنالیز و پایتونسازی زبان از باید افزار

کرد. استفاده به نیاز که ساده یکمسئله مثال عنوان به 4ابتدا

هایکنیمکهماتریسگیریم.فرضمیکیوبیتداردرادرنظرمی

دادهبهالگوریتمکوانتومیبهصورتزیرخواهندبود:

(19 
  [

  
 

 

 
 

 
 

]      | ⟩  [ 
 
]  

ودرنهایتبرای⟨ |دراینمثالازیککیوبیتبراینمایش

سازیدومقدارویژهووازدوکیوبیتبرایذخیره⟨ |نمایش

کرد. خواهیم استفاده کیوبیتکمکی عنوان کیوبیتبه یک از

می محاسبه را ویژه مقادیر نمایشابتدا یک بتوانیم تا کنیم

انتخابدودوییدقیقازمقادیر ویژهمقیاسشدهدررجیستررا

می حال، این با بهکنیم. نیازی الگوریتم اجرای برای که دانیم

دانشقبلیازمقادیرویژهنیست.بنابراینداریم:

                                                             
16 Google Colab 

 هاي مختلف. مقایسه روش1جدول 

 پيچيدگی روش

)سرعت اجرا بر اساس 

 پارامترهاي ورودي(

 سازي پياده محدودیت ها

 آسان

كاربرد 

زمان 

 واقعی

 ]12[روش
  

          

 
  

هرمیتیبودن

 خوشحالتبودن

 تنکبودن

 

ن

 متوسط
 
 دارد

 ]11[روش
  

          

  
  

هرمیتیبودن

 خوشحالتبودن

 تنکبودن

 

ن

 متوسط
 
 دارد

روشمرجع

]14[ 
  

  √            

 
  

نندارد

 متوسط
 
 دارد

روشتجزیه

چولسکی)کلا

 سیک 

 ندارد      

آسان



ندارد

CGروش

 )کلاسیک 

خوشحالتبودن     √  

 تنکبودن



آسان



ندارد

روش

پیشنهادی

-کلاسیک

 کوانتومی

 ندارد                

 
 متوسط



 
 ندارد

روش

پیشنهادیتمام

 کوانتومی

  
            

  ‖ ‖ 
  

ن ندارد

 متوسط
 
 دارد
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   درمرحلهتخمینفازخروجیبهصورتدودوییوبهفرم

  


 تنظیم با بنابراین بود.      خواهد
 

 
دارای فاز تخمین ،

    خروجی

  
 

 

 
 

   

  
 

 

 
 فرم به ترتیب به که بود خواهد

|  ⟩ می⟨  |و باشود.نوشته برابر نیز ویژه بردارهای

|  ⟩  
 

√ 
( 
  

)  |  ⟩  
 

√ 
( 
 
 د.نباشمی( نیز⟨ |ماتریس

ماتریس ویژه پایه صورت در ⟨ |به  ∑
 

√ 

 
نشان⟨  |   

بنابراینمیداده الگوریتممختلفمراحلحالتسیستمدرشود.

بهصورتزیرخواهدبود.

⟨ |هایکوانتومی:.آمادهسازیحالت1  | ⟩. 



 

 

 .پسازتخمینفازداریم:2

√ 
|  ⟩|  ⟩  

 

√ 
|  ⟩|  ⟩.

  درمرحلهچرخشکنترلیباتنظیم.3
 

 
داریم:

 

√ 
|  ⟩|  ⟩ (√  

      

      
| ⟩  

   

   
| ⟩)  

 

√ 
|  ⟩|  ⟩ (√  

      

      
| ⟩  

   

   
| ⟩)  

 

√ 
|  ⟩|  ⟩ (√  

 

 
| ⟩  

 

 
| ⟩)  

 

√ 
|  ⟩|  ⟩ (√  

 

  
| ⟩  

 

 
| ⟩)  



بعدازاعمالعکستخمینفازداریم:.4

 

√ 
|  ⟩|  ⟩ (√  

 

 
| ⟩  

 

 
| ⟩)  

 

√ 
|  ⟩|  ⟩ (√  

 

  
| ⟩  

 

 
| ⟩)   

داریم:⟨ |گیریکیوبیتکمکیدرحالتبااندازه .5

 

√ 
|  ⟩|  ⟩ (

 
 
| ⟩)  

 

√ 
|  ⟩|  ⟩(

 
 

| ⟩)

√  
  

  

 بادقتدررابطهبالاداریم:

 

 √ 
|  ⟩  

 

 √ 
|  ⟩

√    
 

| ⟩

‖ ‖
  

بدست⟨ |تواننُرمبنابراینبدوناستفادهازگیتاضافیمی را

 باشد.درکیوبیتکمکیمی1آوردکهاحتمالمشاهده

  | ⟩  (
 

 √ 
)
 

 (
 

 √ 
)

 

 
 

  
 ‖ ‖  

 برابر⟨ |لازمبهذکراستکهخروجینهاییالگوریتم)جواب

 )با

 

 √ 
|  ⟩ 

 

 √ 
|  ⟩

√    
)  (

 

 
 

 

 
)  (     

     
بود.( درخواهد

با1.6قسمت آشناییبیشترخوانندگان منظور به پیوستمقاله

شبیه نحوه از استفاده با شبیهQISKITسازی کدهای و، سازی

است.توضیحاتمربوطهبهزبانپایتونقراردا مثالدردهشده

روشپیشنهادیدوم از استفاده با خطی رگرسیون یکمسئله

می برایگردد.حل شده گرفته نظر در مدل قسمت این در

باشد:سیستمبهصورتزیرمی
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0 1 1 ... .T

i p ip i i iy x x x           
کنیممجموعهدادهبهمنظوربررسیالگوریتمپیشنهادیفرضمی

باشد.پارامتری بهصورتزیرمی4)برداریشدهنمونه
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1 1 1 1 3 3 1 1
{ , 2, , },{ , 2, , },

8 2 8 28 2 2 8 2 2

1 1 1 1 3 3 1 1
{ , 2, , },{ , 2, , }.

8 2 8 28 2 2 8 2 2

      

    



طیبهفرمزیرنمایشدادههایمسئلهسیستمخباتوجهبهداده

شود.می
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0 1 2 3

0 1 2 3
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1 1 1 1
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2 82 8 2

1 1 3 3
2
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1 1 1 1
2

2 82 8 2

1 1 3 3
2
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سیستمفوقبهفرمماتریسیداراینمایشزیراست:
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0

1

2

3

1 1 1 1
2 1

2 82 8 2

1 1 3 3
2 1

2 82 8 2
.

1 1 1 1
2 1

2 82 8 2

1 1 3 3
2 1

2 82 8 2









   
      
   

    
      

    
    

      
     

   
   

   



 کلیمسئلهاین حالت در صورت Axبه bداده نشان

ماتریسمی ایجاد برای )شرطشود. الگوریتم به ورودی های

 رابطه بودن ، Tهرمیتی TA Ax A bمی نظر در گیریم.را

TAبنابراین AوTA bمدرنظرهایالگوریتبهعنوانورودی

می الگوریتمبهصورتزیرخواهندهایورودیشوندوگرفته

بود.
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ویژه مقادیر با هرمیتی ماتریس یک فوق ماتریس

1 2 3 41, 2, 4, 8      متناظرمی ویژه بردارهای باشد.

باشد.هابهصورتزیرمیآن
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ضریب 1با

2
j بنابراینورودی بهbنوشت.

 1صورت 1 1 1
00 01 10 11

2 2 2 2
b    می گردد.بیان

نشاندادهشده1مدارپیشنهادیبرایحلمسئلهفوقدرشکل

 با فاز تخمین مرحله )expاست. /16)U iAtمی شودانجام

.باشد می29بهصورترابطه)کهخروجیآن
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اینمثالبهعلتمی در استکه ذکر به لازم کیوبیتی4باشد.

 ساعت، رجیستر بودن
j j انتخابمی با باشد.
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 صورت، به خروجی چرخشکنترلی مرحله پساز
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340

   این بود. خواهد

خروجیمتناسبباجواباصلیمسئلهیعنی 
1

1 7 1113
32
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باشد.باشدزیراضربداخلیآنهابرابربایکمیمی


)exp. مدار پيشنهادي براي حل مسئله. در این شكل 1شكل  /16)f iAt 

و 
2r


  باشد. می 

 قسمت این شبیهدر برای از فوق مدار  QISKIT Aerسازی

QasmSimulator Backendاست شده استفاده . برایهمینین

 یکانی اپراتورهای سازی )expپیاده /16)U iAtروش از

GLOAاست شده اینروشسببمی]23[استفاده که. شود

گیت به نظر مورد سادهاپراتور یکانی های وتر شده تجزیه

سادهپیاده آن گردد.سازی کوانتومیتر الگوریتم که آنجایی از

می احتمالی نظر شبیهمورد در آمده بدست خروجی سازباشد

QISKITآبینمودار2.درشکلخواهدبود2بهصورتشکل

( اصلی خروجی با معادل نموداررنگ و کلاسیک  محاسبات

آ بدست خروجی با معادل رنگ الگوریتمقرمز از حاصل مده

اعداددیمیکوانتومیپیشنها کهمشخصاست. همانطور باشد.

باشندکهبدستآمدهنسبتبهاعدادواقعیدارایمقدارخطامی

درتخمیناپراتورهاییکانیGLOAاستفادهازروشآنعلت

 باشد.مرحلهتخمینفازمی

 گيري نتيجه .2

حداقل مسئله حل برای کوانتومی محاسبات از مقاله این در

 شده داده تعمیم استفادهGLS مربعات سیستم شناسایی در

روش در حداقلگردید. پایه روش برخلاف پیشنهادی های

 وخوشHHLمربعات هرمیتی داده ماتریس که نیست نیاز ،

الگوریتم این بکارگیری با همینین میحالتباشد. درها توان

به همبستگی  ماتریس داشتن شرط )به رنگی نویز حضور

روشپیشنهادیترکیبی بایاسنویزدستیافت. تخمینبدون

وروش            مقالهدارایپیییدگیمحاسباتیازمرتبه

 مرتبه از پیشنهادی کوانتومی به             تمام نسبت

میداده ورودی اینهای روشباشد. که است حالی هایدر

 مرتبه اینمی     معمولحلحداقلمربعاتاز در باشند.

سازیوتستعملیمقالهروشپیشنهادیترکیبیبهمنظورشبیه

رویمحیط QISKITبر است.پیادهIBMشرکت سازیشده



 

 

بینروش روشهایپیشنهادیمقایسه هایرایجکلاسیکوو

هایپیشنهادیمقالهعلاوهبرداشتنکهروشکوانتومینشانداد

محدودیت سببکمترین وها محاسباتی بار افزایشکاهش

حلمسائلشناساییمبتنیبرحداقلمربعاتخطا سرعتدر

گردند.می

Qiskit Simulation_Sample Output: 

Predicted solution: 

[-1 7 11 13] 

Simulated experiment solution: 

[-0.8425 6.9604 10.9980 13.0341] 

Eroor: 0.1660 


 QISKIT سازي با خروجی بدست آمده در شبيه .2شكل 

 ها پيوست .6

 QISKITساز كوانتومی  سازي مسئله در شبيه پياده. 1.6

قسمت در شده بیان اول مسئله حل 4برای شبیه سازدر

 پکیج ابتدا کلابQISKITکوانتومی، گوگل محیط روی بر

می ورودینصب سپس بهشود. الگوریتم نتیجه و مسئله های

 گردد.صورتزیرتعریفمی

import numpy as np 

from linear_solvers import NumPylinearSolver, HHL 

matrix = np.array( [1,-1/3], [-1/3,1] ) 

vector = np.array ( [1,0] ) 

naïve_hhl_solution = HHL().solve(matrix, vector) 

 

. نحوه تعریف ورودي الگوریتم2شكل

 کلاسیکبهصورتبااستفادهازدستورزیرابتدامسئلهفوقرا

کنیم.حلمی

classical_solution = NumPylinearSolver().solve(matrix, vector) 

print('classical state :', classical_solution.state) 

classical state: [1.125, 0.375] 

 . نحوه بدست آوردن حل كلاسيک مسئله2شكل



 کوانتومی الگوریتم مشکلات از کهHHLیکی است این

برای استو صورتیکحالتکوانتومی به مسئله خروجی

وجوپرس هایحالتبایدبهتعدادبدستآوردنتکتکالمان

    انجامداد.بنابراینپیییدگیمحاسباتیالگوریتمبهمقدار

افزایشخواهدیافتکهویژگیافزایشسرعتبااینکارازبین

صورتتابعیازمی به الگوریتم خروجی بنابراینمعمولا رود.

گردد .محاسبهمی⟨ | |  ⟩خواهدبود)برایمثال⟨ |حالت

الگور صورتسادهبنابراینخروجی به در17یتم تغییر بدون و

می گرفته نظر شکل دستور با الگوریتم5شود. خروجیساده

گردد.مشاهدهمی

print ('naive state:') 

print (naive_hhl_solution.state) 



 . خروجی ساده الگوریتم2شكل 

جواب نُرم زیر دستور از استفاده کوانتومیبا و کلاسیک های

آید.بدستمی

print ( 'classical Euclidean norm:', classical_solution.euclidean_norm) 

print ( 'naive Euclidean norm: ', naive_hhl_solution.euclidean_norm) 

classical Euclidean norm: 1.1858 

naive Euclidean norm: 1.1858 

 . محاسبه نرم كلاسيک و كوانتومی6شكل 

 به رسیدن جواببرای همیون غیرساده نهایی)جواب جواب

کنیم.کلاسیک ازدستوراتزیراستفادهمی

from qiskit.quantum_info import Statevector 

                                                             
17 Naive 



 

 

naive_sv = Statevector (naive_hhl_solution.state).data 

naive_full_vector = np.array ([naive_sv [16], naive_sv [17 ]) 

print ('naive raw solution vector : ' , naive_full_vector) 

naive raw solution vector : [0.75+3.01063-16j   0.25+3.3695-17j] 

 

def get_solution_vector (solution) 

solution_vector = Statevector (solution.state).data[16:18].real 

norm= solution.euclidean_norm 

return norm= *solution_vector / np.linalg.norm(solution_vector) 

print ('full naive solution vector:) 

get_solution_vector (naive_hhl_solution)) 

print ( 'classical state:' , classical_solution.state) 

یینها جواب به دنيرس نحوه. 7شكل

 شکل در آمده بدست نتایج الگوریتم7طبق خروجی نتیجه

نیز8کلاسیکوکوانتومیبایکدیگربرابرشدهاست.درشکل

سازیمدارکوانتومیبرایمثالموردنظرکدهایمربوطبهشبیه

قراردادهشدهاست.

from qiskit import QuantumRegister, QuantumCircuit 
import numpy as np 

t = 2   

NUM_QUBITS = 4  # Total number of qubits 

nb = 1  # Number of qubits representing the solution 

nl = 2  # Number of qubits representing the eigenvalues 

theta = 0  # Angle defining |b> 

a = 1  # Matrix diagonal 

b = -1/3  # Matrix off-diagonal 

# Initialize the quantum and classical registers 

qr = QuantumRegister(NUM_QUBITS) 

# Create a Quantum Circuit 

qc = QuantumCircuit(qr) 

qrb = qr[0:nb] 

qrl = qr[nb:nb+nl] 

qra = qr[nb+nl:nb+nl+1] 

# State preparation. 

qc.ry(2*theta, qrb[0]) 

# QPE with e^{iAt} 

for qu in qrl: 
qc.h(qu) 

qc.p(a*t, qrl[0]) 

qc.p(a*t*2, qrl[1]) 

qc.u(b*t, -np.pi/2, np.pi/2, qrb[0]) 

# Controlled e^{iAt} on \lambda_{1}: 

params=b*t 

qc.p(np.pi/2,qrb[0]) 

qc.cx(qrl[0],qrb[0]) 

qc.ry(params,qrb[0]) 

qc.cx(qrl[0],qrb[0]) 

qc.ry(-params,qrb[0]) 

qc.p(3*np.pi/2,qrb[0]) 

# Controlled e^{2iAt} on \lambda_{2}: 

params = b*t*2 

qc.p(np.pi/2,qrb[0]) 

qc.cx(qrl[1],qrb[0]) 

qc.ry(params,qrb[0]) 

qc.cx(qrl[1],qrb[0]) 

qc.ry(-params,qrb[0]) 

qc.p(3*np.pi/2,qrb[0]) 

# Inverse QFT 

qc.h(qrl[1]) 

qc.rz(-np.pi/4,qrl[1]) 
qc.cx(qrl[0],qrl[1]) 

qc.rz(np.pi/4,qrl[1]) 

qc.cx(qrl[0],qrl[1]) 

qc.rz(-np.pi/4,qrl[0]) 

qc.h(qrl[0]) 

# Eigenvalue rotation 

t1=(-np.pi +np.pi/3 - 2*np.arcsin(1/3))/4 

t2=(-np.pi -np.pi/3 + 2*np.arcsin(1/3))/4 

t3=(np.pi -np.pi/3 - 2*np.arcsin(1/3))/4 

t4=(np.pi +np.pi/3 + 2*np.arcsin(1/3))/4 

qc.cx(qrl[1],qra[0]) 

qc.ry(t1,qra[0]) 

qc.cx(qrl[0],qra[0]) 

qc.ry(t2,qra[0]) 

qc.cx(qrl[1],qra[0]) 

qc.ry(t3,qra[0]) 

qc.cx(qrl[0],qra[0]) 

qc.ry(t4,qra[0]) 

qc.measure_all() 

print(f"Depth: {qc.depth()}") 

print(f"CNOTS: {qc.count_ops()['cx']}") 

qc.draw(fold=-1) 
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