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 مقدمه. 3
هـای راسپرسه زدن تصادفی روی گراف، یک دنباله تصادفی از 

گراف است که شروع حرکت از یک نقطه دلخواه بوده و سـسس 

بعـد از ز آن نقطه بـه تصـادف انتخـاد شـده و یک همسایگی ا

پرسـه زدن شـود. ه جدید، عمل مذکور تکرار مـیطحرکت به نق

اسـت. در پـذیر زنجیـر مـارکوف متنـاهی برگشـت تصادفی یک

گـراف و ت زیادی بین پرسـه زدن تصـادفی روی حقیقت، تفاو

باشـند،  دارهـا وزناگر یـالزنجیر مارکوف متناهی وجود ندارد. 

صـورت یـک پرسـه زدن توان به های مارکوف را میهمه زنجیر

                                                             
 مروریاله: نوع مق 

 نویسنده مسئول *

 (شمس) mehdishams@kashanu.ac.irالکترونیک:  (های)پست

gh.hesamian@pnu.ac.ir (انیحسام) 

طـور مشـابه، زنجیـر دار نشان داد. به ی روی گراف جهتتصادف

زدن  صورت یـک پرسـهتوان به پذیر را نیز میوف برگشتمارک

تصادفی روی گراف بدون جهت و زنجیر مارکوف متقارن را بـه 

روی گراف متقارن منتظم نشـان داد. صورت پرسه زدن تصادفی 

نویسـی تصـادفی فرمـولاین مقالـه، نتـایا انـواع پرسـه زدن در 

 شود.می

فیزیک وارد های ریاضی و از مدل بسیاری در تصادفی زدن پرسه

زدن نظم یـک دسـته کـارت را در نظـر برهمشود. برای مثال می

جایگشت های آن راسکه کنید  فرضرا  گرافی همچنین بگیرید.

انـد، زدن نظم آمـدهبرهمهر دسته باشد و هر زوجی که با هر بار 

نظم وابسته است.  زدنبرهم نحوه به این که باشند یکدیگر مجاور

یـک پرسـه زدن تصـادفی روی گـراف را تکرار ایـن حرکـات، 

اتـا  نیـز غبار در یک  و گرد براونی حرکات .[3] دهدمی تشکیل
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های مکانیـک یک پرسه زدن تصادفی است. در برخی موارد مدل

پرسـه  زدن تصادفی هستند. نظریـه سـنتی پرسه شامل نیز آماری

و در مورد پرسه زدن تصادفی ساده بود  ملشا فقط تصادفی، زدن

رفتـار کیفـی آنهـا  هـا و مطالعـهشـبکههای نامتناهی مثـل گراف

سنتی سوالاتی برای مثال در نظریه تحقیقاتی صورت نگرفته بود. 

دن تصادفی به نقطـه شـروع که آیا با احتمال یک، پرسه زنظیر این

دهـد، یـت رخ مـینهادر بـیگردد و آیا این برگشت میخود باز

کند که در یک پرسـه زدن میثابت  [1] جواد مانده بود. پولیابی

𝑑بعُـدی، اگـر –𝑑در شبکهتصادفی  = نهایـت، و باشـد در بی 2

𝑑برای  ≥ تعداد متناهی حرکت، به نقطـه شـروع خـود بـاز با  3

برای مشاهده نتایا بیشـتر در پرسـه زدن تصـادفی . [1] گرددمی

ینید. کاربردهـای زنجیرهـای را بب [0]مرجع  تناهیروی گراف نام

ســازی آزمایی مدلیتراســدر هــوش مصــنوعی و مــارکوف 

 سـازیمدل در آنهـا کاربرد و [5] مرجع در کامسیوتری هایسیستم

مورد بررسی قـرار  [6] مرجعسازی انتشار ویروس در برای شبیه

دن در رابطـه بـا پرسـه ز [3] همچنین مطالعه مرجعگرفته است. 

و در مـورد پرسـه زدن  [1] تصادفی و زنجیـر مـارکوف متنـاهی

توانـد می [8] و [1] هایهای الکترونیکی مطالعهتصادفی و شبکه

های الکتریکی زبان متفاوتی را برای زنجیرهـای مفید باشد. شبکه

این دیدگاه به دلیل بینش بـه . کنندپذیر ارائه میمارکوف برگشت

 مفید است.های الکتریکی کی شبکهقوانین فیزیدست آمده از 

هـای امـا گرافتر شده اسـت، سه زدن تصادفی عمومی، پرخیراا

های کیفی آن مورد و جنبه اندگرفته قرار توجه مورد بیشتر متناهی

مطالعه بیشتری قرار گرفته است. برای مثال، قبل از بازگشـت بـه 

کـه این زها قبل امتوسط پرسهنقطه شروع چقدر باید پرسه بزنیم؟ 

توزیـع هـا را ببینـیم، چقـدر اسـت؟ راسمشخصی یا همه  راس

 کند؟میل می آن دفی با چه نرخی به توزیع نهاییپرسه زدن تصا

طور که مشخص است، نظریه پرسه زدن تصادفی به دیگـر همان

های اساسـی پرسـه های نظریه گراف نزدیک است. ویژگیشاخه

شود، همچنـین می زدن تصادفی توسط طیف گراف توضیح داده

 ها مرتبط استهای الکترونیکی با گرافمقاومت الکتریکی شبکه

های متفاوتی برای تعریف گراف وجود دارد که اغلـ  . شیوه[9]

شود )شلیک تراشه، تعـادل بـار با نام نوعی از انتشار توصیف می

بـا هـای اساسـی آن غیـر...( کـه مت های توزیـع شـده ودر شبکه

شـد، مشـابه اسـت. دن تصادفی که در بالا ذکر پرسه ز هایغیرمت

ای بـرای مطالعـه و هـم همه این روابط مفید هستند، هم وسـیله

با ایـن کنند. سه زدن تصادفی را فراهم میفرصتی برای کاربرد پر

حال در این مقاله، بیشتر توجه خود را به ارتباط مقـادیر ویـژه و 

 .  [8] ،[1] کنیمهای الکترونیکی معطوف میشبکه

هـای امـهبرنهای اخیر مباحث پرسه زدن تصادفی توسط در سال

توانـد بـه مـیشـود. پرسـه زدن تصـادفی الگوریتمی انجـام مـی

های بزرگ، تولیـد عناصـر تصـادفی در های مبهم مجموعهبخش

های بزرگ و پیچیده، مثـل مجموعـه نقـاط مشـبک در مجموعه

گراف )که یک ها در سازیجور بهترین مجموعه یا محدد جسم

اسـتفاده  نند در شمارش مجانبی در ایـن اشـیاتوابه نوبه خود می

ها، با این کاربرد شوند( کاربرد داشته باشد. در این مقاله برخی از

 .[34] دهیممی نتایا ساختاری بیشتر را مورد بررسی قرار

در بخـش دوم مفـاهیم بندی مقاله بـه شـرذ ذیـل اسـت. بخش

پرسـه زدن هـای غیـربخـش سـوم متشوند. مقدماتی تعریف می

تصادفی یعنی زمان دسترسی یا زمـان اصـابت، زمـان پوشـش و 

دهد. سسس یک کران برای نرخ آمیختگی را مورد تحلیل قرار می

مبـاحثی چـون تقـارن و شود. در ادامه رهای اصلی تعیین میغیمت

زمان پوشش و یکنواختی مطرذ  و دسترسی زمان دسترسی، زمان

خصـو  بخش چهارم روابط مقادیر ویـژه بـه  خواهند شد. در

ها و تابع مولـد مـورد ها و زمان دسترسی و همچنین طیفطیف

تحلیل قرار خواهند گرفت. بخش پنجم بـه ارتبـاط الکترونیکـی 

ها و نتایجی از نظریه الکتریک و اسـتاتیک کـه پردازد و روشمی

ر شود برای بـه دسـت آوردن نتـایجی داغل  با فیزیک ادغام می

در بخش ششـم یکـی از شود. زدن تصادفی به کار برده می پرسه

یعنـی نـرخ آمیختگـی ها در پرسه زدن تصـادفی، غیرترین متمهم

ترین راه محاسبه نـرخ آمیختگـی گیرد. سادهمورد تحلیل قرار می

یژه است، امـا نظـر ای، استفاده از مقادیر وهای چندجملهدر زمان

و شـوند نمـایی بـزرگ میرت هـا بـه صـوبه اینکه برخی گراف

خطی ممکن نیسـت، بنـابراین محاسبه مقادیر ویژه به کمک جبر 

میزان رسانایی سازی و جایگزینی چون جفت رویکردهای به نیاز

شوند و ها بررسی میرویکردشود. در این بخش این احساس می
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شوند. در پایان هایی در طراحی الگوریتم معرفی میسسس کاربرد

خصو   به تصادفی زدن پرسه با گیرینمونه بحث مهفت بخش در

شمارش و حجم محاسبات، صافی متـروپلیس و قـوانین توقـف 

 گیرند.مورد تحلیل قرار می

 مفاهیم و تعاریف. 1

در این بخش به معرفی مفـاهیم و تعـاریف مـورد نیـاز پرداختـه 

 شود. می

𝐺 3بنـدگـراف هم = (𝑉, 𝐸) را بـا |𝑉| = 𝑛 و  1راس|𝐸| = 𝑚 

ها یا نقاط( )گرهها راسمجموعه  𝑉 آن در که بگیرید نظر در 1یال

بند به ایـن ا )پیونده یا خطوط( است. واژه همهمجموعه یال 𝐸و 

وجـود  0متمایز گراف، یک مسیر راسمعنی است که بین هر دو 

ــی  ــد. وقت ــته باش 𝑖𝑗داش ∈ 𝐸 ــوییم ــاورت 𝑗و  𝑖، گ ــا  5در مج ی

نمــایش  𝑖~jصــورت  ههســتند و آن را بــیکــدیگر  6همســایگی

، 𝑖راس ( یـک 8)یا ظرفیـت 1دهیم. با طرذ این تعریف، درجهمی

هایی که بـه ایـن )تعداد یالراس های این یعنی تعداد همسایگی

 دهیم. نمایش می 𝑑(𝑖)کنند( را با برخورد می راس

زیـر صـورت  را بـه 𝐺روی گـراف  9اکنون پرسه زدن تصـادفی

 .[3]کنیم تعریف می

باشـیم،  𝑣𝑡راس ام در  𝑡کنیم، اگر در قـدم شروع می 𝑣0راس از 

وضـوذ  رویـم. بـهمـی 𝑣t 33بـه همسـایه 𝑑(𝑣𝑡)/1 34با احتمال

:𝑣𝑡) 31هــای تصــادفیراس 31دنبالــه 𝑡 = 0,1, … یــک زنجیــر  (

آینده و گذشته از هم است، یعنی به شرط زمان حال،  30مارکوف

,𝑖  هـر برای تردقیق عبارت به هستند. 35مستقل 𝑗, 𝑖0, … , 𝑖𝑘−1 ∈ 𝑉 

                                                             
1 Connected graph 
2 Node/vertice/knot 
3 Edge  
4 Path    
5 Adjacency 
6 Neighborhood  
7 Degree  
8 Capacity   
9 Random walk 
10 Probability 
11 Neighbor  
12 Sequence  
13 Random vertices 
14 Markov chain  
15 Independent  

 داریم:

(3) 𝑃(𝑣𝑘+1 = 𝑗|𝑣𝑘 = 𝑖, 𝑣𝑘−1 = 𝑖𝑘−1, . . . 𝑣0 = 𝑖0)
                         = 𝑃(𝑣𝑘+1 = 𝑗|𝑣𝑘 = 𝑖) = 𝑝𝑖𝑗 .

 

باشد.  𝜋0 36ثابت و یا دارای توزیع آغازین 𝑣0 راسممکن است 

داشته باشیم  طوری کهگیریم، به در نظر می 𝑣𝑡را توزیع  𝜋𝑡حال 
𝜋𝑡(𝑖) = Pr𝑜𝑏(𝑣𝑡 = 𝑖). 

𝑃همچنین  = (𝑝𝑖𝑗)𝑖,𝑗∈𝑉 ایـن  31هـای انتقـالرا ماتریس احتمال

یـا  38که آن را ماتریس مـارکوفکنیم زنجیر مارکوف تعریف می

ای نامنفی اسـت هنامند که دارای درایهنیز می 39ماتریس تصادفی

𝑖و برای هر  ∈ 𝑉 داریم ،∑ 𝑝𝑖𝑗𝑗∈𝑉 =  . بنابراین [33] 1

(1) 

𝑝𝑖𝑗 =
𝐴𝑖𝑗

∑ 𝐴𝑖𝑗𝑗∈𝑉

      = {

1

∑ 𝐴𝑖𝑗𝑗∈𝑉

𝑖𝑗 ∈ 𝐸

0 𝑜. 𝑤.

    

      = {

1

𝑑(𝑖)
𝑖𝑗 ∈ 𝐸

0 𝑜. 𝑤.

 

𝐴𝐺که در آن  = (𝐴𝑖𝑗) هابا درایه 

(1) 𝐴𝑖𝑗 = {
1 𝑖𝑗 ∈ 𝐸
0 𝑜. 𝑤.

 

بـا  13را مـاتریس قطـری 𝐷گویند. اگر  𝐺 14را ماتریس مجاورت

𝑖𝑖(𝐷)های قطری درایه = 1 𝑑(𝑖)⁄  ،داریـمآنگـاه در نظر بگیرید 

𝑃 = 𝐷𝐴𝐺 اگر .𝐺  یک گـراف𝑑-یعنـی تمـام باشـد  11منـتظم(

این قـانون  توانمیدارند(،  𝑑های آن درجه یکسانی برابر با راس

ــه ســاده ــا معادل 𝜋𝑡+1 پرســه زدن را ب = 𝑃𝑇𝜋𝑡  شــرذ داد(𝑃𝑇 

ام را بـــا  𝑡و توزیـــع نقطـــه اســـت(  𝑃 11ترانهـــاده مـــاتریس

 داریـم . بنـابراین[31]دهـیم نمایش می ℝ𝑣 روی 10ایچندجمله

𝜋𝑡 = (𝑃𝑇)𝑡𝜋0 که در آن ،(𝑃𝑇)𝑡  توان𝑡  ام ماتریس𝑃𝑇  .اسـت

𝑝𝑡احتمال 
𝑖𝑗

رسیم کـه می 𝑗قدم به نقطه  𝑡، با 𝑖 از یعنی با شروع 

                                                             
16 Initial distribution 
17 Matrix of transition probabilities  
18 Markov matrix 
19 Stochastic matrix 
20 Adjacency matrix 
21 Diagonal matrix  
22 D-regular  
23 Transpose of a matrix 
24 Multinomial 
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 .[33] شودنشان داده می 𝑃𝑡ام ماتریس  𝑖𝑗در درایه 

گوینـد،  3ناشـدنیناپذیر یـا تحویلیک زنجیر مارکوف را تحویل

بـه  گر باشـند،ینـد در دسـترس یکـدیهرگاه هر دو وضعیت فرآ

وجـود داشـته  𝑡، عدد صحیح نامنفی 𝑗و  𝑖عبارت دیگر برای هر 

𝑝𝑖𝑗طــوری کــه باشــد بــه 
(𝑡) >  رــــــ. اگ[33]برقــرار باشــد  0

𝑇(𝑖) = {𝑡 ≥ 1  |𝑝𝑖𝑖
(𝑡) > مجموعه مراحلی باشد که امکـان  {0

به موقعیت اولیـه  𝑖بازگشت زنجیر مارکوف با شروع از وضعیت 

 1را دوره 𝑇(𝑖) 1علیــه مشــتر قســوم گتــرین موجــود دارد، بزر

ــا  ــد و آن را ب ــارکوف گوین ــر م 𝑑𝑖زنجی = gcd(𝑇(𝑖))  ــان نش

𝑑𝑖دهند. زنجیر مارکوفی که دوره آن برابـر بـا می = باشـد، را  1

 .[33] نامند 0اینادوره

است، بـه ایـن  5منتظم باشد، زنجیر مارکوف متقارن 𝐺اگر گراف 

هستیم، بـا احتمـال  𝑣 راسوقتی در  𝑢ال به معنی که احتمال انتق

 6هستیم برابر است. برای گـراف نـامنتظم 𝑢وقتی در  𝑣انتقال به 

𝐺شـود. گزین میجـای 1پذیری، این ویژگی، با ویژگـی برگشـت

، یعنی دنباله پرسه زدن تصـادفی 8رویک پرسه زدن تصادفی پس

(𝑣0, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑡)  که𝑣0 یع آغازین دارای توز𝜋0  است و هـر𝑣𝑡 

 𝑄را در نظر بگیرید. حال توزیع احتمـال  ،است 𝜋𝑡دارای توزیع 

,𝑣0)روی دنباله  𝑣1, . . . , 𝑣𝑡) آوریم. اگر دنبالـه را را به دست می

بـود. توزیـع احتمـال دنبالـه جدیـد خواهـد  ′𝑄کنیم،  9معکوس

با هر توزیعی که از پرسه  ′𝑄پذیری، یعنی توزیع احتمال برگشت

. بـه [3] آید، برابر استبه دست می 𝜋𝑡زدن تصادفی با شروع از 

,𝑣0)پرسه زدن تصادفی  عبارت دیگر 𝑣1, . . . , 𝑣𝑡) پـذیر برگشت

 است، هرگاه

(0) (𝑣0, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑡) =
𝑑
(𝑣𝑡 , 𝑣𝑡−1, . . . , 𝑣0) 

=که در آن 
𝑑 33بـردار تصـادفیبودن دو  34توزیعدهنده همنشان 

                                                             
1 Irreducible 
2 Greatest common divisor 
3 Period  
4 Aperiodic 
5 Symmetric 
6 Irregular graph 
7 Reversibility 
8 Backward random walk 
9 Reverse 
10 Identically distributed 
11 Random vector 

(𝑣0, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑡)  و(𝑣𝑡 , 𝑣𝑡−1, . . . , 𝑣0)  اســت و در ایــن حالــت

,𝑖0 برای همه مقادیر 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛 :داریم 

(5) 𝑃(𝑣0 = 𝑖0, 𝑣1 = 𝑖1, . . . , 𝑣𝑡 = 𝑖𝑡) =
                      𝑃(𝑣0 = 𝑖𝑡 , 𝑣1 = 𝑖𝑡−1. . . , 𝑣𝑡 = 𝑖0).

 

,𝜋0هـای در حالت کلی، توزیع 𝜋1, در بـا یکـدیگر متفاوتنـد.  …

داشـته  )مانا یا پایا( است، اگـر 31ایستا 𝜋0گوییم توزیع  𝐺گراف 

𝜋1 باشیم = 𝜋0، زیع آغازین و توزیع مرحله اول فرآیند، تو یعنی

𝑡ایـن صـورت بـرای هـر  توزیع هستند. درهم ≥ 0، 𝜋𝑡 = 𝜋0 

آغـازین، است، یعنی توزیع فرآینـد در تمـام مراحـل بـا توزیـع 

یکسان است. به این پرسه زدن، پرسه زدن تصادفی ایسـتا )مانـا( 

هایی که اتصالات بیشـتری راس ،دهدگویند. شواهد نشان میمی

ن گذرانده شـده شوند. یعنی، زمادارند، با احتمال بالا ملاقات می

این موضوع، در نظر گـرفتن  است. 𝑣وابسته به درجه  𝑣 راسدر 

سـت، ا هـاراسها را که وابسته بـه درجـه راسیک توزیع روی 

رو، اگر فرض کنیم توزیع ایسـتا متناسـ  این  کند. ازپیشنهاد می

تـوان نشـان داد کـه باشد، با یک محاسبه کوتاه می راسبا درجه 

𝜋(𝑣) ، توزیع𝐺برای هر گراف  =
𝑑(𝑣)

2𝑚
 ست، زیراا ایستا 

(6) 

(𝜋𝑃)𝑣 =∑ 𝜋(𝑤)𝑃𝑤𝑣
𝑤

             = ∑ (
𝑑(𝑤)

2𝑚
)

1

𝑑(𝑤)𝑤\𝑣

             =
1

2𝑚
∑ 1

𝑤\𝑣

             =
𝑑(𝑣)

2𝑚
= 𝜋𝑣 .

 

 31توزیع یکنواخـتدارای  𝑉به خصو  اگر گراف منتظم باشد، 

است که این حقیقت را در انتهای همـین بخـش نشـان خـواهیم 

اسـت )در  توان نشان داد که توزیع ایستا، یکتـاداد. به سادگی می

   .(اینجا باید از گراف همبند استفاده کنیم

 های انتقال با ماتریس احتمال 30زنجیر دو وضعیتی

(1) 
                  1             2

𝑃 =
1
2
(
1 − 𝑝 𝑝
𝑞 1 − 𝑞

) 

                                                             
12 Stationary 
13 Uniform distribution  
14 Two-state chain 



 351-311، صفحه 3، شماره 31جله محاسبات نرم، جلد م/  321

بیان  3دارتوان به عنوان پرسه زدن تصادفی روی گراف وزنرا می

𝜋 شود توزیع ایسـتا برابـرکرد. به راحتی ثابت می = (
𝑞

𝑝+𝑞
,
𝑝

𝑝+𝑞
) 

 است.

 1دوری-𝑛به عنوان مثال دیگر، پرسه زدن تصـادفی روی گـراف 

اسـت(، بـا مـاتریس  1آن  راس)گراف همبندی کـه درجـه هـر 

 های انتقال زیر را در نظر بگیرید:احتمال

(8) 𝑝𝑖𝑗 = {
𝑝,                 𝑗 = 𝑖 + 1     mod  𝑛,
1 − 𝑝,         𝑗 = 𝑖 − 1     mod  𝑛,
0,                o. w.

 

ناپذیر است و در حـالتی این مثالی از یک زنجیر مارکوف تحویل

 ،𝑖زوج باشد، برای هر  𝑛که 

(9) 𝑑𝑖 = gcd(𝑇(𝑖))

     = gcd {𝑡 ≥ 1  | 𝑝𝑖𝑖
(𝑡) > 0} = 2

 

 ،𝑖فرد باشد، برای هر  𝑛و در حالتی که 

(34) 𝑑𝑖 = gcd(𝑇(𝑖)) = 1 

در ایـن مثـال، ای است. ن حالت زنجیر مارکوف، نادورهکه در ای

و پرسـه زدن تصـادفی زیع ایستا، یک توزیع یکنواخت اسـت تو

𝑝برای  =
1

2
 0ست. پرسه زدن تصادفی سادها 1پذیر زمانبرگشت 

مجاور )همسایه(  𝑗و  𝑖اگر  است، زمان پذیربرگشت گراف، روی

 باشند. در این صورت

(33) 

𝜋(𝑖)𝑝𝑖𝑗 = (
𝑑(𝑖)

2𝑚
) (

1

𝑑(𝑖)
)

               =
1

2𝑚

               = (
𝑑(𝑗)

2𝑚
) (

1

𝑑(𝑗)
)

               = 𝜋(𝑗)𝑝𝑗𝑖 .

 

𝑝𝑖𝑗همسـایه نباشـند،  𝑗و  𝑖ر اگ = 𝑝𝑗𝑖 = 𝑝. بـرای [31] 0 ≠
1

2
 ،

𝑝خواهـد شـد. بـرای مثـال، اگـر  5پرسه زدن اری  >
1

2
 باشـد، 

𝑖به  𝑖ها از انتقال 6فراوانی + 𝑖بیشتر از فراوانی انتقـال از  1 + 1 

 خواهد بود. 𝑖به 

پرسه زدن تصادفی ساده روی یک گراف حالت خا  از پرسـه 

                                                             
1 Weighted graph  
2 N-cyclic 
3 Time-reversible 
4 Simple random walk 
5 Biased 
6 Frequency 

بـرای همـه  3های دار، با وزنی یک گراف وزندن تصادفی روز

دار، همانند توزیـع ست. توزیع ایستا برای یک گراف وزنا هایال

باشـد،  راسیـک  𝑣دار اسـت. اگـر ایستای یک گراف غیـروزن

 نقطه انتهایی یـال باشـد. 𝑣است، اگر  𝑣واقع به  راسگویند یک 

هـای ( گویند، هرگـاه یال8دیگراف)سوُدار یا  1دارگرافی را جهت

های آن جهت و سو داشته باشند. پرسه زدن تصادفی روی گراف

پــذیر زمـان اسـت. در حقیقــت هـر زنجیــر دار، برگشـتجهـت

تواند به عنوان یک پرسه زدن تصادفی پذیر، میمارکوف برگشت

 دار در نظر گرفته شود.روی گراف جهت

هـای انتقـال اتریس احتمالپذیر با مبرای زنجیر مارکوف برگشت

𝑃  ــتای ــع ایس ــا  دادن وزن𝜋و توزی ــا اختص ــال ، ب ــای ی ه

𝑤(𝑖, 𝑗) = 𝜋(𝑖)𝑝𝑖𝑗9فضای وضعیتدار روی ، یک گراف جهت 

زدن  هـا، پرسـهسازیم. با این انتخـاد از وزن)فضای حالت( می

بـا احتمـال زیـر  𝑗بـه  𝑖دار از وضعیت گراف وزن تصادفی روی

 کند.حرکت می

(31) 

𝑤(𝑖, 𝑗)

∑ 𝑤(𝑖, 𝑣)𝑣

=
𝜋(𝑖)𝑝𝑖𝑗
∑ 𝜋(𝑖)𝑝𝑖𝑣𝑣

                    =
𝜋(𝑖)𝑝𝑖𝑗

𝜋(𝑖) ∑ 𝑝𝑖𝑣𝑣

= 𝑝𝑖𝑗 .

 

,𝑤(𝑖دار با تابع وزن عکس، روی یک گراف وزنبر 𝑗) مـاتریس ،

دادن  بـا قـرار های انتقال زنجیر مـارکوف مربـوط بـه آنلاحتما

𝑝𝑖𝑗 =
𝑤(𝑖,𝑗)

∑ 𝑤(𝑖,𝑣)𝑣
اسـت،  𝑖هـای که در آن جمع روی همه همسایه 

 آید. توزیع ایستا برابر است بادست می به

(31) 𝜋(𝑖) =
∑ 𝑤(𝑖, 𝑦)𝑦

∑ ∑ 𝑤(𝑥, 𝑦)𝑦𝑥

. 

 توان بررسی کرد کهمی

(30) 

𝜋(𝑖)𝑝𝑖𝑗 = (
∑ 𝑤(𝑖, 𝑦𝑦 )

∑ ∑ 𝑤(𝑥, 𝑦)𝑦𝑥

)
𝑤(𝑖, 𝑗)

∑ 𝑤(𝑥, 𝑦)𝑦

              =
𝑤(𝑖, 𝑗)

∑ ∑ 𝑤(𝑥, 𝑦)𝑦𝑥

             = (
∑ 𝑤(𝑗, 𝑦)𝑦

∑ ∑ 𝑤(𝑥, 𝑦)𝑦𝑥

)
𝑤(𝑖, 𝑗)

∑ 𝑤(𝑗, 𝑦)𝑦

= 𝜋(𝑗)𝑝𝑗𝑖

 

                                                             
7 Directed graph 
8 Digraph 
9 State space 
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زنجیر  اگر مثال، عنوان به است. زمان پذیربرگشت زنجیر، بنابراین

هـای انتقـال پذیر زمان دارای مـاتریس احتمالگشتمارکوف، بر

 زیر باشد:

(35) 

                  𝑎           𝑏          𝑐       𝑑

𝑃 =

𝑎
𝑏
𝑐
𝑑

  (

0 4/5 1/5 0
4/6 1/6 1/6 0
1/4 1/4 0 1/2
0 0 2/3 1/3

)
 

   شود.دار مربوطه به صورت زیر محاسبه میگراف وزن

 :ست ازا ی این زنجیر عبارتتوزیع ایستا برا

(36) 𝜋 = (5/18, 6/18, 4/18, 3/18). 

)غیرتصــادفی( قــرار را در یــک مــاتریس  𝜋(𝑖)𝑝𝑖𝑗 هــایکمیــت

 دهیم:می

(31) 

                  𝑎              𝑏             𝑐         𝑑

𝑅 =

𝑎
𝑏
𝑐
𝑑

  (

0 4/18 1/18 0
4/18 1/18 1/18 0
1/18 1/18 0 2/18
0 0 2/18 1/18

)
 

𝑟𝑖𝑗 که در آن = 𝑤(𝑖, 𝑗) = 𝜋(𝑖)𝑝𝑖𝑗 .این ماتریس متقارن اسـت .

صـحیح هـا طوری که همه وزنبه  38ها در با ضرد کردن درایه

 .[31]شود دار محاسبه میشوند، گراف وزن

به دو مجموعه مجـزا  های آنراسگویند که  3گرافی را دوبخشی

از  راسیـک م شـود کـه هـر یـال از آن گـراف، ی تقسیبه نحو

طور از مجموعه دوم متصل کند. به  راسمجموعه اول را به یک 

𝐺معادل، گراف  = (𝑉, 𝐸)  دوبخشی است، هرگـاه بتـوانیم𝑉  را

ای تقسیم کنیم که هیچ یالی ونهبه گ 𝑊و  𝑈 مجزا مجموعه دو به

. [30] نکندرا به هم وصل  𝑊از  راسیا دو  𝑈از  راسدو  𝐸در 

توان به این موضوع میتوزیع ایستا،  هایویژگی ترینمهم بیان در

𝑡دوبخشی نباشد، وقتی  𝐺اشاره کرد که اگر گراف  → گـاه ، آن∞

)برهان آن را با استفاده  به توزیع ایستا میل خواهد کرد 𝑣𝑡توزیع 

. (کنیم( در آخر بخش چهارم بیان میمقدار)ویژه  1از مقادیر ویژه

𝑛 که حالتی در > های دوبخشی گراف برای حقیقت این باشد، 1

 برقرار نیست. 

پذیری در توزیع ایستا بسـیار سـاده اسـت. نویسی برگشتفرمول

                                                             
1 Bipartite graph/bigraph 
2 Eigenvalue  

,𝑖 برای هر 𝑗 ∈ 𝑉، 

(38) 𝜋(𝑖)𝑝𝑖𝑗 = 𝜋(𝑗)𝑝𝑗𝑖 

یعنـی در پرسـه زدن نیز مشـهور هسـتند.  1که به معادلات تعادل

یکسـان اسـت. از  𝑖به  𝑗با انتقال از  𝑗به  𝑖 تصافی ایستا، انتقال از

,𝑖برای هر  (1رابطه ) 𝑗 ∈ 𝐸 داریم 𝜋(𝑖)𝑝𝑖𝑗 =
1

2𝑚
تـوان . پس می

اگر در یک یکسان حرکت کرد.  تکرار با جهت، ره به یال، هر در

یال بوده و از آن بگذریم، متوسط تعداد مراحلـی کـه در جهـت 

 2𝑚برابـر بـا آن یـال برسـیم، بـه کنیم تا دوبـاره یکسان طی می

 ها یکسان است:راساست. این موضوع برای همه 

 هـاییعبور کنیم، متوسط تعداد قدمباشیم و از آن  𝑖 راساگر در 

1بازگردیم برابر  راسکه باید طی کنیم تا دوباره به آن 

𝜋(𝑖)
=

2𝑚

𝑑(𝑖)
 

)تعداد  𝑛برابر با  0منتظم باشد، زمان برگشت 𝐺است. اگر گراف 

جـه بـه معـادلات ها( است. برای اثبات این حقیقـت بـه توراس

,𝑖(، برای هـر 1تعادل و رابطه ) 𝑗 ∈ 𝑉، داریـم 𝜋(𝑖)

𝑑(𝑖)
=

𝜋(𝑗)

𝑑(𝑗)
= 𝑘 .

 3که جمع روی تمام مقادیر تـابع احتمـال برابـر بـا اما نظر به این

 :است، داریم

(39) 1 =∑ 𝜋(𝑖)
𝑖∈𝑉

= 𝑘∑ 𝑑(𝑖)
𝑖∈𝑉

= 2𝑚𝑘 

𝑘 که از حل این معادله مقدار =
1

2𝑚
رو ایـن  شود. ازمحاسبه می 

𝑖برای هر  ∈ 𝑉،  داریم𝜋(𝑖)

𝑑(𝑖)
=

1

2𝑚
 𝐺که برای گراف منتظم این . از

𝑖، برای هر راس 𝑛با  ∈ 𝑉 ،𝑑(𝑖) = 𝑑 ها برابر است و تعداد یال

𝑚 با =
𝑛×𝑑

2
𝑖، در این صورت برای هر  ∈ 𝑉، 𝜋(𝑖) =

𝑑

2𝑚
=

1

𝑛
 .

1، زمان برگشـت برابـر بـا 𝐺رو در گراف منتظم این  از

𝜋(𝑖)
= 𝑛 

 است. در پایان، اگر معادلات تعادل برقرار باشند، یعنی برای هـر

𝑖, 𝑗 ∈ 𝑉، داریم 𝜋(𝑖)𝑝𝑖𝑗 = 𝜋(𝑗)𝑝𝑗𝑖 این صورت بـرای هـر ، در

𝑖 ∈ 𝑉، :داریم 

(14) 

𝜋(𝑖) = 𝜋(𝑖)∑ 𝑝𝑖𝑗
𝑗∈  𝑉

         = ∑ 𝜋(𝑖)𝑝𝑖𝑗
𝑗∈  𝑉

 

         = ∑ 𝜋(𝑗)𝑝𝑗𝑖
𝑗∈  𝑉

 

 دهنده ایستایی زنجیر مارکوف است. که نشان

                                                             
3 Balance equations 
4 Return time  
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 رهای اصلی پرسه زدن تصادفیغیمت. 1

پـردازیم کـه هـای پرسـه زدن تصـادفی میرغیاکنون به معرفی مت

 کنند.ایفا می هاترین نقش را در شناخت این مدلمهم

هـای گـراف راسالف( زنجیر مارکوف پرسه زدن تصادفی روی 

𝐺 = (𝑉, 𝐸)یعنی ، {𝑣𝑡}𝑡∈ℕ∪{0}  را در نظر بگیریـد. بـرای ایـن

 𝑖به وضعیت  1، اولین زمان اصابت3زمان-یند تصادفی گسستهفرآ

 .[35]کنند زیر تعریف می صورت را به

(13) 𝑇𝑖 = 𝑚𝑖𝑛{𝑡 ⩾ 0|𝑣𝑡 = 𝑖} 

ای از فضای وضعیت باشـد، زیرمجموعه 𝐴تر، اگر در حالت کلی

از  1و آخـرین زمـان خـروج 𝐴اولین زمان اصابت بـه مجموعـه 

 را به ترتی  با 𝐴مجموعه 

(11) 𝑇𝐴 = 𝑚𝑖𝑛{𝑡 ⩾ 0|𝑣𝑡 ∈ 𝐴} 

 و

(11) 𝐿𝐴 = 𝑚𝑎𝑥{𝑡 ⩾ 0|𝑣𝑡 ∈ 𝐴} 

از معیـار  [36]مرجـع دهند. در برخی تحقیقـات نظیـر نشان می

نیـز اسـتفاده  𝑚𝑎𝑥𝑖,𝑗𝐸𝑖(𝑇𝑗)یعنـی  0بیشینهمیانگین زمان اصابت 

,𝐻(𝑖 6یا زمان اصابت 5شود. زمان دسترسیمی 𝑗) متوسط تعـداد ،

برسـیم. بـه  𝑗کنیم تـا بـه طی می 𝑖هایی است که با شروع از قدم

,𝑖 تر برای هرطور دقیق 𝑗 ∈ 𝑉، :داریم 

(10) 𝐻(𝑖, 𝑗) = 𝐸𝑖[𝑇𝑗] = 𝐸[𝑇𝑗|𝑣0 = 𝑖]. 

𝑖در حالت خا ، برای هر  ∈ 𝑉،  داریم𝐻𝑖(𝑖) = . زمان رفت 0

 شود.زیر تعریف می صورت مجموع، به 1آمد و

(15) 
𝜅(𝑖, 𝑗) = 𝐻(𝑖, 𝑗) + 𝐻(𝑗, 𝑖)

             = 𝐸𝑖[𝑇𝑗] + 𝐸𝑗[𝑇𝑖]

             = 𝐸[𝑇𝑗|𝑣0 = 𝑖] + 𝐸[𝑇𝑖|𝑣0 = 𝑗]
 

، قبـل از رسـیدن 𝑖های طی شده که با شـروع از یعنی تعداد قدم

هایی برای توضیح زمان دسترسـی برسیم. روش 𝑖، دوباره به 𝑗به 

                                                             
1 Discrete-time stochastic process 
2 First hitting time 
3 Last exit time 
4 Maximal mean hitting time 
5 Access time 
6 Hitting time 
7 Commute time 

توانید یات میوجود دارد که برای دیدن جزی آمد و رفت زمان در

 داریم:حال مراجعه کنید.  [31]و  [9]مراجع  به

(16) 
𝐻(𝑖, 𝑗) =

1

2
(𝜅(𝑖, 𝑗) +

                       ∑ 𝜋(𝑢)[𝜅(𝑢, 𝑗) − 𝜅(𝑢, 𝑖)]
𝑢

)
 

های ( با مقادیر ویژه یا فرمول16) رابطه پنجم، و چهارم بخش در

 شود.ثابت می 8مقاومت الکتریکی

را شـود( از توزیـع داده شـده آغـاز می )کـه 9د( زمان پوشـش

کنیم. تعریـف مـی راسرسیدن به هر ها، برای تعداد قدم متوسط

ی برای شـروع مشـخص راسبدترین حالت زمانی است که هیچ 

نشده باشد که در این حالت توزیع آغازین تعریف نشـده اسـت. 

کـه زمـان پوشـش را وع کنـیم ی شـرراسـدر این حالت باید از 

صـورت تـوان بـه تر میبیشینه کند. زمان پوشش را به طور دقیق

دید همه فضای وضعیت یـک زنجیـر مـارکوف زمان تصادفی باز

𝐶 تعریف کرد، یعنی = 𝑚𝑎𝑥𝑗𝑇𝑗 .در مـورد  1.5و  1.1 در بخش

نیز به  34زمان پوشش و بازگشتغیرها بحث خواهیم کرد. این مت

 .[38]شود زیر تعریف می صورت

(11) 𝐶+ = 𝑚𝑖𝑛{𝑡 ⩾ 𝐶|𝑣𝑡 = 𝑣0} 

پرسه زدن تصادفی  کی 31، سرعت همگرایی33ج( نرخ آمیختگی

کنـد. وقتـی توزیـع ایسـتا گیری میرا اندازه آن 31به توزیع حدی

موجود باشد، یک سوال اساسی این است که تعیین کنـیم پرسـه 

شود. بـرای زدن تصادفی با چه سرعتی به توزیع ایستا نزدیک می

ــی  ــه دوبخشــی نباشــد، وقت ــی ک 𝑡گراف → ـــم  ،∞ آنگــاه داریـ

𝑝𝑖𝑗
(𝑡) → 𝑑𝑗 2𝑚⁄زیـر  . در این حالت نرخ آمیختگی به صـورت

 شود:تعریف می

(18) 𝜇 = lim sup 
𝑡→∞

max
𝑖,𝑗

|𝑝𝑖𝑗
(𝑡)
−
𝑑𝑗

2𝑚
|

1 𝑡⁄

 

 .[39]موجود است ه به شرط ایستایی، این حد همواره که با توج

,𝑉1}هـای برای گراف دوبخشی بـا بخـش 𝑉2} توزیـع ،𝑣𝑡  بـین

                                                             
8 Electrical resistance formulas 
9 Cover time 
10 Cover and return time  
11 Mixing rate 
12 Convergence  
13 Limiting distribution  



 321    یکیالکترون یهاهمبند و کاربرد آن در شبکه یهاگراف یرو یپرسه زدن تصادف/  انیحسام .شمس و غ .م 

 

نوسـان  𝑉2متناس  با درجـه  و تقریبا 𝑉1متناس  با درجه  قریبات

هـا در اما گرافهای دوبخشی نتایا مشابهی دارند، کند. گرافمی

که این مـوارد را تر، کمی با هم متفاوت هستند چیدههای پیحالت

 گیریم.نادیده می

به  𝑣𝑡 که توزیعاین ها، قبل ازتوان تعداد قدمزمان آمیختگی را می

که چه مدت ل کند، دانست. به عنوان مثال اینتوزیع یکنواخت می

مان آمیختگی است؟ این عدد بزنیم یک ز 3باید دسته کارت را برُ

log)برابر بـا  تقریبا 𝑛) (1 − 𝜇)⁄  اسـت. البتـه مقـدار دقیـق آن

وابسته به میزان نزدیکی توزیع، به توزیع یکنواخت است. در این 

در بخـش ایی زمان آمیختگی را بیـان کـردیم، ف ابتدبخش تعاری

 پردازیم.ششم به تعاریف پیشرفته آن می

ذکر این نکته لازم است که زمان آمیختگی ممکن است کمتـر از 

تعـداد  1ها باشد. برای مثـال در یـک گـراف گسـتردهراستعداد 

𝑂(logها برابر با قدم 𝑛) نماد  .[14] خواهد بود𝑂(⋅)  یک روش

اسـت. در حقیقـت در  1رآمد برای ارزیابی عملکـرد الگـوریتمکا

𝑂(logاینجا  𝑛) زمانی لگاریتمی الگوریتم  0دهنده پیچیدگینشان

کند. به صـورت است و زمان اجرا به صورت لگاریتمی رشد می

𝑂(logاز مرتبـه  𝑓توان گفت تابع دقیق و ریاضی، می 𝑛)  ،اسـت

وجود داشته باشـد کـه بـرای  𝑥0و  𝑀هرگاه اعداد حقیقی مانند 

𝑥هر  ≥ 𝑥0،𝑓(𝑥) ≤ 𝑀 log 𝑛. 

برای شروع، زمان دسترسـی را بـرای دو نقطـه از مسـیر  :3 مثال

,0,1 هایراس . . . , 𝑛 − آوریـم. ابتـدا مشـاهده ه دسـت مـیبـ 1

𝐻(𝑘کنیم که زمان دسترسی می − 1, 𝑘)  یـک واحـد از متوسـط

𝑘زمان بازگشت پرسه زدن تصادفی، با  + و با شـروع از  راس 1

ایـن زمـان طور کـه اشـاره شـد، کمتر است. همان، راسآخرین 

𝐻(𝑘 است، پس 2𝑘برگشت برابر با  − 1, 𝑘) = 2𝑘 − 1. 

را  Γ(𝑖)صـورت ریاضـی، مجموعـه بـه برای اثبات این حقیقت 

𝑖تعریف کنیـد. اگـر  𝑖 راسهای مجموعه همسایه ≠ 𝑗 باشـد، از 

رویم و پـس می 𝑣ه سمت همسایه ب 𝑖 راسکه در قدم اول، از این

 رسیم، داریم:می 𝑗از آن به 

                                                             
1 Shuffle 
2 Expander graph  
3 Algorithm 
4 Complexity 

(19) 
𝐻(𝑖, 𝑗) = 1 +∑ 𝑝𝑖𝑣𝐻(𝑣, 𝑗)

𝑣

             = 1 +
1

𝑑(𝑖)
∑ 𝐻(𝑣, 𝑗)

𝑣∈Γ(𝑖)
.
 

𝑖بــا قــرار دادن  = 𝑘 − 𝑗و  1 = 𝑘  در تســاوی بــالا، بــه رابطــه

 رسیم:بازگشتی زیر می

(14) 

𝐻(𝑘 − 1, 𝑘) = 1 +
1

𝑑(𝑘 − 1)
∑ 𝐻(𝑗, 𝑘)

𝑗∈Γ(𝑘−1)

                          = 1 + 
1

2
[𝐻(𝑘, 𝑘)

                                      +𝐻(𝑘 − 2, 𝑘)] 

                          = 1 +
1

2
[𝐻(𝑘 − 2, 𝑘 − 1)

                                      +𝐻(𝑘 − 1, 𝑘)]

 

𝑎𝑘رار دهیـد ، قـ5برای حل این رابطه بازگشتی = 𝐻(𝑘 − 1, 𝑘) 

𝑎𝑘که منجر به معادله بازگشتی  − 𝑎𝑘−1 − 2 = خواهد شـد.  0

که جواد آن برابر است را حل کرد  معادله این توانمی تیراح به

 :با

(13) 𝑎𝑘 = 𝐻(𝑘 − 1, 𝑘) = 2𝑘 − 1. 

,𝐻(𝑖حــال زمــان دسترســی  𝑘)  0بــا ≤ 𝑖 < 𝑘 ≤ 𝑛  را در نظــر

𝑘 راسبرسیم، ابتدا باید از  𝑘 که بهبگیرید. برای این − بگذریم  1

,𝐻(𝑖هـا طور متوسط تعداد قـدمکه به  𝑘 −  خواهـد بـود. از (1

2𝑘ها طور متوسـط تعـداد قـدمبرویم که به  𝑘اینجا باید به  − 1 

نقشـی در مسـاله  راسامـین  𝑘هـای بعـد از راس) خواهد بـود

 شود:زیر بیان می صورتندارند(. نتیجه به 

(11) 𝐻(𝑖, 𝑘) = 𝐻(𝑖, 𝑘 − 1) + 2𝑘 − 1 

𝐻(𝑘 کهاین جا با استفاده ازو از آن − 1, 𝑘) = 2𝑘 −  داریم:، 1

(11) 

𝐻(𝑖, 𝑘) = 𝐻(𝑖, 𝑘 − 1) + 2𝑘 − 1
              = 𝐻(𝑖, 𝑘 − 2) + (2𝑘 − 3) + (2𝑘 − 1)
              =. . .
              = 𝐻(𝑖, 𝑖 + 1) + (2𝑖 + 3)+. . . +(2𝑘 − 1)
              = (2𝑖 + 1) + (2𝑖 + 3)+. . . +(2𝑘 − 1)

              = 𝑘2 − 𝑖2.

 

لازم به ذکر است که این فرمول بسیار شـبیه بـه فرمـول حرکـت 

. به روشـی دیگـر [33] است 𝑡√و در فاصله  𝑡در زمان  6براونی

توان حقیقت بالا را ثابت کرد. برای این منظور بـا اسـتفاده نیز می

                                                             
5 Recurrence relation 
6 Brownian motion  
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𝐻(𝑘که این از − 1, 𝑘) = 2𝑘 −  ، داریم:1

(10) 

𝐻(𝑖, 𝑘) =∑ 𝐻(𝑗 − 1, 𝑗)
𝑘

𝑗=𝑖+1

              = ∑ 𝐻(𝑗 + 𝑖 − 1, 𝑗 + 𝑖)
𝑘−𝑖

𝑗=1

              = ∑ (2(𝑗 + 𝑖) − 1)
𝑘−𝑖

𝑗=1

              = 2
(𝑘 − 𝑖)(𝑘 − 𝑖 + 1)

2
+ (𝑘 − 𝑖)(2𝑖 − 1)

              = (𝑘 − 𝑖)(𝑘 + 𝑖) = 𝑘2 − 𝑖2.

 

,𝐻(0توجه کنید که در حالت خا  𝑘) = 𝑘2 رو، ایـن  . ازاست

بـه شـروع صـفر  راس، با این فرض کـه از راس 𝑛در گرافی با 

𝑛)برابر  همواره مسیر هر برای پوشش زمان کنیم، حرکت − 1)2 

انتهـایی کـافی  راسخواهد بود که این مقدار بـرای رسـیدن بـه 

 است. 

، در 𝑘بـا فاصـله  راس، زمـان دسترسـی میـان دو 3مشابه مثـال 

𝑘(𝑛، برابر با 𝑛به طول  3مداری − 𝑘)  است. بـرای تعیـین زمـان

پوشش در یک مدار، باید توجه کنید که این زمـان، همـان زمـان 

مورد نیاز برای یک مسیر طولانی، با شروع از نقاط میـانی، بـرای 

𝑛است. برای این کار ابتدا باید به  𝑛رسیدن به  − نقطـه دیگـر  1

𝑓(𝑛طور میانگین برسیم که به  − قدم خواهـد بـود. در ایـن  (1

𝑛نقطه، یک مسیر با  − ایم و بعد به یکـی را پوشش داده راس 1

رویم. رسیدن به نقطه جدید، به معنـی رسـیدن از نقاط نهایی می

به یکی از نقاط نهایی، در همسایگی دیگر نقاط انتهایی، در یـک 

𝑛مسیر با  + وضوذ این عمـل شـبیه بـه زمـان است. به  راس 1

اسـت، کـه  𝑛متوالی در یک مدار به طول  راسدو دسترسی بین 

 شود:زیر می منجر به تشکیل رابطه بازگشتی

(15) 𝑓(𝑛) = 𝑓(𝑛 − 1) + (𝑛 − 1) 

𝑓(𝑛)داریم  و در نهایت =
𝑛(𝑛−1)

2
. 

 زمان دسترسی و زمان پوششخواهیم در مثالی دیگر می :1مثال 

,0} هـایراس با 1کامل گراف برای را … , 𝑛 − یم محاسـبه کنـ {1

بــه تمــامی  آن راس)یــک گــراف را کامــل گوینــد، هرگــاه هــر 

های دیگر به وسیله یک یال متصل باشد(. برای یافتن زمـان راس

را بـه  𝐻(0,1)، بایـد صـفر راسدسترسی و با فرض شـروع از 

                                                             
1 Circuit  
2 Complete graph 

 3 راسام بـه  𝑡کـه در گـام دست آوریم. به وضوذ احتمـال این

)برسیم برابر بـا 
𝑛−2

𝑛−1
)
𝑡−1 1

𝑛−1
و زمـان مـورد انتظـار بـرای ایـن  

 :رویداد برابر با

(16) 𝐻(0,1) =∑ 𝑡 (
𝑛 − 2

𝑛 − 1
)
𝑡−1 1

𝑛 − 1

∞

𝑡=1
= 𝑛 − 1 

ی کامل، کمی متفاوت و شـبیه هااست. زمان پوشش برای گراف

کند اگر شما له بیان میاست. این مسا 1آوری کوپنله جمعبه مسا

صـورت هر روز به  آوری کنید ومختلف جمعکوپن  𝑛بخواهید 

اید منتظـر تصادفی یک کوپن برای شما فرستاده شود، چه مدت ب

 (.مراجعه کنید [13] مرجع بهبمانید؟ )برای دیدن جزییات بیشتر 

قــات را ملا 𝑖 راسرا اولــین زمــانی قـرار دهیــد کــه  𝜏𝑖 ابتـدادر 

𝜏1داریـــم  پـــس کنیم،مـــی = 0 < 𝜏2 = 1 < 𝜏3 <. . . < 𝜏𝑛 .

𝜏𝑖+1فاصله  − 𝜏𝑖 راسهایی است که برای رسیدن بـه تعداد قدم 

𝑛)جدید باید طی کنیم که احتمال آن برابر  − 𝑖) (𝑛 − و از  ⁄(1

𝐸(𝜏𝑖−1 روایـن  های قبـل مسـتقل اسـت. ازقدم − 𝜏𝑖) =
𝑛−1

𝑛−𝑖
 .

 :بنابراین زمان پوشش برابر است با

(11) 
𝐸(𝜏𝑛) = ∑ 𝐸(𝜏𝑖+1 − 𝜏𝑖)

𝑛−1

𝑖=1

            = ∑
𝑛 − 1

𝑛 − 𝑖

𝑛−1

𝑖=1
≈ 𝑛 log 𝑛 .

 

تـوان بـه های نامناسـ  را مـیزدن تصادفی با ویژگییک پرسه 

𝑛صورت زیر شرذ داد: در یک دسته با انـدازه  ، طـول مسـیر ⁄2

𝑛برای رسیدن به نقطه انتهایی  ای در هـر نقطـه 𝑖حـال  باشد. ⁄2

 روایـن  ه نهـایی در مسـیر قـرار دهیـد. ازرا نقطـ 𝑗این دسته و 

𝐻(𝑖, 𝑗) = Ω(𝑛3) مشابه بـا نمـاد .𝑂(⋅) دهنده کـران کـه نشـان

یک کران پایین مجـانبی را ارائـه  (⋅)Ωبالای مجانبی است، نماد 

توان گفت، در اینجـا تـابع دهد. به صورت دقیق و ریاضی میمی

𝐻(𝑖, 𝑗)  از مرتبهΩ(𝑛3)  حقیقـی ماننـد است، یعنی اعـداد𝑀  و

𝑥0  وجود داشته باشد که برای هر𝑥 ≥ 𝑥0،𝐻(𝑖, 𝑗) ≥ 𝑀𝑛3 در .

طـور میـانگین بـه  𝑢و رسـیدن بـه  𝑖حقیقت بـرای حرکـت از 

𝑛 2⁄ − 1قدم نیاز است، پس بـا احتمـال  1 − 2 𝑛⁄  بـه سـمت

𝑛رویم و انتظار داریـم در دیگری از دسته می راس زمـان بـه  ⁄2

گونه اسـتدلال کـرد کـه در توان اینبازگردیم، اما میهمان نقطه 

                                                             
3 Coupon collector problem 
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𝑛مسیر با طول  ، اگر پرسه زدن تصـادفی را از یکـی از نقـاط ⁄2

𝑛پایانی شروع کنیم، انتظار داریم در  زمان بـه نقطـه آغـازین  ⁄2

قـدم بـرای برگشـت در مسـیر نیـاز  Ω(𝑛2)هر بار برگردیم. در 

 است.

 صلیرهای اغیتعیین کران مت. 1.3

کنیم، ولی در بخش غاز میهای ابتدایی آاین مبحث را با استدلال

دهیم. تری ارائه میقوی هایفرمول ویژه مقادیر زا استفاده با پنجم

داشـتیم بـا گذشـتن از یـک یـال،  که اشاره شد، انتظارطور همان

باشـد.  2𝑚که دوباره به آن یال برسیم برابر با تعداد قدم برای این

 راسشـروع بـه حرکـت کنـیم و  𝑖 راسدیگر اگـر از عبارت به 

مند(، زمان مورد انتظـار را همسایه نیز نا 𝑗و  𝑖باشد ) 𝑗مجاور آن 

 2𝑚برسـیم برابـر بـا  𝑗𝑖که دوباره در این جهت به یـال برای این

خواهـد  𝑗𝑖 ،2𝑚 راسآمد برای دو  واین رو زمان رفت  است. از

از  𝑟بـا فاصـله  راسین دو آمـد بـ وبـود. بنـابراین زمـان رفـت 

2𝑚𝑟برابر با  یکدیگر، تقریبا < 𝑛3  است. اکنون بـه اثبـات ایـن

𝑖𝑗، یعنی 𝑗و  𝑖مجاور  راس دو هر برای پردازیم.می حقیقت ∈ 𝐸 

 کنیم:ثابت می

(18) 𝜅(𝑖, 𝑗) = 𝐻(𝑖, 𝑗) + 𝐻(𝑗, 𝑖) ≤ 2𝑚 

1بـا احتمـال  3شـانسها، همدانیم احتمال پیمایش همه یالمی

2𝑚
 

رو، فراوانی مشاهده یک یال در پرسه زدن تصادفی این  است. از

را  𝑖𝑗است. بر مبنای این شرط کـه پرسـه زدن، یـال  2𝑚برابر با 

 2𝑚 طی نموده، زمان مورد انتظار پیمایش بعدی این یال برابر بـا

پرسه زدن تصـادفی،  [33]1حافظگیاست. اما نظر به خاصیت بی

مسیر طی شده توسط پرسه صرف نظر کرد.  شرط این از توانمی

گـذر  𝑖، چندین بار از 𝑖𝑗 تواند قبل عبور از یالزدن تصادفی، می

طـول تمـام  1که مقدار مـورد انتظـاراین برگردد. لذا از 𝑗کند و به 

 𝑖مرحلـه از  2𝑚است، ممکن است مسیر طی کمتر از  2𝑚مسیر 

,𝜅(𝑖 د، لذابرگرد 𝑗گذر کند و به  𝑗) = 𝐻(𝑖, 𝑗) + 𝐻(𝑗, 𝑖) ≤ 2𝑚 .

به عنوان مثال در یک گراف دوری، با توجه به تقـارن، نامسـاوی 

                                                             
1 Equally likely 
2 Memoryless property 
3 Expected value 

 :اخیر منجر به نامساوی

(19) 𝐻(𝑖, 𝑗) + 𝐻(𝑗, 𝑖) = 2𝐻(𝑖, 𝑗) ≤ 2𝑚 

,𝐻(𝑖و در پی آن  𝑗) ≤ 𝑚  .خواهد شد 

در این مقاله، یک کران مشابه برای زمان پوشش توسـط تشـکیل 

گیر برای یک آوریم. درخت فرامی ، به دست0یک درخت فراگیر

هـای راسدرختی اسـت کـه شـامل همـه دار، گراف همبند وزن

شـامل شـود و بـین هـای آن را اشد، ولی فقط برخی یالگراف ب

هـای آن، کمتـرین ها با این ویژگی، مجموع وزن یالتمام درخت

شـبکه حسـگر  هـا دردر مورد کاربرد درختمقدار ممکن باشد. 

 مفید است.  [11]ه مرجع سیم، مطالعبی

دن رهـای پرسـه زغیدار بـودن برخـی متیکی از نتایا مهم کـران

ذکر این نکته ضروری اسـت ای است. تصادفی به یک چندجمله

صـحیح دار هـای جهـتاین موضوع برای گرافکه ممکن است 

 نباشد.   

زنیم گراف با کمترین زمان پوشش، گراف کامل باشـد حدس می

دیدیم زمان پوشش آن تقریبـا برابـر بـا  1مثال  طور که در)همان

𝑛 log 𝑛  .)بود که از توزیع آغازین مستقل بود 

آمـد را بـه  وبرخی نتایا زمان پوشش و زمـان رفـت قضیه زیر 

بالای زمان پوشش و زمان  کران دهد.می توضیح خلاصه صورت

 است. 𝑂(𝑛3)دسترسی 

 𝑛ز یـک گـراف بـا ا راسالف( زمان دسترسی بین دو  :3قضیه 

 :[11]حداکثر برابر است با  راس

(04) 

{
 
 

 
 (

4

27
)𝑛3 − (

1

9
)𝑛2 + (

2

3
)𝑛 − 1,           𝑛 ≡ 0  (mod3)   

(
4

27
)𝑛3 − (

1

9
)𝑛2 + (

2

3
)𝑛 − (

29

27
) ,    𝑛 ≡ 1  (mod3)  

(
4

27
)𝑛3 − (

1

9
)𝑛2 + (

4

9
)𝑛 − (

13

27
) ,    𝑛 ≡ 2  (mod3) 

 

𝑚برای  بیشینهو مقدار  = [
2(𝑛−1)

3
 .[36]افتد اتفا  می [

، زمـان پوشـش راسی، با شروع از هر راس 𝑛گراف د( در یک 

ــا  ــر ب ــداقل براب 1)ح − 𝑂(1))𝑛 log 𝑛 ــداکثر ــا و ح ــر ب  براب

(4 27⁄ + 𝑜(1))𝑛3  [10]، [38]است. 

ر ، حداکثر برابـراس 𝑛ج( زمان پوشش برای یک گراف منتظم با 

 .[15]است  2𝑛2با 

                                                             
4 Spanning tree  
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برای هر گراف به  راسآمد بین دو  وبدیهی است که زمان رفت 

𝑛3 دار است و زمان دسترسی برای گـراف منـتظم حـداکثر کران

2𝑛2  4بـرای آن گـراف بـه  راسآمد بین دو  وو زمان رفت𝑛2 

 دار است.کران

گراف بر  آمد در یک وکران پایین نابدیهی روی زمان رفت هیچ 

آمـد بـین دو  وتوان یافت: زمان رفـت ها نمیراسحس  تعداد 

 𝐾2,𝑛از یک گراف کامل دوبخشی تر در رده رنگی کوچک راس

 داریـم ،𝑣و  𝑢است. با ایـن حـال بـرای تمـام مقـادیر  8برابر با 

𝜅(𝑢, 𝑣) ≥
2𝑚

𝑑(𝑢)
ه توضـیح داد 1و همچنـین نتیجـه  1در گزاره ) 

در یـک  راسآمد بین دو  ور حالت زمان رفت شده است(. در ه

تر برای زمان دسترسـی است. وضعیت بد 𝑛گراف منتظم حداقل 

 صورت زیر باشد:تواند به می

گـراف حتی در گـراف منـتظم هـم وجـود دارد. این محدودیت 

𝑑 منتظمی )با هر درجه ≥  راسرا در نظر بگیریـد کـه دارای ( 3

𝑉(𝐺1)رار دهیـد ــقحال باشد.  𝑢 3برشی ∩ 𝑉(𝐺2) = {𝑢}  کـه

𝐺 = 𝐺1 ∪ 𝐺2  و𝑣  ی از راســـرا𝐺1  و متفـــاوت از𝑢  نظـــر در

بـه  𝑣برابر با زمان دسترسـی از  𝑢به  𝑣بگیرید. زمان دسترسی از 

𝑢  در𝐺1 .است، که مستقل از اندازه گراف است 

 تقارن و زمان دسترسی. 1.1

ن اسـت زمـان دسترسـی هر گراف، حتی گراف منتظم، ممکـدر 

متفاوت باشد. در  𝑖به  𝑗، با زمان دسترسی رفتن از 𝑗به  𝑖رفتن از 

این موارد توسـط  حقیقت هیچ راهی برای ایجاد کران در یکی از

)انتهـای بخـش دارد. برای مثال در آخر بند اخیر دیگری وجود ن

، ممکن است بـا احتمـال حـداقل 𝑣به  𝑢(، در پرسه زدن از 1.3

1 𝑑⁄  راسبه یک 𝐺2  وارد شویم، پس باید آنقدر گام برداریم تـا

بازگردیم و زمان مورد انتظـار بـرای ایـن رخـداد بیشـتر از  𝑢به 

| 𝑉(𝐺2) |  است. بنابراین𝛼(𝑢, 𝑣) > | 𝑉(𝐺2) | توانـد یـک می

,𝛼(𝑢 مقدار به دلخواه بزرگ باشد که مستقل از 𝑣) .است 

پذیری به نوعی باید عکس که زمان برگشت رودهنوز انتظار می 

بنـدی فرمولتیجه بدهد. در ادامه دو موضـوع را ها را ناین کمیت

پرسـه زدن »توان به راحتـی بـا ایم که موضوع نخست را میکرده

                                                             
1 Cutnode 

 در پرسه زدن تصادفی بررسی کرد.« روپس

دارای  𝑣و  𝑢در پرسه زدن تصادفی در یک گراف، اگر  :3گزاره 

قبــل از  𝑢کــه بــا شــروع از اشــند، احتمــال اینانی بدرجــه یکســ

 𝑣که با شـروع از را ملاقات کنیم، با احتمال این 𝑢 ،𝑣بازگشت به 

را ملاقـات کنـیم، مسـاوی اسـت )اگـر  𝑣 ،𝑢قبل از بازگشت به 

صــورت  هــا بــهمتفــاوت باشــد، نســبت احتمــال 𝑣و  𝑢 درجــه

𝜋(𝑣) 𝜋(𝑢)⁄ = 𝑑(𝑣) 𝑑(𝑢)⁄ ).خواهد بود 

وابسـته بـه  3هـای داده شـده در گـزاره بینیم احتمالدر ادامه می

,𝜅(𝑢آمد  ورفت زمان  𝑣) .به  3توجه کنید که برهان گزاره  است

که با شـروع بدیهی است، زیرا طبق آن احتمال این 1کمک گزاره 

( را ملاقات کنیم برابـر 𝑢) 𝑢 (𝑣 ،)𝑣( قبل از بازگشت به 𝑣) 𝑢از 

1 با (𝜅(𝑢, 𝑣)𝜋(𝑢))⁄ (1 (𝜅(𝑣, 𝑢)𝜋(𝑣))⁄) کـهاین ست. امـا ازا 

𝜅(𝑢, 𝑣) = 𝜅(𝑣, 𝑢) های درجه بودن یکسان واسطه به همچنین و

𝑢 و 𝑣 داریم 𝜋(𝑣) =
𝑑(𝑣)

2𝑚
=

𝑑(𝑢)

2𝑚
= 𝜋(𝑢). دو احتمال  بنابراین

 شود.ثابت می 3مذکور در گزاره، با هم برابر هستند و گزاره 

قبـل  𝑢که با شروع از سه زدن تصادفی احتمال ایندر پر :1گزاره 

را ملاقـــات کنـــیم برابـــر بـــا  𝑢 ،𝑣از بازگشـــت دوبـــاره بـــه 

1 (𝜅(𝑢, 𝑣)𝜋(𝑢))⁄  .است 

را اولین دفعه که بـا  𝜏𝑢له، را اندازه احتمال در این مسا 𝑞 :اثبات

از را اولین دفعـه کـه بعـد  𝜏𝑢𝑣گردیم و باز می 𝑢به  𝑢شروع از 

 :دانیمدر نظر بگیرید. می ،گردیمباز می 𝑢به  𝑣ملاقات 

(03) 𝐸(𝜏𝑢) =
1

𝜋(𝑢)
=
2𝑚

𝑑(𝑢)
 

𝐸(𝜏𝑢𝑣) داریم و طبق تعریف = 𝜅(𝑢, 𝑣) وضوذ . به𝜏𝑢 ≤ 𝜏𝑢𝑣 

را  𝑣، وضـعیت 𝑢که پرسه زدن تصادفی با شروع از و احتمال این

𝑞 د، برابـر بـاملاقات کنـ 𝑢قبل از بازگشت به  = 𝑃(𝜏𝑖 = 𝜏𝑖𝑗) 

𝜏𝑢که این است. از ≤ 𝜏𝑢𝑣 :داریم ، 

(01) 
1 − 𝑞 = 𝑃(𝜏𝑢 ≠ 𝜏𝑢𝑣)
            = 𝑃(𝜏𝑢 < 𝜏𝑢𝑣) + 𝑃(𝜏𝑢 > 𝜏𝑢𝑣)

            = 𝑃(𝜏𝑢 < 𝜏𝑢𝑣).
 

𝜏𝑢آن اگر علاوه بر  ≤ 𝜏𝑢𝑣کـه این ، بعـد از𝜏𝑢  قـدم اول را طـی

رو ایـن  گـردیم. ازباز 𝑢برسیم و سسس به  𝑣به  𝑢کردیم، باید از 

همچنـین اسـتفاده از امیـد ریاضـی و  1طبق خاصیت خطی بودن
                                                             
2 Linearity property  
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 داریم: ،[33] 3قانون امیدهای مکرر

(01) 

𝐸(𝜏𝑢𝑣) − 𝐸(𝜏𝑢) = 𝐸(𝜏𝑢𝑣 − 𝜏𝑢)

                      = 𝑞𝐸(𝜏𝑢𝑣 − 𝜏𝑢|𝜏𝑢 = 𝜏𝑢𝑣)
                           +(1 − 𝑞)𝐸(𝜏𝑢𝑣 − 𝜏𝑢|𝜏𝑢 < 𝜏𝑢𝑣)

                      = 0 + (1 − 𝑞)𝐸(𝜏𝑢𝑣)

                      = 𝐸(𝜏𝑢𝑣) − 𝑞𝐸(𝜏𝑢𝑣).

 

 بنابراین

(00) 𝑞 =
𝐸(𝜏𝑢)

𝐸(𝜏𝑢𝑣)
=

2𝑚

𝑑(𝑢)𝜅(𝑢, 𝑣)
=

1

𝜅(𝑢, 𝑣)𝜋(𝑢)
 

شرذ  [16]مرجع دسترسی در  زمان برای ترعمیق تقارن خاصیت

داده شده است. همچنین با مفاهیم ابتدایی، پرسه زدن و ملاقـات 

ها پذیری آندهد و برگشتا توضیح میر 𝑤و  𝑣و  𝑢در سه نقطه 

 ستند.یات آن ساده نیدهد، اما جزیمورد بررسی قرار می را

 :𝑤 [16]و  𝑣و  𝑢 راسبرای هر سه  :1قضیه 

(05) 𝐻(𝑢, 𝑣) + 𝐻(𝑣, 𝑤) + 𝐻(𝑤, 𝑢) =
             𝐻(𝑢, 𝑤) + 𝐻(𝑤, 𝑣) + 𝐻(𝑣, 𝑢).

 

با این ویژگی متقارن، بـه شـرذ زیـر یکی از نتایا مهم در رابطه 

 است:

باشـد، بـه  1توانـد دارای رتبـههای هر گراف مـیراس :3نتیجه 

,𝐻(𝑢 گـاهباشـد، آن 𝑣مقدم بر  𝑢اگر  طوری که 𝑣) ≤ 𝐻(𝑣, 𝑢) .

بـه  𝑡 راسداشـتن هـر توان با ثابـت نگهگذاری را میبهچنین رت

,𝐻(𝑢 هـــا را طبــق مقـــدارراسو دســت آورد  𝑡) − 𝐻(𝑡, 𝑢) 

 گذاری کرد.رتبه

 باشد، 𝑣مقدم بر  𝑢بندی شده اگر در یک گراف رتبه :اثبات

(06) 𝐻(𝑢, 𝑡) − 𝐻(𝑡, 𝑢) ≤ 𝐻(𝑣, 𝑡) − 𝐻(𝑡, 𝑣) 

 رواین  و از

(01) 𝐻(𝑢, 𝑡) + 𝐻(𝑡, 𝑣) ≤ 𝐻(𝑣, 𝑡) + 𝐻(𝑡, 𝑢). 

صـورت تـوان ایـن تسـاوی را بـه ، می1اکنون با توجه به قضیه 

𝐻(𝑢, 𝑣) ≤ 𝐻(𝑣, 𝑢) .بازنویسی کرد 

امـا اگـر هـا یکتـا نیسـت. راسگذاری یک گراف به واسطه رتبه

اگـر در یـک رده قـرار دهـیم،  را 𝑣و  𝑢 ها را افراز کنـیم وراس

𝐻(𝑢, 𝑣) = 𝐻(𝑣, 𝑢) ( ــق قضــیه ــک رتبه(، آن1طب ــدی گــاه ی بن

                                                             
1 Law of iterated expectations 
2 Rank 

بـه  𝑡مرجع  راسبرای رده این تساوی، مستقل از  1تعریفخوش

رسیدن به آنها سخت »ترین رده های در پایینراسآید. دست می

رسیدن »بالاترین رده های در راس و «است آسان هاآن از خروج و

بنـدی . بهترین فرمول«ها سخت استآسان اما خروج از آن هابه آن

 بیان شده است.  1این موضوع در نتیجه  از

التی تقارن است که در آن گـراف بـه یک گراف، ح 0خودریختی

یـال حفـ  -راسطوری که اتصال بـین شود، به خود نگاشته می

𝐺 گراف خودریختی بنابراین شود.می = (𝑉, 𝐸)، 5جایگشت یک 

طوری کـه بـرای است به  𝑉های راساز  𝜎 6یکبهبع یکمانند تا

,𝑢)هر  𝑣) ∈  𝑉 × 𝑉 ،𝑢𝑣 ∈  𝐸  اگر و تنها اگر𝜎(𝑢)𝜎(𝑣) ∈  𝐸 

𝐺گــراف  1ریختیو ایــن جایگشــت، نــوعی یــک = (𝑉, 𝐸)  بــه

، کـه 𝐺های یک گراف خودش است. با تعریف تمام خودریختی

هـای، هـم بـه نامهیم، دو خـانواده مدنشان می 𝐴𝑢𝑡(𝐺)آن را با 

شـوند. تعریـف می 9انتقـالی-و گراف یـال 8انتقالی-راسگراف 

انتقالی(، یک گراف بدون جهت اسـت -انتقالی )یال-راسگراف 

 راس)یال( توسـط یـک خـودریختی بـه هـر  راسکه در آن هر 

-راس، 𝐺عبـارت دیگـر گـراف شود. بـه )یال( دیگر نگاشته می

یعنی آن،  هایخودریختی گروه هرگاه ست،ا انتقالی(-)یال انتقالی

𝐴𝑢𝑡(𝐺)  به ترتی  روی𝑉 (𝐸به صورت انتقالی عمل می ) ،کنـد

,𝑖یعنی برای هـر  𝑗 ∈ 𝑉 (𝑖, 𝑗 ∈ 𝐸 خـودریختی ،)𝜎 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝐺) 

𝜎(𝑖)طوری که وجود داشته باشد به  = 𝑗 [35]. 

انتقـالی -راساگر یک گراف، دارای گروه خـودریختی  :1نتیجه 

,𝐻(𝑖داریم  ،𝑗و  𝑖ی هر باشد، به ازا 𝑗) = 𝐻(𝑗, 𝑖). 

-راسبا توجه به اینکه گراف، دارای گـروه خـودریختی  :اثبات

دیگـر  راستوسط یک خودریختی به هر  راسانتقالی است، هر 

,𝑖شود و برای هر نگاشته می 𝑗 ∈ 𝑉 ماننـد ، یک خودریختی𝜎 ∈

𝐴𝑢𝑡(𝐺)  وجــود دارد کــه𝜎(𝑖) = 𝑗  و𝜎−1(𝑗) = 𝑖ایــن رو  . از

,𝐻(𝑖 داریـم  ،𝑗و  𝑖، بـه ازای هـر 3طبق نتیجه  𝑗) ≤ 𝐻(𝑗, 𝑖)  و

                                                             
3 Well-defined 
4 Automorphism  
5 Permutation 
6 One to one function/injective function 
7 Isomorphism 
8 Node-transitive/vertice-transitive 
9 Edge-transitive 
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𝐻(𝑗, 𝑖) ≤ 𝐻(𝑖, 𝑗)  که منجر به𝐻(𝑖, 𝑗) = 𝐻(𝑗, 𝑖) شود. می 

 زمان دسترسی و زمان پوشش. 1.1

آمد در پرسه زدن تصـادفی دارای  وزمان دسترسی و زمان رفت 

در صورتی کـه د، خود و روابط قابل محاسبه هستن هایویژگی

زمان پوشش به راحتی قابل محاسبه نیست. اما ارتباط تنگـاتنگی 

مراجـع  بین زمان دسترسی و زمـان پوشـش وجـود دارد کـه در

 مطرذ شده است.  [18]و  [11]

حـداکثر  راس 𝑛، در گرافی با راسزمان پوشش از هر  :1قضیه 

(1 + (
1

2
)+. . . +(

1

𝑛
ین دو بیشینه زمان دسترسـی بـضرد در  ((

1)و حــداقل  راس + (
1

2
)+. . . +(

1

𝑛
زمــان کمینــه ضــرد در  ((

 .[13]است  راسدسترسی بین دو 

 تـرضـعیفیر، برهانی ساده بـرای کـران بـالای ارائه لم زتوسط 

2log2𝑛  کنیم.زمان دسترسی طرذ می بیشینهضرد در 

ها که در یـک پرسـه زدن تصـادفی را متوسط تعداد گام 𝑏 :3لم 

زمـان بیشـینه را  ℎهـا را ملاقـات کنـیم و راسنیمـی از  بیش از

𝑏 در این صورتدر نظر بگیرید.  راسدسترسی میان دو  ≤ 2ℎ. 

𝑛برای سادگی فرض کنید  :اثبات = 2𝑘 + عددی فرد اسـت.  1

کنـیم و را ملاقـات مـی 𝑣زمانی که برای اولین بار  𝛼𝑣قرار دهید 

هـا رسـیده باشـیم، سراهنگامی که به بـیش از نیمـی از  𝛽زمان 

𝑘برابر با  + رو ایـن  است. از 𝛼𝑣امین از بین بزرگترین مقادیر  1

∑ 𝛼𝑣𝑣 ≥ (𝑘 + 1)𝛽 و در پی آن 

(08) 𝑏 = 𝐸(𝛽) ≤
1

𝑘 + 1
∑ 𝐸(𝛼𝑣)

𝑣
≤

𝑛

𝑘 + 1
ℎ < 2ℎ. 

بـه  شود )رجـوع کنیـدآسان می 1، اثبات قضیه 3با استفاده از لم 

کند، اگر با عوامل یکسان بیان می 3م در حقیقت، ل .([13]مرجع 

قـدم  2ℎها را ملاقات کنـیم، در راسقدم بیش از نیمی از  2ℎبا 

 ها را ملاقات خواهیم کرد و الی آخر.راسبعدی نیم دیگر 

 یکنواختی. 1.3

 𝑎𝑏جدید بگیرید که از اضافه کردن یک یال  نظر در را ′𝐺 گراف

تر که این گراف متراکم جاییتشکیل شده است. از آن 𝐺به گراف 

است، انتظار داریم که پرسه زدن تصادفی در آن، مـدت کمتـری 

آمـد و زمـان  وبنابراین زمان دسترسی، زمان رفت  طول بکشد و

 گونه نیست.پوشش کاهش یابد، اما در واقعیت این

ضافه شدن یک یال، زمـان توان دید که با ادر ابتدا به سادگی می 

را بـا  𝐺در  ییابد. مسیریری افزایش میگطور چشمدسترسی به 

𝑛 و با نقاط انتهایی در نظر بگیرید. فرض کنیـد  راس𝑠 = 𝑎  و𝑡 

برابر با یـک  𝑡تا  𝑠باشد. پس زمان دسترسی از  𝑠همسایه یکتای 

1را اضافه کنیم، با احتمـال  𝑎𝑏است، از طرف دیگر اگر یال  2⁄ ،

 𝑡تـا  𝑠ین زمـان دسترسـی از های بیشتری برداریم، بنابراباید گام

طور که خـواهیم دیـد تـا شود. در حقیقت همانبیشتر از یک می

𝑛 −  رود.بالا می 1

اضافه  𝑡گونه است که اگر یک یال به ویژگی زمان یکنواختی این

 شود.بزرگتر نمی 𝐺، از ′𝐺در  𝑡به  𝑠شود، زمان دسترسی از 

تار را دارد، یکنواخت طور کلی بهترین رفکه به  آمد و رفت زمان

-0مخالف در یـک  راسنیست. برای مثال، زمان گردش بین دو 

ایجـاد  راساست، اگر یک اتصال قطـری بـین دو  8دور برابر با 

ا در ادامـه کنـد. امـافزایش پیدا می 34آمد به  وکنیم، زمان رفت 

بخش پنجم به اثبـات )در  خواهیم دید که تقریبا یکنواخت است

 .(پردازیمآن می

ایجاد  𝐺از اضافه کردن یک یال به گراف  ′𝐺اگر گراف  :3قضیه 

 ′𝐺در  راسآمد بین دو  ویال باشد، زمان رفت  𝑚شود و دارای 

1حداکثر  + 1 𝑚⁄  آمـد در گـراف  وضـرد در زمـان رفـت𝐺 

,𝜅(𝑠کمیت است. به عبارت دیگر  𝑡) 𝑚⁄ کنـد کاهش پیـدا نمـی

[31]. 

طـور از روابطی که هر شخص بـه  مورد یکیطور خلاصه در به 

 کنیم: شهودی انتظار رخداد آن را دارد، بحث می

ر حـالی د، «کنـدزمان دسترسی با افزایش فاصله افزایش پیدا می»

دهد می نشان زیر نتایا است. کننده گمراه اغل  شهودی چنین که

 .[19]که این مطل  در چه مواقعی صحیح است 

𝑡و  𝐺گراف  :5قضیه  ∈ 𝑉(𝐺) .در نظر بگیرید 

 𝑡هـای طـور یکنواخـت از مجموعـه همسـایهرا به  𝑠الف( اگر 

ــار  ــورد انتظ ــدار م ــیم، مق ,𝐻(𝑠انتخــاد کن 𝑡) ــا ــر ب ــا براب  دقیق

(2𝑚 𝑑(𝑡)⁄ ) −  خواهد بود. 1

انتخـاد کنـیم، مقـدار  𝑉را با یک توزیع ایسـتا روی  𝑠د( اگر 
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,𝐻(𝑠مورد انتظار  𝑡)  2حـداقل𝑚

𝑑(𝑡)
(1 −

𝑑(𝑡)

2𝑚
)
2

اسـت. بنـابراین  

𝑠اگر روی  ≠ 𝑡  شرطی کنیم، مقدار مورد انتظار𝐻(𝑠, 𝑡)  حداقل

(2𝑚 𝑑(𝑡)⁄ ) −  است. 1

انتخـاد کنـیم، مقـدار  𝑉را با یک توزیـع ایسـتا روی  𝑡ج( اگر 

,𝐻(𝑠مورد انتظار  𝑡)  حداقل𝑛 − 2 + 1 𝑛⁄  [19]خواهد بود. 

ول بازگشت است. برهان دد برای فرمبیان مجیک )الف( قسمت 

هـای مقـدار ویـژه رویکردهای )د( و )ج( با اسـتفاده از قسمت

)د( و )ج( نتیجـه ت تـوان از قسـمشود. به راحتی میانجام می

,max𝑠,𝑡𝐻(𝑠 گرفت که 𝑡) ≥ 𝑛 −  است. 1

مستقل از مقدار امید ریاضی در قسمت )ج(  که داد خواهیم نشان

𝑠 ( ( را نگاه کنی65) رابطهاست.)د 

 آمد وردهای کران زمان پوشش و زمان رفت کارب. 1.5

به  3های پرسه زدن تصادفی در علوم کامسیوتررویکردشاید اولین 

 :[14]صورت زیر باشد 

𝐺منتظم -𝑑بند گراف هم = (𝑉, 𝐸)  به طـوری را در نظر بگیرید

𝑣0که  ∈ 𝑉(𝐺)  ی راسدر پایان یال، به  راسو فرض کنید در هر

,1,2هـای نید که با شـمارهکبرخورد می . . . , 𝑑  1گذاریبرچسـ 

شـروع و نقـاط )در این گراف، نقطه است. یک دنباله مسیر  شده

,ℎ1)گذاری شده( به شکل برچس  ℎ2, . . . , ℎ𝑡) ⊆ {1,2, . . . , 𝑑}
𝑡 

شروع کرده و در قدم  𝑣0ای که اگر قدم زدن را از است، به گونه

𝑖  ر یال ی را تر  کنیم که دراسامℎ𝑖 ها را راسگاه تمام باشد؛ آن

( 𝑛و  𝑑رهـای غییک دنبالـه مسـیر کلـی )بـا متایم. ملاقات کرده

و بـا هـر   راس 𝑛منـتظم بـا -𝑑ای است که برای هر گراف دنباله

 کند.نقاط عبور می تمام زا شروع نقطه هر و گذاریبرچس  گونه

زم نیست خیلـی هایی وجود دارد و لاجال  است که چنین دنباله

 پردازیم.طولانی باشد که در قضیه زیر به این مهم می

𝑑برای هر  :6قضیه  ≥ 𝑛و  2 ≥ یک گراف منتظم، مسیر کلی  3

𝑂(𝑑2𝑛3وجود دارد که طول آن  log 𝑛) .است 

𝑡قرار دهید  اثبات: = 8𝑑𝑛3 log 𝑛  و𝐻 = (ℎ1, . . . , ℎ𝑡)  که بـه

,1}طور تصادفی از  . . . , 𝑑}𝑡  انتخاد شده است. در گراف𝐺  بـا

                                                             
1 Computer science  
2 Labelled  

پرسـه زدن را  𝐻گـذاری شـده، نقطه شروع مشخص و برچس 

یـک دنبالـه  𝑃 ،𝐻کنیم؛ بنابراین بـا احتمـال تصادفی تعریف می

 𝑡کـه در قـدم زدن بـه طـول یر نخواهد بود، که با احتمال اینمس

 3ها را ملاقات نکنیم، یکسان است. بـر اسـاس قضـیه راسهمه 

هـا را راسمدت زمانی که در گراف منتظم، نیاز داریـم تـا همـه 

رو طبـق نامسـاوی  ایـن اسـت. از 2𝑛2ملاقـات کنـیم حـداکثر 

ها راسقدم هنوز تمام  4𝑛2که بعد از ، احتمال این[33] 1مارکوف

1را ملاقات نکرده باشیم کمتر از  آنجـا کـه ممکـن  است. از ⁄2

سـه زدن تصـادفی دیگـری در نظـر عـدی را پرقدم ب 4𝑛2است 

ها را ملاقات نکرده راسقدم همه  𝑡که بعد از بگیریم، احتمال این

𝑡−2باشیم، کمتر از  (4𝑛
2)⁄ = 𝑛−2𝑛𝑑 .است 

هـای و بـا یـال راس 𝑛با  𝐺منتظم -𝑑های حال تعداد کل گراف

خاد در انت 𝑛𝑑است )کمتر از  𝑛𝑑𝑛گذاری شده کمتر از برچس 

ها، با چند نقطه شروع در این گراف 𝐻که ( و احتمال اینراسهر 

𝑛𝑛𝑑𝑛𝑛−2𝑛𝑑 از کمتر نباشد، مسیر گراف یک < بنابراین  است. 1

 دنباله مسیر کلی است. 𝑡حداقل یک دنباله به طول 

ای که لهدر مورد حل چگونگی مسا [16]مرجع نتایا موجود در 

 کند:بحث می شود،در ادامه بیان می

کنیم؛ دفی بر یک گراف را شـروع مـیزمان دو پرسه زدن تصاهم

پرسه  بین دویکدیگر برخورد کنند؟  به تا کشدیم طول مدت چه

ناشی از چگـونگی پرسـه دارد که زدن تصادفی اختلافاتی وجود 

گیریم، که پرسـه ترین حالت را در نظر میاینجا بدزدن است. در 

کـار کند، هدف این ن چگونه حرکت میزمازدن تصادفی در هر 

 جلوگیری از تصادف تا حد ممکن است.

له خود پایداری کردن طرذ مـدیریت رمزگـذاری انگیزه این مسا

طرذ رمزگذاری مجوزی است.  شده توزیع محاسبات شبکه رایب

در هر ، برای انجام برخی از امور است و برای حمل پردازنده آن

فـرض کنیـد دو کنـد. حمـل مـی ط یک پردازشگر آن رازمان فق

گذاری را بر عهده دارند. آنهـا بـه رمز پردازشگر با چند اختلاف،

از  گذرند تا به دو رمز برخورد کنند، پـسطور تصادفی از آن می

گردد. ایـن مـدت زمـان چقـدر میآن سامانه به حالت نرمال باز 

 است؟

                                                             
3 Markov inequality  
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,𝑀(𝑢کمیت 𝑣)ه زدن که دو پرسـاین ها قبل از، متوسط تعداد قدم

بـه یکـدیگر برخـورد کننـد را  𝑣و  𝑢تصادفی با شروع از نقـاط 

,𝑀(𝑢 کنـد. واضـح اسـت کـهمشخص مـی 𝑣) ≥ 𝐻(𝑢, 𝑣) (𝑣 

نامسـاوی  این [16] مرجع در نکند(. حرکت وقت هیچ است ممکن

 داریم: ،𝑤 راسثابت شده است. برای 

(09) 𝑀(𝑢, 𝑣) ≤ 𝐻(𝑢, 𝑣) + 𝐻(𝑣, 𝑤) − 𝐻(𝑤, 𝑢). 

 است. 𝑂(𝑛3)های اخیر، زمان برخورد بق گفتهبنابراین ط

 روابط مقادیر ویژه. 3

𝑝𝑖𝑗به یاد دارید که احتمال 
𝑡  رخدادی بـود کـه بـا احتمـال𝑃 بـا ،

رسـیدیم، کـه یکـی از می 𝑗قدم تصادفی به  𝑡از ، بعد 𝑖شروع از 

 3نظریـه قـوی طیفـیرسـد بود. به نظر می 𝑃𝑡های ماتریس درایه

 کار برده شود.د بتوانها میتریسما

، با مقدار ویـژه متنـاظر 1دارای بزرگترین مقدار ویژه  𝑃ماتریس 

𝟏ت راسو مقدار ویژه متناظر  𝜋چپ  = (1, . . . و یک بردار  (1,

𝑃𝑇𝝅است. در حقیقت  𝑉بر  = 𝝅 کنـد این موضوع را بیـان مـی

𝑃𝟏یک توزیع ایستا است. در حالی که  𝝅که  = کنـد، یبیان م 𝟏

 یک قدم برداشته شده است. راساز هر  دقیقا

منتظم باشد، اما  𝐺که ، متقارن نیست، مگر این𝑃 سفانه ماتریسامت

دانیم توان آن را به حالت متقـارن تبـدیل کـرد. مـیراحتی میبه 

𝑃 = 𝐷𝐴  طــوری کــه بــه𝐴 = 𝐴𝐺.  مــاتریس مجــاورت𝐺  و𝐷 

1ام،  𝑖یـه قطـری ای که دراماتریس متقارن است، به گونه 𝑑(𝑖)⁄ 

𝑁است. مـاتریس  = 𝐷
1

2𝐴𝐷
1

2 = 𝐷−
1

2𝑃𝐷
1

را در نظـر بگیریـد.  2

فی ــــتوان آن را بـه صـورت طیاین ماتریس متقارن است و می

𝑁 = ∑ 𝜆𝑘𝐯𝑘𝐯𝑘
𝑇𝑛

𝑘=1  نوشت کـه𝜆1 ≥ 𝜆2 ≥. . . . ≥ 𝜆𝑛  مقـادیر

,𝐯1و  𝑁ویژه  𝐯2, . . . , 𝐯𝑛 ر، با طـول واحـد متناظ 1های ویژهبردار

بـا  𝒘تـوان نشـان داد کـه بـردار گـذاری مـیهستند. با یک جای

𝑤𝑖های درایه = √𝑑(𝑖)  اسـت.  𝟏یک بردار ویژه با مقادیر ویـژه

-قضـیه فروبینیـوسکه این بردار ویـژه مثبـت اسـت، از  آنجا از

𝜆1 کند کهپیروی می [13] 1پیرون = 1 > 𝜆2 ≥ ⋯ ≥ 𝜆𝑛 ≥ −1 

                                                             
1 Spectral 
2 Eigenvectors  
3 Frobenius-Perron Theorem  

𝐯1و  = (1 √2𝑚⁄ )𝐰ــــی 𝑣1𝑖 ، یعن = √𝑑(𝑖) 2𝑚⁄ = √𝜋(𝑖) 

، 𝐺کنـد کـه اگـر گـراف این الگـو پیـروی می همچنین از است.

𝜆𝑛 گاهباشد، آن 0بخشینادو >  حال داریم: است. 1−

(54) 

𝑃𝑡 = 𝐷
1
2𝑁𝑡𝐷−

1
2

      = ∑ 𝜆𝑘
𝑡 𝐷

1
2𝐯𝑘𝐯𝑘

𝑇𝐷−
1
2

𝑛

𝑘=1

      = 𝑄 +∑ 𝜆𝑘
𝑡 𝐷

1
2𝐯𝑘𝐯𝑘

𝑇𝐷−
1
2

𝑛

𝑘=2

 

𝑄𝑖𝑗 طوری کهبه  = 𝜋(𝑗) عبارت دیگر. به 

(53) 𝑝𝑖𝑗
𝑡 = 𝜋(𝑗) +∑ 𝜆𝑘

𝑡 𝑣𝑘𝑖𝑣𝑘𝑗√
𝑑(𝑗)

𝑑(𝑖)
.

𝑛

𝑘=2
  

𝑘 دوبخشی نباشد، برای 𝐺اگر  = 2, . . . , 𝑛،  داریـم|𝜆𝑘| < و  1

limرو این  از
𝑡→∞

𝜆𝑘
𝑡 = (، 53و در پـی آن بـا اسـتفاده از رابطـه ) 0

,𝑖برای هر  𝑗 ∈ 𝑉 داریم: 

(51) lim
𝑡→∞

𝑃(𝑣𝑡 = 𝑗|𝑣0 = 𝑖) = lim
𝑡→∞

𝑝𝑖𝑗
𝑡 = 𝜋(𝑗) 

 𝑖آغـازین  راسبـه  𝜋(𝑗)دهد همگرایـی بـه مقـدار که نشان می

 بستگی ندارد و در پی آن با کمک این تساوی داریم:

(51) 

lim
𝑡→∞

  𝜋𝑡(𝑗) = lim 
𝑡→∞

𝑃(𝑣𝑡 = 𝑗)

                    = lim
𝑡→∞

∑ 𝑃(𝑣𝑡 = 𝑗|𝑣0 = 𝑖) ×
𝑖∈  𝑉

 

                                    𝑃(𝑣0 = 𝑖)

                    = ∑  lim
𝑡→∞

𝑃(𝑣𝑡 = 𝑗|𝑣0 = 𝑖) ×
𝑖∈  𝑉

 

                                    𝑃(𝑣0 = 𝑖)

                    = 𝜋(𝑗)∑  𝜋0(𝑖)
𝑖∈  𝑉

 = 𝜋(𝑗)

 

 :صورت به 𝐯𝑡  در این حالت، با تعریف بردار توزیع

(50) 𝝅𝑡 = (𝜋𝑡(𝑗))𝑗∈ℕ∪{0} 

𝜋𝑡(𝑗)کــه در آن  = Pr𝑜𝑏(𝑣𝑡 = 𝑗 ــردار توزیــع ایس تای  ـــــو ب

𝝅 = (𝜋𝑗)𝑗∈ℕ∪{0} داریم ،lim
𝑡→∞

𝝅𝑡 = 𝝅 دهد توزیـع که نشان می

این حقیقـت معـادل یر به مقدار آغازین وابسته نیست. حدی زنج

limبا این است که 
𝑡→∞

𝑃𝑡 = Π  کـه در آنΠ  مـاتریس تصـادفی بـا

 هست. 𝝅طرهای یکسان و برابر با س

                                                             
4 Non-bipartite  
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 ها و زمان دسترسیطیف. 3.3

ها را تری در روابط میان پرسه زدن تصادفی و طیفمطالعه عمیق

 کنیم.می شروع دسترسی، زمان برای طیفی هایفرمول استخراج با

 :برابر است با 𝑡به  𝑠زمان دسترسی از  :1قضیه 

(55) 𝐻(𝑠, 𝑡) = 2𝑚∑
1

1 − 𝜆𝑘
(
𝑣2𝑘𝑡
𝑑(𝑡)

−
𝑣𝑘𝑠𝑣𝑘𝑡

√𝑑(𝑠)𝑑(𝑡)
)

𝑛

𝑘=2
. 

𝐻 قرار دهید اثبات: ∈ ℝ𝑉×𝑉  های مـاتریس کـه درایـهبه نحوی

𝐻 3مربــع = (𝐻𝑖𝑗) = (𝐻(𝑖, 𝑗)) زمــان دسترســی از ،𝑖  ــه را  𝑗ب

 :که مشاده کردیم 3کند. در مثال مشخص می

(56) 
𝐻(𝑖, 𝑗) = 1 +∑ 𝑝𝑖𝑣𝐻(𝑣, 𝑗)

𝑣

             = 1 +
1

𝑑(𝑖)
∑ 𝐻(𝑣, 𝑗)

𝑣∈Γ(𝑖)
.
 

𝐹با در نظر گرفتن ماتریس قطری  = 𝐽 + 𝑃𝐻 − 𝐻داریم ،: 

(51) 𝐹𝑇𝜋 = 𝐽 𝝅 + 𝐻𝑇(𝑃 − 𝐼)𝑇𝝅 = 𝐽 𝝅 = 𝟏 

𝑖𝑖(𝐹) جاکه از آن =
1

𝜋(𝑖)
=

2𝑚

𝑑(𝑖)
𝐹. بنـابراین  = 2𝑚𝐷  و در پـی

𝐹ری در گذاآن با جای = 𝐽 + 𝑃𝐻 − 𝐻  :داریم 

(58) (𝐼 − 𝑃)𝐻 = 𝐽 − 2𝑚𝐷. 

حل کنیم. البتـه  𝐻خواهیم این معادله ماتریسی را برای اکنون می

𝐼جا که از آن − 𝑃 ایـن فرد اسـت، منحصـربه 1یک ماتریس تکین

( هـر 𝐻مناس  )به جـای  𝑋کار ممکن نیست. در حقیقت با هر 

𝑋ماتریس  + 𝟏 𝒂𝑇ار ، برای هر برد𝒂 امـا همـه  کنـد.صد  مـی

بـا کمـک  𝒂است، بنابراین  1ای از مبانی جبر خطیها، شاخهاین

,𝐻(𝑖رابطه  𝑖) = 0 ،𝑖 ∈ 𝑉  ایـن صـورت، قابل تعیین اسـت. در

بـا تفریـق را  𝐻تـوانیم ( را داشته باشـیم، مـی58) رابطهاگر حل 

 های قطری از هر ستون به دست آوریم.درایه

دهـیم، یعنـی نشـان مـی ∗𝑃را بـا  𝟏𝝅𝑇س در این مرحله، مـاتری

𝑃𝑖𝑗
∗ = 𝜋(𝑗) (𝑃∗  حد𝑃𝑡 است، وقتـی𝑡 → گـذاری، (. بـا جای∞

𝑋 توان نشان داد که ماتریسمی = (𝐼 − 𝑃 + 𝑃∗)−1(𝐽 − 2𝑚𝑑) 

                                                             
1 Square matrix 
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3 Linear algebra 

حکـم  𝑃کند. با قطری کـردن مـاتریس ( صد  می58) رابطهدر 

 :رار دهیدیات، قیشود. برای دیدن جزثابت می

(59) 𝑍 = (𝐼 − 𝑃 + Π)−1. 

 رواین  از

(64) 𝐻 = 𝐽 − 2𝑚𝑍𝐷 + Π𝐻 

,𝐻(𝑖و در پی آن نظر به اینکه  𝑖) =  ، داریم:0

(63) 

𝐻(𝑖, 𝑗) =

          

{
 

 1 −
2𝑚

𝑑(𝑗)
𝑍𝑖𝑗 + (𝝅𝐻)𝑗                    𝑖 ≠ 𝑗  

1 −
2𝑚

𝑑(𝑗)
𝑍𝑗𝑗 + (𝝅𝐻)𝑗 = 0           𝑜. 𝑤.

 

نتیجـه مواره برابر صفر است بهـره جسـته و از ضابطه دوم که ه

+1 گیریممی (𝛑𝐻)
𝑗
=

2𝑚

𝑑(𝑗)
𝑍𝑗𝑗.  ،زمـان به کمـک ایـن تسـاوی

 شود.زیر محاسبه می صورت به 𝑍دسترسی بر حس  ماتریس 

(61) 𝐻(𝑖, 𝑗) = 2𝑚
𝑍𝑗𝑗 − 𝑍𝑖𝑗

𝑑(𝑗)
 

 :ن در جبر خطی داریمبا استفاده از روش قطری کرد

(61) 𝑁 = 𝐷−1/2𝑃𝐷1/2 = 𝐷−1/2𝐷𝐴𝐺𝐷
1/2

= 𝐷1/2𝐴𝐺𝐷
1/2 

 هـا را بـادارد کــــــه آن 𝑃اتریس که مقادیر ویژه یکسـان بـا مـ

𝜆1 ≥ ⋯ ≥ 𝜆𝑛 دهیم. سسس ماتریس می نمایش𝑁  صورت را به

𝑁طیفی، یعنی  = ∑ 𝜆𝑟𝐯𝑟
𝑇𝐯𝑟

𝑛
𝑟=1 نویسیم که در آن بردارهای می

بنـــــــابراین هسـتند.  5دــــو متعام 0، یکـانی𝐯𝑟ویژه سـطری 

𝒘 = (√𝑑(1), … , √𝑑(𝑛)) ماتریس  برای مثبت ویژه بردار یک

𝑁  شود. رو حکم ثابت میاین  است و از 3با مقدار ویژه 

شـود یخواننـده تشـویق م، 1هـای قضـیه برای آشنایی با کاربرد

را انجـام دهـد و  1برهان ویژگی تقارن زمان دسترسی در قضیه 

رابطـه آمـد  وبرای زمان دسترسی برحس  زمان رفت ساختاری 

نیز بیان کند. اگر بخواهیم متوسط زمان دسترسـی را بـرای  (16)

، برای توزیـع ایسـتای 1به دست آوریم، با استفاده از قضیه  𝑡هر 

𝜋(𝑣) =
𝑑(𝑣)

2𝑚
 داریم: 

                                                             
4 Unitary  
5 Orthogonal  
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(60) 

∑𝜋(𝑡)𝐻(𝑠, 𝑡)

𝑡∈𝑉

=

∑
𝑑(𝑡)

2𝑚
× 2𝑚

𝑡∈𝑉

  ∑
1

1 − 𝜆𝑘
(
𝑣𝑘𝑡
2

𝑑(𝑡)
−

𝑣𝑘𝑠𝑣𝑘𝑡

√𝑑(𝑠)𝑑(𝑡)
)

𝑛

𝑘=2

  =

∑∑
1

1− 𝜆𝑘
(𝑣𝑘𝑡

2 −
𝑣𝑘𝑠𝑣𝑘𝑡√𝑑(𝑡)

√𝑑(𝑠)
)

𝑛

𝑘=2𝑡∈𝑉

=

∑
1

1 − 𝜆𝑘
(∑ 𝑣𝑘𝑡

2 −
𝑡∈𝑉

𝑣𝑘𝑠
1

√𝑑(𝑠)
⋅∑ 𝑣𝑘𝑡√𝑑(𝑡)

𝑡∈𝑉
)

𝑛

𝑘=2

=

∑
1

1 − 𝜆𝑘
(1 − 𝑣𝑘𝑠

1

√𝑑(𝑠)
× 0)

𝑛

𝑘=2

=∑
1

1 − 𝜆𝑘

𝑛

𝑘=2

 

دارای طول واحد  𝐯𝑘این حقیقت که  که در تساوی ماقبل آخر از

𝑘و برای  ≥ بـه مـول زیـر را ت، استفاده شد. لذا فرمتعامد اس 2

 :آوریمدست می

(65) ∑ 𝜋(𝑡)𝐻(𝑠, 𝑡)
𝑡

=∑
1

1 − 𝜆𝑘

𝑛

𝑘=2
 

  است. 𝑠آغازین  راسمقدار مستقل از  اینکه 

ا مشابه فرمول فرمول زیر ر، 1قضیه  از بدیهی نتیجه یک عنوان به

 کنیم.آمد بیان می وقبل برای زمان رفت 

 :برابر است با 𝑡به  𝑠آمد از  وزمان رفت  :1نتیجه 

(66) 𝜅(𝑠, 𝑡) = 2𝑚∑
1

1 − 𝜆𝑘
(
𝑣𝑘𝑡

√𝑑(𝑡)
−

𝑣𝑘𝑠

√𝑑(𝑠)
)

2𝑛

𝑘=2
. 

,𝜅(𝑖 طبق فرمول اثبات: 𝑗) = 𝐻(𝑖, 𝑗) + 𝐻(𝑗, 𝑖) گـذاری و جای

 ، داریم:1های دسترسی متناظر از قضیه زمان

(61) 

𝜅(𝑖, 𝑗) = 2𝑚∑
1

1 − 𝜆𝑘
(
𝑣2𝑘𝑡
𝑑(𝑡)

−
𝑣𝑘𝑠𝑣𝑘𝑡

√𝑑(𝑠)𝑑(𝑡)
)

𝑛

𝑘=2

                    +2𝑚∑
1

1 − 𝜆𝑘
(
𝑣2𝑘𝑠
𝑑(𝑠)

−
𝑣𝑘𝑠𝑣𝑘𝑡

√𝑑(𝑠)𝑑(𝑡)
)

𝑛

𝑘=2

                = 2𝑚∑
1

1 − 𝜆𝑘
(
𝑣𝑘𝑡

√𝑑(𝑡)
−

𝑣𝑘𝑠

√𝑑(𝑠)
)

2𝑛

𝑘=2
.

 

1 و ایـن حقیقـت کـه 1با اسـتفاده از نتیجـه 

2
≤

1

1−𝜆𝑘
≤

1

1−𝜆2
و  

 آید.به دست می 0، نتیجه (𝑣𝑘𝑠)تعامد ماتریس 

 3داراز بـالا و پـایین کـران 𝑡بـه  𝑠آمـد از  وزمان رفت  :3نتیجه 

 ((.68)رابطه ) است

                                                             
1 Bounded (from) above and below 

(68) 𝑚(
1

𝑑(𝑠)
+

1

𝑑(𝑡)
) ≤ 𝜅(𝑠, 𝑡) ≤

2𝑚

1 − 𝜆2
(
1

𝑑(𝑠)
+

1

𝑑(𝑡)
). 

اگر گراف  خواهد بود. 𝑛باشد، کران پایین برابر  منتظم گراف اگر

صورت یک گـراف به  ای که بتوانیم آن راگسترده باشد، به گونه

1منتظم نشان دهیم کـه  (1 − 𝜆2) = 𝑂(1)⁄ در ایـن صـورت ،

، (⋅)Θاسـت. نمـاد  Θ(𝑛) راسجفـت آمد بین هر  وزمان رفت 

و است، یعنی وجود یک کـران بـالا  (⋅)Ωو  (⋅)𝑂فیق دو نماد تل

بـه صـورت دقیـق و ریاضـی کنـد. پایین مجانبی را تضـمین می

,𝜅(𝑠آمد  ورفت  توان گفت، در اینجا زمانمی 𝑡)  از مرتبهΘ(𝑛) 

وجود داشته باشد  𝑥0و  𝑀1 ،𝑀2است، یعنی اعداد حقیقی مانند 

𝑥که برای هر  ≥ 𝑥0، 𝑀1𝑛 ≤ 𝜅(𝑠, 𝑡) ≤ 𝑀2𝑛 .است 

1ها، ظاهر شدن در این فرمول − 𝜆𝑘 دهد که در مخرج نشان می

لازم اسـت  1هـای طیفـیرخنـهدر های خـود برای یافتن کران

1اختلاف  − 𝜆2 = 𝜆1 − 𝜆2  عوامـل برقرار باشد. ایـن یکـی از

 ها است که در بخش ششم بـه بررسـی آنمهم در مطالعه گراف

 پردازیم. می

 راستـوان زمـان دسترسـی بـین دو به عنوان کاربردی دیگر، می

ــی  𝑘مخــالف  ــت. 𝑄𝑘وجه ـــال، را یاف 𝟎 حـــ = (0, . . . و  (0,

𝟏 = (1, . . . وجـه  𝑘مخـالف دارای  راسدهنـده دو را نشان (1,

)یـا  𝑃از  𝐯𝑏صـحیح دانید بردار طور که میرید. هماندر نظر بگی

𝐴0ار ( برای هر بـرد − 𝑏کـه  1 ∈ {0,1}𝑘  صـورت باشـد، بـه

(𝑣𝑏)𝑥 = (−1)𝑏.𝑥 شود. بردار ویژه متنـاظر تعریف می𝑃  برابـر

1با  − (2 𝑘⁄ )𝑏. گـذاری در و جای 𝐯𝑏 1سـازینرمـالاست. با  𝟏

 داریم:  1قضیه 

(69) 𝐻(𝟎, 𝟏) = 𝑘∑ (
𝑘
𝑗
)
1

2𝑗

𝑘

𝑗=1
(1 − (−1)𝑗). 

 گذاریار مجانبی این عبارت، با جایمقد برای یافتن

(14) (
𝑘
𝑗
) =∑ (

𝑝
𝑗 − 1)

𝑘−1

𝑝=0
 

 آوریم.را به دست می (13رابطه )

                                                             
2 Spectral gap  
3 Normalizing 
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(13) 

𝐻(𝟎, 𝟏) = 𝑘∑ ∑
1

2𝑗
(
𝑝
𝑗 − 1) (1 − (−1)

𝑗)
𝑘−1

𝑝=0

𝑘

𝑗=1

                 = 𝑘∑
1

2(𝑝 + 1)
∑ (

𝑝
𝑗 − 1) (1 − (−1)

𝑗)
𝑘

𝑗=1

𝑘−1

𝑝=0

                 = 𝑘∑
2𝑝

𝑝 + 1

𝑘−1

𝑝=0

                 = 2𝑘−1∑
1

2𝑗
𝑘

𝑘 − 𝑗

𝑘−1

𝑗=0
~2𝑘 .

 

 2𝑘توان دید که مقدار دقیق این عبارت همیشه بـین به راحتی می

 است. 2𝑘+1و 

های دسترسی به هدف»کنیم که به عنوان کاربردی دیگر ثابت می

(. استدلال شبیه بـه (د)قسمت  5) قضیه  «تر استتدورتر سخ

 داریم: ( است. لذا65رابطه )

(11) 
∑ 𝜋(𝑠)𝐻(𝑠, 𝑡)

𝑠
=

         ∑ ∑
1

1 − 𝜆𝑘
(𝑣𝑘𝑡

2
𝑑(𝑠)

𝑑(𝑡)
− 𝑣𝑘𝑡𝑣𝑘𝑠√

𝑑(𝑠)

𝑑(𝑡)
)

𝑛

𝑘=2𝑠

 

𝑣𝑘 ،𝑘ایـن موضـوع کـه  با استفاده دوباره از ≥ عمـود  𝑣1بـه  2

 است، داریم:

(11) ∑ 𝜋(𝑠)𝐻(𝑠, 𝑡)
𝑠

=
2𝑚

𝑑(𝑡)
∑

1

1 − 𝜆𝑘
𝑣𝑘𝑡
2 .

𝑛

𝑘=2
 

)بـا  1و هارمونیک )همسـاز( 3با یک نامعادله بین میانگین حسابی

𝑣𝑘𝑡 وزن
 :( داریم2

(10) ∑
1

1 − 𝜆𝑘
𝑣𝑘𝑡
2𝑛

𝑘=2

∑ 𝑣𝑘𝑡
2𝑛

𝑘=2

≥
∑ 𝑣𝑘𝑡

2𝑛
𝑘=2

∑ (1 − 𝜆𝑘)𝑣𝑘𝑡
2𝑛

𝑘=2

. 

 حال در اینجا

(15) ∑ 𝑣𝑘𝑡
2

𝑛

𝑘=2
=∑ 𝑣𝑘𝑡

2
𝑛

𝑘=1
− 𝜋(𝑡) = 1 − 𝜋(𝑡) 

 و

(16) 
∑ (1 − 𝜆𝑘)𝑣𝑘𝑡

2
𝑛

𝑘=2
=∑ (1 − 𝜆𝑘)𝑣𝑘𝑡

2
𝑛

𝑘=1

                                   = 1 −∑ 𝜆𝑘𝑣𝑘𝑡
2

𝑛

𝑘=1

                                   = 1 − (𝑁)𝑡,𝑡 = 1.

 

∑ بنابراین 𝜋(𝑠)𝐻(𝑠, 𝑡)𝑠 ≥
1

𝜋(𝑡)
(1 − 𝜋(𝑡))2  که ایـن ادعـا را

 کند.ثابت می

                                                             
1 Arithmetic mean/arithmetic average 
2 Harmonic mean  

باشد  آمیختگی نرخ در ویژه مقادیر رویکرد کاربرد ترینمهم شاید

 که در بخش ششم در مورد آن بحث خواهیم کرد.

 ها و تابع مولدطیف. 3.1

هـای طیفـی در ارتباط با فرمول 1ابتدا با معرفی تابع مولد احتمال

کنیم تعریف میمنظور  این برای کنیم.می کس  بیشتری اطلاعات

𝐹(𝑥) = ∑ 𝑥𝑡𝑃𝑡∞
𝑡=0 = (𝐼 − 𝑥𝑃)−1  این حالت که در𝐹𝑖𝑗(𝑥) ،

,𝑖)درایه  𝑗)  ،هـای د بـرای احتمالتـابع مولـام این مـاتریس𝑝𝑖𝑗
𝑡 

 است.

های استاندارد تابع رویکردتوان از طریق این تابع می با استفاده از

های دیگر را شرذ داد. به عنوان مثـال، قـرار دهیـد مولد، احتمال

𝑞𝑖𝑗
𝑡 که در پرسه زدن تصادفی با شروع ازاحتمال این 𝑖  در𝑡  ،قـدم

ح اسـت ــــــــابت کنـیم. واضاصـ 𝑗 راسبرای اولین بـار بـه 

𝑝𝑖𝑗که
𝑡 = ∑ 𝑞𝑖𝑗

𝑠𝑡
𝑠=0 𝑝𝑗𝑗

𝑡−𝑠توان این رابطه را با استفاده از تـابع . می

𝐺𝑖𝑗(𝑥)مولد نیز نوشت. قرار دهید  = ∑ 𝑞𝑖𝑗
𝑡 𝑥𝑡∞

𝑡=0داریم: ، پس 

(11) 𝐹𝑖𝑗(𝑥) = 𝐺𝑖𝑗(𝑥)𝐹𝑗𝑗(𝑥). 

𝐺(𝑥)ماتریس بنابراین  = (𝐺𝑖𝑗(𝑥))  از𝐹(𝑥) آیـد به دست مـی

 هستند. 3های روی قطر ای که درایهگونهبه 

تـر برای دستیابی به فرمولی صـریح 𝑃 0توانیم از تجزیه طیفیمی

 داریم:لذا استفاده کنیم. 

(18) 
𝐹𝑖𝑗(𝑥) = √

𝑑(𝑗)

𝑑(𝑖)
∑ ∑ (𝑥𝜆𝑘)

𝑡𝑣𝑘𝑖𝑣𝑘𝑗
𝑛

𝑘=1

∞

𝑡=0

            = √
𝑑(𝑗)

𝑑(𝑖)
∑ 𝑣𝑘𝑖𝑣𝑘𝑗

1

1 − 𝑥𝜆𝑘

𝑛

𝑘=1

 

 با تابع مولد داریم:

(19) 𝐺𝑖𝑗(𝑥) = √
𝑑(𝑗)

𝑑(𝑖)

∑ 𝑣𝑘𝑖𝑣𝑘𝑗
1

1 − 𝑥𝜆𝑘
𝑛
𝑘=1

∑ 𝑣𝑘𝑗
2 1
1 − 𝑥𝜆𝑘

𝑛
𝑘=1

. 

به کمک تابع مولد احتمـال ارائـه  1ضیه اکنون برهان دیگری از ق

,𝐻(𝑠 کهاین دهیم. ازمی 𝑡) = 𝐺′𝑠𝑡(1)تر . با محاسبه مشتقات بالا

                                                             
3 Probability generating function 
4 Spectral decomposition 
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هـای های مشابهی )با پیچیدگی بیشتر( برای زمانتوانیم فرمولمی

 برای اولین بار به دست آوریم. 𝑡 راسبالاتر در ملاقات 

 ارتباط الکتریکی. 5

ــد گــراف هم 𝐺بن = (𝑉, 𝐸) و زیرمجموعــه 𝑆 ⊆ 𝑉  را در نظــر

:𝜙بگیرید. تابع  𝑉 → ℝ «1هایبا مجموعه قط  3تابع هارمونیک 

𝑆» شود، اگرگذاری مینام 

(84) 1

𝑑(𝑣)
∑ 𝜙(𝑢)

𝑢∈Γ(𝑣)
= 𝜙(𝑣) 

𝑣هر  برای ∉ 𝑆  برقرار باشد )همچنـین مجموعـه𝑆 ان تـابع کـر

ابع تـآور نیسـت کـه . تعجـ [13]شـود( هارمونیک نامیده مـی

هارمونیک نقـش مهمـی در مطالعـه پرسـه زدن تصـادفی بـازی 

توان مقـدار امیـد بعـد از یـک میانگین را در تعریف می. کندمی

و همچنین  1های الکتریکیحرکت تفسیر کرد که در نظریه شبکه

هـا ارتبـاط میـان ایـن شـاخهنیز آورده شده اسـت.  0در استاتیک

ها و نتـایجی صو  روشبه خشود. مورد استفاده واقع می بسیار

شـود ادغام می 5از نظریه الکتریک و استاتیک که اغل  با فیزیک

دن نتایجی در پرسـه زدن تصـادفی توان برای به دست آوررا می

توجه کنید که یـک شـبکه یـک قبل از انجام این مهم،  کار برد.ب

است کـه عـلاوه بـر آن بـه  𝐺بند بدون جهت متناهی گراف هم

های گراف نیز مجهـز مرتبط با یال 6اسم رسانایی اعداد نامنفی به

صـحبت  0.6و  1.6 هـایشده است. در مورد رسانایی در بخش

خواهیم کرد. وارون رسانایی را مقاومت یال نامند کـه در بخـش 

 گیرد. مورد تحلیل قرار می 5

را ملاقـات  𝑖 راس، پرسـه زدن تصـادفی، 𝑘رض کنید در زمان ف

 اریم:د کند. در این صورتمی

(83) 
𝐸(𝜑(𝑣𝑘+1)|𝑣𝑘 = 𝑖) =∑ 𝜑(𝑗)𝑝𝑖𝑗

𝑗∈𝑉

                                  =
1

𝑑(𝑖)
∑ 𝜑(𝑗)

𝑗∈Γ(𝑖)
= 𝜑(𝑖).
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ــد تصــادفی ایــن رو فرآ از  1یــک مارتینگــل 𝑡∈ℕ∪{0}{𝜑(𝑣𝑡)}ین

  سروکار داریم. 8است و لذا با یک بازی منصفانه 𝑋نسبت به 

شـده، هـای ذکـر ز تابع هارمونیک در شاخهبا شرذ سه ساختار ا

 کنیم:مطل  را آغاز می

که در یک پرسه زدن تصادفی با شروع را احتمال این 𝜙(𝑣)الف( 

برسیم در نظـر بگیریـد. بـه  𝑠، به 𝑡، قبل از اصابت به 𝑣 راساز 

 طوری کهاست، به  𝑡و  𝑠های تابع هارمونیک با قط  𝜙وضوذ 

𝜙(𝑠) = 𝜙(𝑡)و  1 =  است. 0

𝑆تـر اگـر مجموعـه طـور کلـی به  ⊆ 𝑉 و تـابع 𝜙0: 𝑆 → ℝ  را

𝑣را بــرای  𝜙(𝑣)داشــته باشــیم،  ∈ 𝑉\𝑆 امیــد ،𝜙0(𝑠)  تعریــف

ی اسـت کـه پرسـه زدن راسـصورت تصادفی( )به  𝑠کنیم که می

یـک  𝜙(𝑣)کند. پس اصابت می 𝑆ابتدا به  𝑣تصادفی با شروع از 

بر آن بـرای هـر  است. علاوه 𝑆هارمونیک با مجموعه قط   تابع

𝑠 ∈ 𝑆،  داریم𝜙(𝑠) = 𝜙0(𝑠). 

شبکه الکتریکی در نظر بگیرید، به را به عنوان یک  𝐺د( گراف 

فـرض دهـد. یک واحد مقاومت را نشان می ،راسطوری که هر 

 راساز ای که جاری است، به گونه 𝐺 گراف در 9الکتریسیته کنید

𝑠  وارد و از𝑡 شود. خارج می𝜙(𝑣) راس 34ولتاژ 𝑣  اسـت. پـس

𝜙  های یک تابع هارمونیک با قط𝑠  و𝑡 .است 

ثابـت هـای متناسـ  بـا را به صورت فنـر 𝐺های گراف ج( یال

واحد نیرو بـرای کشسـان  ℎ)یعنی  واحد در نظر بگیرید 33هو 

 3هـای مارهرا با ش 𝑡و  𝑠های راس، لازم است(. ℎفنرها به طول 

زنـیم و تعـادل گـراف را مـی  مـی خط اعـداد حقیقـی،در  4و 

، دارای یـک صـورت درجـه راسدر مکان هر  31یابیم. انرژیمی

است، که همـان آن یکتا  کمینهاست و بنابراین  31دوم معین مثبت

قرار دارند و  3و  4ها بین راسوضوذ تمام نقطه تعادل است. به 

و  𝑠هـای تابع هارمونیک با قط صورت یک ها را به راسمکان 

𝑡 کنیم.تعریف می 
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𝑆طور کلی اگر قرار دهیم به  ⊆ 𝑉  ها را در راسو مکان𝑆  ثابت

 هـا نقطـه تعـادلراس)در هر بعُد( و اجازه دهیم بقیه نگه داریم 

ها تـابع هارمونیـک راسگاه هر مختصاتی از را پیدا کنند، آن خود

 است. 𝑆با مجموعه قط  

بیان  خلاصه صورت به را هارمونیک تابع بدیهی هاییویژگ حال

روی مجموعـه  𝜙 بیشـینهو  کمینهبین  𝜙(𝑣)وضوذ کنیم. به می

𝑆 بر آن در گیرد. علاوه قرار می𝑆 ⊆ 𝑉 و 𝜙0: 𝑆 → ℝ یک تابع ،

گسـترش  𝜙0کـه روی  𝑆با مجموعـه قطـ   𝐺هارمونیک روی 

هـای ک از سـاختار)این وجود توسط هـر یـ یابد، وجود داردمی

بیشـینه شـود و یکتـایی منجـر بـه ایجـاد )الف( یا )ج( نتیجه می

 .(شوداختلاف بین چنین توابعی می

شود که هر تابع هارمونیک با حداکثر یـک به خصو  نتیجه می

، تـابع هارمونیـک 𝜙𝑠𝑡دهـیم قط ، مقدار ثابت است. نشان مـی

𝜙𝑠𝑡(𝑠)است که  𝑡و  𝑠های )یکتا( با قط  = 𝜙𝑠𝑡(𝑡) و 1 = 0. 

ع هـارمونیکی کـه نتیجه دیگر از ویژگی یکتایی این است که تواب

|𝑆| )بـرای هستند )ج( و )الف( صورت به ساختاری دارای = 2 )

یده، مطال  مفیدی این ا اند. به عنوان کاربردی ازدر )د( یکسان

 آمد، بیان خواهیم کرد. ورا از زمان رفت 

ا به عنوان یـک شـبکه الکتریکـی بـا سـاختار ر 𝐺گراف  :8 قضیه

در نظر بگیرید. زمان  𝑡و  𝑠 راسرا مقاومت میان دو  𝑅𝑠𝑡)د( و 

 است. 2𝑚𝑅𝑠𝑡برابر با  دقیقا 𝑡و  𝑠های راسآمد بین  ورفت 

هـای توانـد در شـرذ زمانمـی (16رابطه )داشته باشید که توجه 

 .[11]،[31] باشد مفید سانی،کش هاینیرو و هامقاومت در دسترسی

 𝑠از  3، اگـر جریـان𝐺با توجه به قسمت )د(، در گراف  :اثبات

 𝑡 ،3طوری که ولتـاژ خواهد بود، به  𝑣ولتاژ  𝜙𝑠𝑡(𝑣)برود،  𝑡به 

∑ است. کـل جریـان در یـک شـبکه برابـر بـا 𝜙𝑠𝑡(𝑢)𝑢∈Γ(𝑡)  و

 :بنابراین مقاومت برابر با

(81) 𝑅𝑠𝑡 = (∑ 𝜙𝑠𝑡(𝑢)
𝑢∈Γ(𝑡)

)

−1

 

که در کند احتمال اینمت )الف( بیان میاست. از سوی دیگر، قس

را  𝑡 ،𝑠، قبل از رسیدن بـه 𝑢یک پرسه زدن تصادفی با شروع از 

کـه در یـک است و لذا احتمال این 𝜙𝑠𝑡(𝑢)ملاقات کنیم، برابر با 
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، بـرای 𝑡زگشـت بـه ، قبـل از با𝑡پرسه زدن تصادفی با شروع از 

1اصابت کنیم، برابر با  𝑠اولین بار به 

𝑑(𝑡)
∑ 𝜙𝑠𝑡(𝑢)𝑢∈Γ(𝑡) .اسـت 

2𝑚، این احتمال برابـر 1با توجه به گزاره  𝑑(𝑡)⁄ 𝜅(𝑠, 𝑡)  اسـت

 کند.که برهان را کامل می

هــای از نظریــه شــبکه 1هــای توپولوژیــکبــا اســتفاده از فرمــول

های زیـر را بـرای زمـان ، مشخصه[13] الکتریکی برای مقاومت

 گیریم.آمد نتیجه می ورفت 

,𝑠و  𝐺برای گراف  :5نتیجه  𝑡 ∈ 𝑉  و گراف𝐺′  که از گـراف𝐺 

کــه تعــداد  𝑇(𝐺) حاصــل شــده اســت و 𝑡و  𝑠هــای بــا شناســه

,𝜅(𝑠 اسـت، داریـم 𝐺های فراگیر درخت 𝑡) = 2𝑚
𝑇(𝐺′)

𝑇(𝐺)
 [11] ،

[10]  . 

شود نامیده می 1الکتریکی، اصل رالی هایشبکه ریهنظ در 5 نتیجه

 است. 8ای از قضیه که نتیجه

فزایش ارا  𝑅𝑠𝑡یالی به گراف، میزان مقاومت  هر افزودن :6 نتیجه

,𝜅(𝑠 آمد و رفت زمان درنتیجه هد.نمی 𝑡) عامل از (𝑚 + 1) 𝑚⁄ 

 .[10] شودبیشتر نمی

که حـذف یـک یـال از  توان ثابت کرددر حقیقت، به سادگی می

نـری را تواند انرژی تعادل پیکربنـدی در سـاختار فنمی 𝐺گراف 

افزایش دهد. اگر در یک گراف جدید، تعادل را پیدا کنیم، انرژی 

 تواند به میزان بیشتری کاهش یابد.می

 ها ثابت است، حذف یـک یـالراسوضوذ هنگامی که مکان به 

گـراف جدیـد اجازه دهـیم تواند انرژی را افزایش دهد. اگر نمی

 یابد.تعادل خود را پیدا کند، انرژی به مقدار بیشتری کاهش می

 نرخ آمیختگی. 6

سـه زدن تصـادفی، نـرخ در کـاربرد پرها غیرمتترین یکی از مهم

های آمیختگی در زمان نرخ محاسبه راه ترینساده است. آمیختگی

نتیجـه شـامل  ا ایـنای، استفاده از مقادیر ویژه است، امچندجمله

ی اهای پایهطور که خواهیم دید، گرافهمانکل موضوع نیست. 

شوند و محاسـبه بزرگ می 0صورت نماییدر موارد مورد نظر به 
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های رویکرد بنابراین نیست. ممکن خطی جبر کمک به ویژه مقادیر

شود کـه هـر کـدام بیشـتر هایی میترکیبی منجر به ایجاد تقری 

و میزان رسـانایی دو  3سازیح است. جفتقابل کنترل باشد، ارج

د. در این بخـش بـه بررسـی اصلی و مورد استفاده هستن رویکرد

ســسس کاربردهــایی در طراحــی پــردازیم و ایــن رویکردهــا مــی

 کنیم. معرفی می 1الگوریتم

 سازینرخ آمیختگی و جفت. 6.3

سـازی نـرخ آمیختگـی در یـک رده حـدودهایی را برای مروش

هـای روشدهـیم )جهـت مقایسـه، ها ارائـه مـیخا  از گراف

جمع  هاگراف این .(بریممی کاریکسان ب هایگراف برای مختلفی

𝐶𝑛 1دکارتی
𝑘  از𝑘  مدار به طول𝑛  طـوری کـه است، بـه𝑛  فـرد

,0}صورت  های این گراف بهراساست. مجموعه  … , 𝑛 − 1}𝑘 

,𝑥1) راسو دو  𝑥2, … , 𝑥𝑘)  و(𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑘) هســتند،  مجــاور

1اگر و فقط اگر یک  ≤ 𝑖 ≤ 𝑘  وجود داشته باشـد کـه𝑥𝑗 = 𝑦𝑗 

𝑖و برای هر  ≠ 𝑗،  داشته باشیم𝑥𝑖 = 𝑦𝑖 ± 1 (mod 𝑛). 

,𝑣0)پرسه زدن تصادفی  𝑣1, … 𝐶𝑛را روی  (
𝑘 یـع آغـازین بـا توز

ها بـرای تعـداد قـدم 0وردکنیم. به منظـور بـرآدلخواه، شروع می

پرسـه تا )در این مـورد توزیـع یکنواخـت(، رسیدن به توزیع ایس

,𝑤0)های راسزدن تصادفی با  𝑤1, …  𝑤0که کنیم را شروع می (

 𝑡بـه ازای هـر  𝑤𝑡از توزیع یکنواخت استخراج شده است. پس 

 دارای توزیع یکنواخت است.

طور کـه نیستند، همان تقلدو پرسه زدن تصادفی اخیر، از هم مس

𝐶𝑛های راسها با هم جفت هستند. گفته شد آن
𝑘  برداری به طـول

𝑘  و یک پرسه زدن تصادفی، انتخاد تصادفی تغییر وضـعیت بـه

مختصات یـک، اسـت. اولـین قـدم، در اولـین پرسـه زدن را بـا 

1کـه  𝑗انتخاد تصادفی مختصات  ≤ 𝑗 ≤ 𝑘  و مقـدار تصـادفی

𝜀 ∈ بـه  𝜀، بـا اضـافه کـردن 𝑣𝑡+1کنیم. نقطه ید می، تول{1,1−}

در  𝑤𝑡و  𝑣𝑡آید. حال اگر هـر دو به دست می 𝑣𝑡ام  𝑗مختصات 

ام  𝑗به مختصات  𝜀را با اضافه کردن  𝑤𝑡+1ام بودند،  𝑗مختصات 
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𝑤𝑡 کنیم، در غیـر ایـن صـورت تولید می𝜀  را از مختصـات𝑗  ام

𝑤𝑡تمام عمل کنیمم می، ک(6به پیمانه 5ها 𝑛 هستند). 

,𝑤0)یک موضوع مهم مشاهده  𝑤1, … ست کـه در پرسه زدن ا (

صحیح است. از طرف دیگر قاعده  یک پرسه زدن تصادفی کاملا

بـا  𝑣𝑡بار مختصـات دهد که اگر برای یکسازی، نتیجه میجفت

ماند. باقی می همیشه یبرا برابری این ،شود مساوی 𝑤𝑡 مختصات

بـا  𝑣𝑡ها با هم برابر خواهند شد. پس دیر یا زود، همه مختصات

𝑤𝑡 توزیع خواهد شد.که دارای توزیع یکنواخت است، هم 

ام  𝑗ها را وقتـی مختصـات برای استدلال دقیق این موضوع، قدم

و کـه داین ها قبل ازشود، نگاه کنید. متوسط تعداد قدمانتخاد می

برابر با میانگین ام با هم مساوی شوند،  𝑗 مختصات در زدن پرسه

، یعنــی 𝑛در یـک مـدار بــه طـول  راسزمـان دسـتیابی بــین دو 

(𝑛2 − 1) کـه این هـا قبـل ازاست. بنابراین متوسط تعداد قدم ⁄6

𝑘(𝑛2ها مساوی شوند، برابـر بـا همه مختصات − 1) اسـت.  ⁄6

قـدم،  𝑘𝑛2کـه بعـد از احتمـال این، [33]طبق نامساوی مارکوف 

1کمتـر از  ،بـا هـم مسـاوی نباشـند 𝑤𝑡و  𝑣𝑡هنوز  اسـت و  ⁄6

قدم هنوز ایـن نقـاط بـا هـم  𝑐𝑘𝑛2که بعد از بنابراین احتمال این

به اندازه  𝑇برای هر  رو این از است. 𝑐−6 از کمتر نباشند، مساوی

 کافی بزرگ داریم:

(81) 
|𝑃(𝑣𝑡 ∈ 𝑆) −

|  𝑆  |

𝑛𝑘
| = |𝑃(𝑣𝑡 ∈ 𝑆) − 𝑃(𝑤𝑡 − 𝑆)|

                                      ≤ 𝑃(𝑤𝑡 ≠ 𝑣𝑡) < 6
−𝑇
𝑘𝑛2 .

 

 ( است.80رابطه ) نرخ آمیختگی حداکثر برابر با

(80) 6
−

1
𝑘𝑛2 < 1 −

1

𝑘𝑛2
 

رسد برای کاربردهـای به نظر میاین برهان بسیار دقیق است، اما 

فقط در بعضی شـرایط  و نیست سازیجفت قاعده راه، تنها ،بیشتر

 دارای نتیجه خواهد بود.

 نرخ آمیختگی و رخنه مقادیر ویژه. 6.1

آید. قرار دهید به دست می راحتی به آمیختگی نرخ جبری فرمول
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𝜆 = min{|𝜆2|, |𝜆𝑛|} را  9قضیه سادگی  ( به53)رابطه ، پس از

 آوریم:دست میبه 

 داریم: 𝑖 راسدر یک پرسه زدن تصادفی با شروع از  :9قضیه 

(85) |𝑃𝑡(𝑗) − 𝜋(𝑗)| ≤ √
𝑑(𝑗)

𝑑(𝑖)
𝜆𝑡 . 

 ترطور کلی به

(86) | 𝑃𝑡(𝑆) − 𝜋(𝑆) | ≤ √
𝜋(𝑆)

𝜋(𝑖)
𝜆𝑡 . 

ان ایـن تـواست. به راحتی مـی 𝜆بنابراین نرخ آمیختگی حداکثر 

 .[39]، [34] تساوی را ثابت کرد

ــه  ــراف  :1نتیج ــادفی روی گ ــه زدن تص ــی پرس ــرخ آمیختگ ن

𝜆برابر  𝐺نادوبخشی  = max{|𝜆2|, |𝜆𝑛|} [15]، [34] است.  

باشیم. برای مثال، در هـر نقطـه  𝜆𝑛به منظور کاربرد، نباید نگران 

𝑖 ،𝑑(𝑖) پرسه زدن 1عامل طوری که با کنیم به اضافه می 3حلقه ،

اما این نتایا برای یک گراف با ماتریس مجـاورت تر کند. را کند

رخنـه ، یـا ترجیحـا 𝜆2ر، غیـمتن تـرینیمه معین مثبت است. مهم

1 طیفی − 𝜆2 است. دقت کنید که: 

(81) log(1 𝜆⁄ ) ≈ (1 − 𝜆)
−1. 

روی آن متمرکـز  9ها موضوعی است که قضـیه همگرایی توزیع

در کاربرد بسیار مهم است. برحس  فاصله تغییرات کلی است و 

برخـوردار ای هـا از اهمیـت ویـژهد در کاربردرس)که به نظر می

از مزایـای متفـاوتی برخـوردار ی دیگـر های تکنیکاست(، معیار

دارای این مزیـت اسـت  𝜒2هستند. برای مثال به کارگیری معیار 

 د:یابکه فاصله بعد از هر قدم توسعه می

(88) ∑
(𝑃𝑡+1(𝑗) − 𝜋(𝑗))

2

𝜋(𝑗)𝑗
≤ 𝜆∑

(𝑃𝑡(𝑗) − 𝜋(𝑗))
2

𝜋(𝑗)𝑗
. 

، نرخ آمیختگی پرسه زدن تصـادفی 9به عنوان کاربردی از قضیه 

جا که گراف کنیم. از آنبعُدی، محاسبه می –𝑛 1را در یک مکع 

 𝑛، اسردوبخشی است، باید به آن حلقه بیـافزایم، پـس بـه هـر 

                                                             
1 Loop  
2 Cube  

,0,2,4کنیم. مقادیر ویـژه گـراف حاصـل حلقه اضافه می … ,2𝑛 

انتقـال هـای ادیر ویژه ایـن مـاتریس احتمالرو مقاین  هستند، از

0, 1 𝑛⁄ , 2 𝑛⁄ , … , (𝑛 − 1) 𝑛⁄ ,  پــس نــرخ آمیختگــیاســت.  1

𝑛) برابر با − 1) 𝑛⁄ .است 

𝐶𝑛در ادامه گراف 
𝑘  را برای𝑛 یـژه سـازیم. مقـادیر وفرد، می𝐶𝑛 ،

0برای  ≤ 𝑟 < 𝑛 2 برابر باcos(2𝑟𝜋 𝑛⁄ است، پس مقادیر ویژه  (

𝐶𝑛ماتریس مجاورت 
𝑘 همه مقادیر 

(89) 2cos(2𝑟1𝜋 𝑛⁄ ) + 2cos(2𝑟2𝜋 𝑛⁄ )

                                +. . . +2cos(2𝑟𝑘𝜋 𝑛⁄ )
 

است، بعـد از  2𝑘. به خصو  بزرگترین مقدار ویژه [16]است 

𝑘)2آن  − 1) + 2cos(2𝜋 𝑛⁄ ـــژه  ( ـــدار وی ـــوچکترین مق و ک

2𝑘cos((𝑛 − 1)𝜋 𝑛⁄ رو نرخ آمیختگی برابـر بـا این  است. از (

1 −
1

𝑘
(1 − cos

2𝜋

𝑛
) ≈ 1 −

2𝜋2

𝑘𝑛2
 است. 

 رخنه مقدار ویژه و رسانایی. 6.1

𝑆و 𝐺گراف  ⊂ 𝑉  و𝑆 ≠  هـایرا در نظر بگیرید. مجموعه یال ∅

دهیم. رسانایی مجموعـه نشان می (𝑆)∇را با  𝑉\𝑆به  𝑆متصل از 

𝑆 ⊂ 𝑉  و𝑆 ≠  کنیم:زیر تعریف می صورترا به  ∅

(94) Φ(𝑆) =
|∇(𝑆)|

2𝑚𝜋(𝑆)𝜋(𝑉\𝑆)
 

Φ با را گراف رسانایی = min
𝑆
Φ(𝑆) طوری که به  دهیممی نشان

𝑆 1های ناتهی سرهاز بین همه زیرمجموعهکمینه،  ⊂ 𝑉 تخراج اس

برابـر بـا  𝑆منـتظم باشـد، رسـانایی -𝑑گـر گـراف، شده است. ا

Φ(𝑆) =
𝑛|∇(𝑆)|

𝑑|𝑆|.|𝑉\𝑆|
 است. 

|(𝑆)∇| برای در  بیشتر این کمیت، توجه کنید که 2𝑚⁄  بسـامد

تغییـر  𝑉\𝑆بـه  𝑆یک پرسـه زدن تصـادفی ایسـتا اسـت کـه از 

یک دنبالـه  ، بسامد𝜋(𝑆)𝜋(𝑉\𝑆)دهد، در حالی که وضعیت می

استخراج شده  𝜋است که از توزیع  𝑉از اعضای تصادفی مستقل 

میـزان به منظور معیار قطعـی مشـخص شـود کـه تواند می Φو 

دهد. های متوالی در پرسه زدن تصادفی را نشان میراساستقلال 

هـای متـوالی در راسدهنده اندازه دقیق استقلال نشان Φبنابراین 

 ست.یک پرسه زدن تصادفی ا

                                                             
3 Proper  
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 :شودثابت می :1لم 

(93) 
1 − 𝜆2 = min {∑ (𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)

2

𝑖𝑗∈𝐸(𝐺)
:

                     ∑ 𝜋(𝑖)𝑥𝑖
𝑖

= 0,∑ 𝜋(𝑖)𝑥𝑖
2

𝑖
=

1

2𝑚
}

 

 شود. بار جمع میفقط یک 𝑖𝑗که هر یال 

𝐲 کنید فرض :اثبات ∈ ℝ𝑣 ی هااحتمال ماتریس واحد ویژه بردار

 باشد. قـرار دهیـد 𝜆2و متناظر با مقدار ویژه  �̂�شده انتقال متقارن

𝑥𝑖 =
𝑦𝑖

√𝜋(𝑖)
ــردار  𝐲. ب ∈ ℝ𝑣  ــژه ــای وی ــر برداره  𝑖∈𝑉(𝜋(𝑖)√)ب

 داریم: رواین  متعامد هستند و از 3متناظر با مقدار ویژه 

(91) 
∑𝜋(𝑖)𝑥𝑖

𝑖
=∑ √𝜋(𝑖)𝑦𝑖

𝑖
= 0,

∑ 𝜋(𝑖)𝑥𝑖
2

𝑖
=∑ 𝑦𝑖

2

𝑖
= 1

 

کمتـرین مقـدار ت را بـه راسـبر آن انتخاد زیـر، سـمت علاوه 

 رساند:ممکن می

(91) 

1

2𝑚
∑ (𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)

2

𝑖𝑗∈𝐸(𝐺)
=

1

2𝑚
∑ 𝑑(𝑖)𝑥𝑖

2

𝑖∈𝑉
−

                                                    
1

𝑚
∑ 𝑥𝑖𝑥𝑗

𝑖𝑗∈𝐸(𝐺)

                                            = ∑ 𝜋(𝑖)𝑥𝑖
2

𝑖∈𝑉
− 𝐲𝑇�̂� 𝐲

                                            = 1 − 𝜆2.

 

 قـرار دهیـدحال را در نظر بگیرید.  Φبا رسانایی  𝐺گراف  :1لم 

𝐲 ∈ ℝ𝑣 ـــرض کنی ــــو ف ـــط روا دــ :𝜋({𝑖 ب 𝑦𝑖 > 0}) ≤
1

2
 ،

𝜋({𝑖: 𝑦𝑖 < 0}) ≤
1

2
∑ و  𝜋(𝑖)|𝑦𝑖|𝑖 = در این . برقرار هستند 1

 داریم: صورت

(90) ∑ |𝑦𝑖 − 𝑦𝑗|
(𝑖,𝑗)∈𝐸

≥ 𝑚Φ. 

…,1برای برهان، نقاط را با  :اثبات , 𝑛  کنیم گـذاری مـیبرچس

 :طوری کهبه 

(95) 
𝑦1 ≤ 𝑦2 ≤ 𝑦𝑡 < 0 = 𝑦𝑡+1
                                   =. . .
                                  = 𝑦𝑠 < 𝑦𝑠+1 ≤. . . ≤ 𝑦𝑛.

 

𝑆 قرار دهید = {1, … , 𝑖}گذاری. با جای 

(96) 𝑦𝑗 − 𝑦𝑖 = (𝑦𝑖+1 − 𝑦𝑖)+. . . +(𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1) 

 

 :داریم

(91) 

∑ |𝑦𝑖 − 𝑦𝑗|
(𝑖,𝑗)∈𝐸

=∑ |∇(𝑆𝑖)|(𝑦𝑖+1 − 𝑦𝑖)
𝑛−1

𝑖=1

                                 ≥ 2𝑚Φ∑ (𝑦𝑖+1 − 𝑦𝑖)
𝑛−1

𝑖=1
×

                                         𝜋(𝑆𝑖)𝜋(𝑉\𝑆𝑖)

 

𝜋(𝑆𝑖)که ــــاین با اسـتفاده از ≤ 1 2⁄ ،𝑖 ≤ 𝑡  و𝜋(𝑆𝑖) ≥ 1 2⁄ ،

𝑖 ≥ 𝑠 + 𝑦𝑖+1و  1 − 𝑦𝑖 = 0 ،𝑡 < 𝑖 < 𝑠   :داریم 

(98) 

∑ |𝑦𝑖 − 𝑦𝑗|
(𝑖,𝑗)∈𝐸

≥ 𝑚Φ∑ (𝑦𝑖+1 − 𝑦𝑖)𝜋(𝑆𝑖)
𝑡

𝑖=1
+

          𝑚Φ∑ (𝑦𝑖+1 − 𝑦𝑖)𝜋(𝑉\𝑆𝑖)
𝑛−1

𝑖=𝑡+1

= 𝑚Φ∑ 𝜋(𝑖)|𝑦𝑖|
𝑖

= 𝑚Φ.

 

Φ2 شودثابت می :30قضیه 

8
≤ 1 − 𝜆2 ≤ Φ2 .برقرار است 

، کـافی اسـت 1کنیم. طبـق لـم ابتدا کران بالا را ثابت می اثبات:

𝐱برای یک بردار  ∈ ℝ𝑣نشان دهیم ،: 

(99) 
∑𝜋(𝑖)𝑥𝑖

𝑖
= 0,  

∑𝜋(𝑖)𝑥𝑖
2

𝑖
=

1

2𝑚
 

 و

(344) ∑ (𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)
2

𝑖𝑗∈𝐸(𝐺)
= Φ. 

ــهرا مجم 𝑆 مجموعــه ــا وع ــهای ب ــردار  کمین ــانایی و ب ــا  𝐱رس ب

 زیر در نظر بگیرید.های مولفه

(343) 𝑥𝑖 = {
𝑎 𝑖 ∈ 𝑆
𝑏 𝑖 ∈ 𝑉\𝑆

 

𝑎کنـد، اگـر ( صـد  مـی99) رابطه این بردار در = √
𝜋(𝑉\𝑆)

2𝑚𝜋(𝑆)
 و 

𝑏 = −√
𝜋(𝑆)

2𝑚𝜋(𝑉\𝑆)
توان نشـان گذاری ساده میباشد. با یک جای 

 کند.( نیز صد  می344)ه رابطداد در 

کنـیم. ثابـت اسـتفاده مـی 1اثبات کران پایین، دوباره از لـم برای 

𝐱کنیم برای هر بردار می ∈ ℝ𝑣 کند، ( صد  می99) رابطه که در

 داریم:

(341) 1

𝑚
∑ (𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)

2

𝑖𝑗∈𝐸
≥
Φ2

8
. 
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𝐱 پـردازیم. فـرض کنیـد( می341اکنون به اثبات رابطـه ) ∈ ℝ𝑣 

 بـه نحـــــوی کـه( صد  کند 99)رابطه یک بردار باشد که در 

𝑥1 ≥ 𝑥2 ≥ ⋯ ≥ 𝑥𝑛 1. مقدار ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 ای اختیـار را به گونـه

 :کنید که

(341) 𝜋({1, . . . , 𝑘 − 1}) ≤
1

2
 

 و 

(340) 𝜋({𝑘 + 1, . . . , 𝑛}) <
1

2
. 

𝑧𝑖با اختیار کردن   = max{0, 𝑥𝑖 − 𝑥𝑘}، :داریم 

(345) 

∑𝜋(𝑖)𝑧𝑖
2

𝑖
≥
1

2
∑ 𝜋(𝑖)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑘)

2

𝑖

                     =
1

2
∑ 𝜋(𝑖)𝑥𝑖

2

𝑖
−

                            𝑥𝑘∑ 𝜋(𝑖)𝑥𝑖 +
𝑚

2𝑖
𝑥𝑘
2

                     =
1

2
+
𝑚

2
𝑥𝑘
2 ≥

1

2

 

𝑦𝑖ردن اکنون با اختیار ک = 𝑧𝑖
2/∑ 𝜋𝑖 (𝑖)𝑧𝑖

 :، داریم1در لم  2

(346) ∑|𝑧𝑖
2 − 𝑧𝑗

2|

𝑖𝑗∈𝐸

≥ 𝑚Φ∑𝜋

𝑖

(𝑖)𝑧𝑖
2. 

 داریم: [33] 3شوارتز-از طرف دیگر طبق نامساوی کوشی

(341) 

∑|𝑧𝑖
2 − 𝑧𝑗

2|

𝑖𝑗∈𝐸

≤ (∑(𝑧𝑖 − 𝑧𝑗)
2

𝑖𝑗∈𝐸

)

1/2

×

                                     (∑(𝑧𝑖 + 𝑧𝑗)
2

𝑖𝑗∈𝐸

)

1/2

.

 

∑همچنین  (𝑧𝑖 − 𝑧𝑗)
2

𝑖𝑗∈𝐸 ≤ ∑ (𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)
2

𝑖𝑗∈𝐸  و 

(348) 

∑(𝑧𝑖 + 𝑧𝑗)
2

𝑖𝑗∈𝐸

≤ 2∑(𝑧𝑖
2 + 𝑧𝑗

2)

𝑖𝑗∈𝐸

                              = 2∑𝑑

𝑖∈𝑉

(𝑖)𝑧𝑖
2

                             = 4𝑚∑𝜋

𝑖

(𝑖)𝑧𝑖
2.

 

 شوارتز داریم:-با ترکی  این دو نامساوی با نامساوی کوشی

                                                             
1 Cauchy-Schwarz inequality  

(349) 

∑ (𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)
2

𝑖𝑗∈𝐸
≥∑ (𝑧𝑖 − 𝑧𝑗)

2

𝑖𝑗∈𝐸

                                 ≥
(∑ |𝑧𝑖

2 − 𝑧𝑗
2|𝑖𝑗∈𝐸 )

2

∑ (𝑧𝑖 + 𝑧𝑗)
2

𝑖𝑗∈𝐸

                                 ≥
Φ2𝑚2(∑ 𝜋(𝑖)𝑧𝑖

2
𝑖 )2

4𝑚∑ 𝜋(𝑖)𝑧𝑖
2

𝑖

                                =
Φ2𝑚

4
∑ 𝜋(𝑖)𝑧𝑖

2

𝑖
≥
Φ2𝑚

8

 

( و 341)رابطـه نامسـاوی  𝑚یم دو طرف نامساوی بالا به با تقس

 شود. در پی آن برهان کامل می

شود کـه بـه صورت عکس در نامعادله اخیر وارد میرسانایی به 

 ( است.341)رابطه از  ℓ1معنی نسخه 

نامیم و فـرض می 𝐱( صد  کند، 99)رابطه هر برداری را که در 

𝑥1کنیم می ≥ 𝑥2 ≥. . . ≥ 𝑥𝑛  .1همچنـین باشد ≤ 𝑘 ≤ 𝑛  یـک

ــرای آن  ــه ب ــد ک ــاخص باش ,𝜋({1ش . . . , 𝑘 − 1}) ≤ 1  و ⁄2

𝜋({𝑘 + 1, . . . , 𝑛}) < 1 2⁄ . 

ــرار دادن  ــا ق 𝑧𝑖ب = max{0, 𝑥𝑖 − 𝑥𝑘}  ــت ــاد علام  𝐱و انتخ

 :توانیم فرض کنیممناس ، می

(334) 

∑𝜋(𝑖)𝑧𝑖
2

𝑖

≥
1

2
∑𝜋(𝑖)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑘)

2

𝑖

                    =
1

2
∑𝜋(𝑖)𝑥𝑖

2

𝑖

− 𝑥𝑘∑𝜋(𝑖)𝑥𝑖
𝑖

+
1

2
𝑥𝑘
2

                    =
1

2𝑚
+
1

2
𝑥𝑘
2 ≥

1

2𝑚
.

 

𝑦𝑖را برای مقادیر  1حال لم  = 𝑧𝑖
2/∑ 𝜋(𝑖)𝑧𝑖

2
𝑖 کار بـرده و بـه ب

 که: آوریمدست می

(333) ∑ |𝑧𝑖
2 − 𝑧𝑗

2|
(𝑖,𝑗)∈𝐸

≥ 𝑚Φ∑ 𝜋(𝑖)𝑧𝑖
2

𝑖
. 

 :  [33] شوارتز -از طرف دیگر با استفاده از نامساوی کوشی

(331) 
∑ |𝑧𝑖

2 − 𝑧𝑗
2|

(𝑖,𝑗)∈𝐸
≤ (∑ (𝑧𝑖 − 𝑧𝑗)

2

(𝑖,𝑗)∈𝐸
)

1
2

×

                                             (∑ (𝑧𝑖 + 𝑧𝑗)
2

(𝑖,𝑗)∈𝐸
)

1
2

.

 

 ( برآورد کرد.331رابطه ) صورتتوان به عامل دوم را می
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(331) 
∑ (𝑧𝑖 + 𝑧𝑗)

2

(𝑖,𝑗)∈𝐸
≤ 2∑ (𝑧𝑖

2 + 𝑧𝑗
2)

(𝑖,𝑗)∈𝐸

                                        = 4𝑚∑ 𝜋(𝑖)𝑧𝑖
2

𝑖

 

 :ها داریماویبا ترکی  این نامس

(330) 

∑ (𝑧𝑖 − 𝑧𝑗)
2

(𝑖,𝑗)∈𝐸
≥
(∑ |𝑧𝑖

2 − 𝑧𝑗
2|(𝑖,𝑗)∈𝐸 )

2

∑ (𝑧𝑖 + 𝑧𝑗)
2

(𝑖,𝑗)∈𝐸

                                      ≥
Φ2𝑚2(∑ 𝜋(𝑖)𝑧𝑖

2
𝑖 )2

4𝑚∑ 𝜋(𝑖)𝑧𝑖
2

𝑖

                                     =
Φ2𝑚

4
∑ 𝜋(𝑖)𝑧𝑖

2

𝑖
≥
Φ2

8
.

 

 :بدیهی است که

(335) ∑ (𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)
2

(𝑖,𝑗)∈𝐸
≥∑ (𝑧𝑖 − 𝑧𝑗)

2

(𝑖,𝑗)∈𝐸
 

 شود.و در پی آن حکم ثابت می

𝑡و  𝑗 راسو هـر  𝑖آغازین  راسبرای هر  :8نتیجه  ≥  داریـم ،0

|𝑝𝑡(𝑗) − 𝜋(𝑗)| ≤ √
𝑑(𝑗)

𝑑(𝑖)
(1 −

Φ2

8
)
𝑡

 [39]. 

هـای زمـان مشـابهی بـرای اثبـات کـراننامعادله  [11]مرجع  در

کـه آمیختگی بکار برده شده است، به خصـو  بخـش اول آن 

حالـت  34قضـیه ترین میـزان رسـانایی اسـت. ای بالاتوزیع دار

ت که به معادلـه اس 1از هندسه دیفرانسیل 3گسسته نامعادله چیگر

معروف است و در واقع چنین نتـایجی نشـانگر اولـین  1حرارت

در گراف بـه عنـوان  0ها برای مطالعه وسیع معادلات تفاضلیقدم

 معادلات گسسته ابتدایی از معادلات تفاضلی است.

 های چندمنظورهرسانایی و جریان. 6.3

حتی بکار ه بتوان آن را به تنهایی و به راری نیست کغیرسانایی مت

برد. محاسبه آن برای هـر گـراف مشـخص، دشـوار اسـت. امـا 

یکـی از هـای خـود وجـود دارد. هایی برای یافتن برآوردروش

کمک  به است. 5چندمنظوره هایجریان ساختار هاروش ترینمهم

 پردازیم.به شرذ موضوع می [18]مرجع  نتایجی از

                                                             
1 Cheeger’s inequality 
2 Differential geometry  
3 Heat equation  
4 Difference equations  
5 Multicommodity flows  

 -راسی را بـا یـک گـروه خـودریخت 𝐺بند ف همگرا :33قضیه 

حــداقل  𝐺پــس رســانایی در نظــر بگیریــد.  𝐷قطــر انتقــالی بــا 

1 (𝑑𝐷)⁄ این مقـدار حـداقل انتقالی باشد، -است. اگر گراف یال

1 𝐷⁄ .است 

بـین ایـن  𝑃𝑖𝑗ترین مسیر ، کوتاه𝑗و  𝑖برای هر زوج نقطه  :اثبات

نامنـد  نیز 𝑗و  𝑖بین  6کنیم )که آن را فاصلهدو نقطه را انتخاد می

را  𝐺ها تحت خودریختی ها و تصویر آنخانواده این مسیر (.[19]

)شـمارش تعـداد(  ℘هـا در دهیم. تعداد کل مسیرنشان می ℘با 

)با برابر 
𝑛
2
) 𝑔  طوری که است، به𝑔 هـای تعـداد خـودریختی𝐺 

شامل همه مسیرهایی است که هر دو نقطه  𝑔بر آن است. علاوه 

 ℘کنـیم کـه در هـر مسـیر کند. ادعا مـییرا به یکدیگر وصل م

𝐷𝑔(𝑛حداکثر  − در  𝑒یال وجود دارد. در حقیقت اگـر یـال  (1

𝑃  مسـیر وجــود داشــته باشــد پــس در هــر تصــویر از𝑒  تحــت

𝑛ها و حداقل در خودریختی -راستصـاویر متمـایز توسـط  ⁄2

𝑝𝑛انتقالی وجود دارد. این عمل منجر به   شود. تعـدادیال می ⁄2

𝐷𝑔، حداکثر ℘ها در های مسیریال (
𝑛
2
اسـت کـه ایـن ادعـا را  (

 کند.ثابت می

𝑆حــال قــرار دهیــد  ⊆ 𝑉(𝐺) و |𝑆| = 𝑠 ≤ |𝑉(𝐺)| تعــداد . ⁄2

برابـر بـا  کند دقیقـامتصل می 𝑉(𝐺)\𝑆را به  𝑆که  ℘ ها درمسیر

𝑔𝑠(𝑛 − 𝑠)  برابـر بـا ایـن تعـداد حـداکثراست. از طرف دیگر 

|∇(𝑆)|. 𝐷𝑔(𝑛 −  داریم: رواین  است، از (1

(336) |∇(𝑆)| ≥
𝑔𝑠(𝑛 − 𝑠)

𝐷𝑔(𝑛 − 1)
=
𝑠

𝐷
.
𝑛 − 𝑠

𝑛 − 1
. 

 با: برابر 𝑆بنابراین رسانایی 

(331) 𝑛|∇(𝑆)|

𝑑𝑠(𝑛 − 𝑠)
≥

𝑛

𝑛 − 1

1

𝑑𝐷
>

1

𝑑𝐷
 

 کنیم. برهان بعدی مشابه است.است. ابتدا این ادعا را ثابت می

𝐶𝑛ورد نـرخ آمیختگـی ظـور بـرآبه من 33از قضیه 
𝑘  کـه(𝑛  فـرد

-کنیم. این گراف یک گـروه خـودریختی یـالاست( استفاده می

𝑘(𝑛انتقالی دارد و قطر آن  − 1) پـس رسـانایی آن از است.  ⁄2

2 (𝑘𝑛)⁄ برابر با بیشتر است و بنابراین نرخ آمیختگی آن حداکثر 

1 −
1

2𝑘2𝑛2
 است. 

                                                             
6 Distance  
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هـای مقـادیر ویـژه و ن از کـرانکـه ایـن کـرا کنـیممشاهده مـی

، 𝑛و  𝑘تر هستند؛ در واقع بسته بـه مقـدار نسـبی سازی بدجفت

نزدیـک  34قضـیه ی به کران بالا یا کـران پـایین در نرخ آمیختگ

 شود.می

 راسکننـده جفـت های متصلهمه مسیر 33اگر در برهان قضیه 

{𝑢, 𝑣} 1 هـر مسـیر ای کـه وزنرا در نظر بگیریم به گونه 𝑛2𝑔⁄ 

1با مقدار  𝑣به  𝑢 ، یک جریان ازاست 𝑛2⁄ آوریـم. به دست مـی

)دهـد ایـن استدلالی کوتاه نشان می
𝑛
2
هـر یـال را بـا جریـان،  (

𝐷(𝑛حداکثر  − 1) 𝑛2⁄ ادامه استدلال را بـرای کند. بارگیری می

 شود.فته میتوان به کار برد و گزاره زیر نتیجه گرهر گرافی می

 𝑢از  𝜋(𝑢)𝜋(𝑣)مقـادیر  𝑓𝑢𝑣جریـان  𝐺اگر بتوانیم در  :1گزاره 

𝑢 را برای هر 𝑣به  ≠ 𝑣  کل بار این  بیشینهبسازیم و(
𝑛
2
جریان  (

1حداقل  𝐺باشد، رسانایی  𝛾در هر یال حداکثر  (2𝑚𝛾)⁄ اسـت 

[18]. 

چیسـت، هـای آن که محدودیتود شاکنون این سوال مطرذ می

 توان به رسانایی صحیح نزدیک شد؟ یعنی تا چه اندازه می

ای از در نظر بگیرید. سامانهرا  Φبا رسانایی  𝐺 گراف :31قضیه 

𝑢برای هر  𝑣به  𝑢از  𝜋(𝑢)𝜋(𝑣)با مقدار  𝑓𝑢𝑣های جریان ≠ 𝑣 ،

𝑂(logهر یال را حداکثر  𝑛) 𝑚Φ⁄ [18] کندمی 3بارگیری. 

 برهامیان. 6.5

 برای نرخ آمیختگی طرذ کنیم:هایی در این بخش قصد داریم راه

هـای جریان ← رسانایی ← ویژهرخنه مقادیر  ← نرخ آمیختگی

 چندمنظوره.

پذیری دارای انعطافتر و هایی که واضحوان برای کرانتمیحال 

صـورت را بـه  𝑓ساخت. مقـدار جریـان  1بیشتری هستند، میانبر

∑ 𝑓(𝑒)𝑒 کنیم.ف میتعری 

 𝑣به  𝑢از  𝜋(𝑢)𝜋(𝑣)با مقدار  𝑓𝑢𝑣فرض کنید جریان  :31قضیه 

𝑢برای هر  ≠ 𝑣  ها همه بارگیری بیشینهطوری که وجود دارد، به

)این 
𝑛
2
جریـان است و مقدار هـر  𝛾جریان بر هر یال، حداکثر  (

𝑓𝑢𝑣  حداکثر𝛽𝜋(𝑢)𝜋(𝑣)  است. پس𝜆2 ≤ 1 −
1

2𝑚𝛽𝛾
 [13]. 

                                                             
1 Loading 
2 Shortcut  

طور ضمنی در این مقاله وجود دارد را یکی از کاربردهایی که به 

 کنیم:نویسی میفرمول

𝑡قرار دهید  :33قضیه  ∈ ℤ+  0و فرض کنید برای هر ≤ 𝑠 ≤ 𝑡 

0و  ≤ 𝑥 ≤ 𝐴، هر سطح مجموعـه 1 = {𝑣 ∈ 𝑉: 𝑃𝑠(𝑣) ≥ 𝑥} 

𝑆را دارا اسـت. پـس بـرای هـر  𝜓حداقل رسانایی  ⊆ 𝑉  داریـم

[39]:   

(338) | 𝑃𝑡(𝑆) − 𝜋(𝑆) | ≤ √ | 𝑉|  (1 −
𝜓2

4
)

𝑡

. 

𝑃𝑡عبـارت دیگـر اگـر همگرایـی به  → 𝜋  کنـد باشـد، در میـان

کـاربرد رسـانایی کـوچکی وجـود دارد.  𝑃𝑡های مجموعه سطح

با انـدازه  𝑆های دیگر این روش شامل نتایجی است که مجموعه

 ی کوچکی داشته باشند.ند که رسانای، مجاز𝜋(𝑆)کوچک 

 با پرسه زدن تصادفی 1گیرینمونه. 1

ه زدن تصادفی در طراحـی الگـوریتم، ترین کاربرد پرسشاید مهم

و هـای همبنـد حقیقـت باشـد کـه )بـرای گـرافاین  استفاده از

𝑡نادوبخشی( وقتی  → میـل  𝜋بـه توزیـع ایسـتای  𝑣𝑡، توزیع ∞

ای گرافی منتظم با درجه 𝐺 که همیشه( )نه موارد اغ  در کند.می

در پرسـه زدن  راسهر یکنواخت است.  𝜋است، توزیع  𝑑مانند 

خواهـد دادی گام، سرانجام توزیع یکنواخـت تصادفی، بعد از تع

 داشت.

ده مثـل توزیـع از توزیعی ساهای نابدیهی برای تولید عناصر، هرا

دن های پرسه زرویکرداما به اولین کاربرد یکنواخت وجود دارد، 

 زدن نظـمبـرهمبـرای مثـال تصادفی در دنیای واقعی بیندیشـید. 

عنصر از توزیع یکنواخت، در میان همه  51تولید ها، مانند کارت

ای نیـاز داریـم ها است. مساله این است که به مجموعهجایگشت

وند )با توجه به صورت نمایی بزرگ شکه عناصر تصادفی آن به 

سـاختار  هاکاربرد از بسیاری در وعهمجم این له(.مسا طبیعی اندازه

در یـک  0ای از نقـاط مشـبکای دارد، برای مثال مجموعهپیچیده

 .3جزئی ترتی  یک 6خطی گستره از ایمجموعه یا 5محدد جسم

                                                             
3 Sampling 
4 Lattice points  
5 Convex body 
6 Linear extensions  



 351-311، صفحه 3، شماره 31جله محاسبات نرم، جلد م/  311

 شمارش و حجم محاسبات. 1.3

ضرد حاصل که شمارشی لمسائ تقریبی حل برای زیر کلی طرذ

نیـاز بـه یـافتن انـدازه مـواردی کـه  شود دروردگر نامیده میبرآ

 مطرذ شده است. [04]مرجع  در ،ها استگروه

برحسـ   𝑉انـدازه را بشـماریم.  𝑉داریم عناصر مجموعه قصد 

شـود. است، به صورت نمایی بزرگ می 𝑘له که اندازه واقعی مسا

,𝑉1های مجموعهی از زیرفرض کنید زنجیر … , 𝑉𝑚 بـه صـورت 

𝑉0 ⊂ 𝑉1 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑉𝑚 = 𝑉 طوری که برای هر یابیم به را می𝑖: 

|𝑉0| به طور معمولمعلوم باشد ) |𝑉0| الف( =  است(. 1

|𝑉𝑖+1|های د( کران

|𝑉𝑖|
 باشد.  𝑘ای در چندجمله 

 ای باشد.دارای کران چندجمله 𝑚 ج(

برای تولید عناصر تصادفی با توزیع یکنواخت  1برنامهد( یک زیر

1برای هر  𝑉𝑖از مجموعه  ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 .داشته باشیم 

ــر |𝑉𝑖+1|ورد نســبت آب

|𝑉𝑖|
ــد تعــدادی عناصــر را مــی  ــا تولی ــوان ب ت

، بـه دسـت 𝑉𝑖ها به و محاسبه تعداد اصابت 𝑉𝑖+1ای از چندجمله

را بـه  |𝑉|ورد ، بـرآ|𝑉0|هـا و وردگرضرد این برآآورد. حاصل

ی زمـان جـر بـه الگـوریتم تقریبـایـن طـرذ مندهـد. دست مـی

که در )الف(، )د(، شود )مشروط بر اینای تصادفی میچندجمله

 ای باشد(.)ج( و )د( صد  کند و زیربرنامه در )د(، چندجمله

در زمـان  𝑉𝑖له اصلی چگونگی تولید این عناصر تصـادفی از مسا

𝑉𝑚له را برای ای است. این مساچندجمله = 𝑉 م. کنیبررسی مـی

اهد بود و خو 𝑉مانند  𝑉𝑖های این روش هر در تمام کاربرد تقریبا

ــرده مــیاســتدلــذا   ایــن پدیــدهشــود کــه لال یکســانی بکــار ب

 شود.نامیده می 1خودتغییرپذیری

طور که در بالا ذکر شد، پرسه زدن تصادفی در این امر یک همان

روی نید پرسـه زدن تصـادفی دهد. فرض کطرذ کلی را ارائه می

𝐺بند گراف هم = (𝑉, 𝐸) توان برای هر شود، یعنی میانجام می

)در اغلـ  مـوارد  مشخص یک همسایگی تصادفی یافـت راس

(. بـا کوچـک هسـتندای( بیشینه درجه )چندجملهها دارای راس

پـس ان گرافی منتظم و نادوبخشـی سـاخت. توافزودن حلقه می

                                                                                               
1 Partial order  
2 Subroutine 
3 Self-reducibility 

آخـرین نیم، توزیع عداد زیادی قدم توقف کدانیم اگر بعد از تمی

نتایا به دست آمده است.  نزدیک یکنواخت توزیع به یاربس راس

دت باید پرسه زدن را کند که چه ماز نرخ آمیختگی مشخص می

به طور معمول یافتن یک برآوردگر خـود بـرای اما ادامه دهیم؛ 

تـرین سـختهای طیفی یا رسـانایی( نرخ آمیختگی )روی رخنه

 بخش کار است.

𝑛با حداقل درجه  راس 𝑛که دارای  𝐺گراف  است را در نظر  ⁄2

 𝐺سازی کامل تصادفی روی گراف بگیرید. قصد داریم یک جور

بنـابراین فرد( به طور تقریبا یکنواخت تولید کنـیم.  𝑛) راس 𝑛با 

طـور کامـل هـای آن بـه راسخواهیم گرافی تعریف کنیم که می

به صورت تصـادفی و سسس روی این گراف اند سازی شدهجور

 ای برای گام برداشـتن ازجا که هیچ روش سادهپرسه بزنیم. از آن

وجـود نـدارد؛ پـس سازی کامـل بـه سـمت دیگـری، یک جور

هـای کامـل به مجموعـه تمـام جورسـازیمجموعه مورد نظر را 

𝑛ها با دهیم )یعنی جورسازینزدیک، گسترش می 2⁄ − یال(.  1

𝑛ارای های کامل نزدیـک دسازیاگر جور 2⁄ − یـال مشـتر   2

سـازی یک جـورکنیم و ا با یک یال به هم وصل میها رباشند، آن

تـا کنـیم های کامل نزدیک وصل مـیسازیکامل را به همه جور

هسـتند.  3𝑛دارای کـران  𝐻های به دست آیـد. درجـه 𝐻گراف 

هـا راسهایی بـه ، حلقه3𝑛با درجه  𝐻سازی گراف جهت منتظم

 یم.کناضافه می

توانیم یک جریان چند منظوره بسازیم )بر اساس تبـدیل حال می

تـا نشـان دهـیم های متنـاود( سازی دیگر مسیرجور اخیر، یک

1 Φ(𝐻)⁄ ای دارای کران چندجمله𝑛 رو بـا تعـداد این  است. از

ــوانیم ای گــام، مــیچندجملــه ــع  𝐻تصــادفی از  راست ــا توزی ب

، متناظر با جورسازی کامـل اسراین  اگر کنیم. ایجاد را یکنواخت

کنیم. مـییم، در غیر این صورت دوباره شروع کنباشد، توقف می

تـوان نشـان داد تعـداد میهـا، راسبا استفاده از فرضیه راجع به 

داد تعـای کسـری از امل حداقل یک چندجملههای کسازیجور

و بنـابراین متوسـط تعـداد های کامـل نزدیـک اسـت سازیجور

سازی کامل به دست آمده دارای کـران قبل از یک جورها، تکرار

 ای است.چندجمله

های گستره تعداد شمارش به توانمی روش این دیگر هایکاربرد از
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هـای در گـراف 3هـاو جنگـل [03] یک ترتی  جزئـیخطی در 

های تصادفی یات بیشتر، طرذبرای جزی کرد. اشاره ،[01] 1متراکم

را  [01]مرجـع  ،ای مسـائل عـددیای کامل تقریبی بـرچندجمله

 .مشاهده کنید

محدد یافتن حجم یک جسم  اساسی مساله دیگر مثالی عنوان به

صورت شهودی یـا در توان به ر بگیرید. این حجم را میرا در نظ

، با این حـال یـافتن بعضی موارد، با برهان ریاضی به دست آورد

حاسـبه ثابت شده کـه م [05]و  [00]مراجع  درآن مشکل است. 

بعُدی بسیار پیچیده است. نتایا دیگـر موجـود  –𝑛 1یک چندبر

)اوراکل  کلی محدد هایجسم برای دهدمی نشان [06] مرجع در

کـران خطـای آورد بـا ( حتی در محاسـبه یـک بـر0تفکیک شده

بـل ورد قاآبـرمان آن نمایی است و خطـای نسـبی هـر ، ز5نسبی

ورت نمـایی رشـد صـعـد، بـه بُای با هر محاسبه زمان چندجمله

 .[01] کندمی

کنـیم؛ در اینجـا هایی از الگوریتم اصلی را بیان میدر ادامه تعمیم

کنـیم )تعـداد آورد مـیها و زمان اجـرای آنهـا را بـربرخی سهام

 ∗𝑂ایـم؛ نمـاد هـای مختلـف را شـمارش کـردهاوراکـلهای نام

logهای عامل 𝑛 هـای ه کرانها وابسته بایم که عاملرا فرونشانده

 خطا هستند(. 

در  𝐾جسم محـدد دهیم. قسمت ایده اصلی را شرذ می در این

ℝ𝑛  رویکردهــای معــروف از  گیــریدر نظــر بگیریــد. بــا بهرهرا

و  1شامل یک گـوی واحـد 𝐾توانیم فرض کنیم ، می6سازیبهینه

𝑅 8یک گوی با شعاع ≤ 𝑛
3
 9را اشترا  𝐾𝑖در درون آن است.  ⁄2

𝐾 2، با درجـه 0 و یک گوی تقریبا
𝑖
𝑛⁄ (𝑖 = 0,1, … ,𝑚) وقتـی 

𝑚 = [2𝑛 log 𝑛]  در نظر بگیرید. پس𝐾0 ⊆ 𝐾1 ⊆. . . ⊆ 𝐾𝑚  و

𝑣𝑜𝑙(𝐾𝑖+1) 𝑣𝑜𝑙(𝐾𝑖)⁄ ≤ بنــابراین معلــوم اســت.  𝑣𝑜𝑙(𝐾0)و  2

توان در اینجا طرذ کلی شمارش که در بالا شرذ داده شده را می

                                                             
1 Forests  
2 Dense graphs 
3 Polytope 
4 Separation oracle 
5 Relative error 
6 Optimization 
7 Unit ball  
8 Radius  
9 Intersection 

که چگونگی تولیـد نقطـه تصـادفی بـا  بیق داد، مشروط بر آنتط

 .[08] توزیع یکنواخت در یک جسم محدد را بدانیم

کنیم. پرسه زدن تصادفی استفاده می رویکردهای از منظور، این به

های تکنیکی وجـود دارد، زیـرا مجموعـه در اینجا برخی اشکال

ک فضای بـه توان ینهایت است. یا مینقاط در جسم محدد، بی

ر نظر گرفتـه و یـک نقطـه تصـادفی از آن اندازه کافی کوچک د

های بحث شـده در بـالا تولید کرد، یا مفاهیم و روش 𝐾در فضا 

نهایت هسـتند، بنایی آنها بیهای زیراردی که مجموعهرا برای مو

تر پیشنهاد دوم پیچیده هستند، معقول پیشنهاد دو هر داد. ترشگس

ای واضح در رابطه با نـرخ آمیختگـی هاستدلالاما منجر به  است

 شود.می

کنیم: اولین نقطه رت تعریف میپرسه زدن تصادفی را به این صو

 𝑣𝑡 شود. بـرایانتخاد می 𝐵صورت یکنواخت از گوی واحد به 

𝑣𝑡طور یکنواخـت از گـوی به 𝑢معلوم، نقطه تصادفی  + 𝐵′  بـه

وابسـته  𝛿ر غیـشود )در اینجا متیانتخاد م 𝛿و شعاع  𝑣𝑡 34مرکز

برابر با مقدار تقریبـی  به طور معمولبه سطح الگوریتم است، اما 

𝜀 √𝑛⁄  است که𝜀 مقدار ثابت مثبت کوچـک اسـت 𝐵′ = 𝜀𝐵 .)

𝑢اگر  ∈ 𝐾 دهـیم گاه قرار مـیباشد، آن𝑣𝑡+1 = 𝑢 ایـن ، در غیـر

ایـن نـیم. کتولید و دوباره امتحـان مـی را 𝑢صورت نقطه جدید 

ــا پرســه زدن تصــادفی روی گرافــی اســت کــه  روش متنــاظر ب

,𝑥است، با دو نقطه  𝐾های آن راسمجموعه  𝑦 ∈ 𝐾  که بـا یـک

𝑥 | عبارت اگر تنها و اگر ،هستند متصل یکدیگر به یال − 𝑦| ≤ 𝛿 

 برقرار باشد.

دارای یکنواخت نیست اما  تصادفی، زدن پرسه این ایستای زیعتو

هـای آن متناسـ  بـا درجـه 33بع چگـالیتوزیعی اسـت کـه تـا

ℓ(𝑥) = 𝑣𝑜𝑙(𝐾 ∩ (𝑥 + 𝐵′)) 𝑣𝑜𝑙(𝐵′)⁄  ــت ــت. کمی  ℓ(𝑥)اس

شـود، احتمـال مـی نامیـده 𝑥در  31که اغلـ  رسـانایی موضـعی

ها به اندازه کـافی اگر گامحرکت، بعد از یک تک آزمایش است. 

خواهد بـود و ، ثابت 𝐾کوچک باشد، این کمیت در اغل  موارد 

باقیمانده ناچیز است. دقت داشته باشید کـه در بعضـی از خطای 

سازی، گراف با حلقـه پـر شـده الگوریتم به منظور منتظمسطوذ 

                                                             
10 Center  
11 Density function 
12 Local conductance 
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صورت یکنواخت به  𝑢است که اگر  معنی این به دقیقا این .است

𝑣𝑡از  + 𝐵′  انتخاد شود و𝑢 ∉ 𝐾دهیم ، قـرار مـی𝑣𝑡+1 = 𝑣𝑡 ،

اط یکسـانی را تولیـد ی، مجموعه نقبنابراین دو پرسه زدن تصادف

ورد، در شـمارش، تکـرار خواهنـد شـد. در یـک مـکنند، اما می

مشخص است بـرای توضـیحی کـه در بـالا آورده شـده اسـت، 

در  35قضـیه ای کـه در تواند با روشی زیبا بـه گونـهرسانایی می

هـای ورد شـود، در حـالی کـه در نمونـهزیر بیان شده است بـرآ

وضعی کوچک پیچیدگی بیشتری دارنـد. سانایی مدیگر، نقاط با ر

تمام این مباحث، یک طرذ کلی از الگوریتم  دادن قرار هم کنار با

پـردازیم. بـه تجزیـه و تحلیـل آن میخواهیم داشت کـه  3حجم

ورد رسانایی پرسـه زدن تصـادفی در آترین بخش تحلیل، برمهم

𝐾 های هندسـی قابـلاست. اثبـات قضـیه زیـر شـامل اسـتدلال 

 است. 1محیطیهای همملاحظه، به خصو  نامساوی

 𝐾رسانایی پرسه زدن تصادفی در یک جسم محـدد  :35قضیه 

𝛿، حداقل مقدار ثابت 𝐷با قطر  (√𝑛𝐷)⁄ [08] است. 

𝑂∗(𝑛𝑅2دهد کـه فقـط این موضوع نتیجه می 𝛿2⁄ گـام، بـرای  (

 لازم است. 𝐾تولید یک نقطه تصادفی در 

دهد که باید اندازه گـام را بـه انـدازه کـافی پیشنهاد می 35قضیه 

𝛿بزرگ انتخاد کنیم. در واقع با انتخاد  = 𝑅  با یک قدم، یـک

 𝛿له این است کـه اگـر آید. مسابه دست می 𝐾 نقطه تصادفی در

هـای که به نقطه بعدی برویم باید آزمایشاین بزرگ باشد، قبل از

در تـوانیم زمـان انتظـار را حتی میبسیار زیادی انجام دهیم. به را

 𝑢یک پرسه زدن ایستا، محاسبه کنیم. یعنی متوسط تعـداد نقـاط 

∫/𝑣𝑜𝑙(𝐾)بیـابیم برابـر  𝐾ای در کـه نقطـهاین قبل از ℓ(𝑥)𝑑𝑥
𝐾

 

تـوان ثابـت کـرد کـه ایـن کمیـت دارای کـران بـالای است. می

1 (1 − 𝛿√𝑛)⁄ اگــر ایــن رو  اســت و از𝛿  1کمتــر از (2√𝑛)⁄ 

است. بـه ایـن معنـی کـه  𝑂(1)انتخاد شود، این مقدار برابر با 

های ناموفق به اندازه یـک عامـل ثابـت، از تعـداد تعداد آزمایش

ها در پرسه زدن تصادفی بیشتر است که این مقدار بسـته بـه قدم

 است. 𝑂∗(𝑅2𝑛2)اندازه هر قدم، 

ای مهم است امـا لهوچک، مسابه اندازه کافی ک 𝑅دستیابی به یک 

                                                             
1 Volume algorithm 
2 Isoperimetric inequalities 

𝑅توان هایی میگنجد. با ترفنددر این مقال نمی = 𝑂(√𝑛)  را به

برابر  𝐾دست آورد و بنابراین تعداد نقاط تصادفی تولید شده در 

ورد نسبت آرا به منظور بر نقطه 𝑂∗(𝑛) توانمی است. 𝑂∗(𝑛3) با

𝑣𝑜𝑙(𝐾𝑖) 𝑣𝑜𝑙(𝐾𝑖+1)⁄،  .با دقت کافی تولیـد کـرد𝑂∗(𝑛)  نقطـه

گـام بـه دسـت  𝑂∗(𝑛5)برای هر نسبت وجود دارد. در مجموع 

 نامند(.دهد )که آن را اوراکل میمی

ورد های این روش، کلیـد حـل مسـاله بـرآتقریبا در تمام کاربرد

به طور معمول مساله سختی اسـت رسانایی گراف مناس  است. 

بسیاری در این زمینـه وجـود دارد. بـرای  نشده های حللهو مسا

ای چه که در ادامه بیان شده، آیا رسانایی گـراف پایـهمثال طبق آن

ای )یـک گـراف پایـهای اسـت؟ دارای کران چندجمله 1ماتروید

دارا  راسرا به عنوان  (𝐸,𝑀)های یک ماتروید ماتروید همه پایه

وت تقارن آنها گر تفااگر و تنها ا است که دو به دو متصل هستند

   .(عضو باشد 1دارای 

 صافی متروپلیس. 1.1

وزیعی نیـاز بـه تـهای پرسه زدن تصـادفی، از کاربرد در بسیاری

بـرای مثـال کنـد. یکنواخت تولیـد داریم که عناصر تصادفی غیر

سـازی تصـادفی شـده، روش تولیـد ممکن است الگوریتم بهینـه

را طرذ کند که بسـیار  𝑄حل عملی تصادفی از توزیع احتمال راه

طور خـا  ، متمرکز است. به 0بهینه-له بهینه یا نزدیکروی مسا

:𝑓تـابع معـین  𝑉 → ℝ+  ،خـواهیم وقتـی میرا در نظـر بگیریـد

عناصر تصادفی را از توزیع متمرکز بر مسائل بهینـه تولیـد کنـیم، 

نیست. اگـر بـه جـای آن نقطـه  𝑉روی  𝑓سازی بیشینهنیازی به 

exp(𝑓(𝑣)متناس  بـا  𝑄(𝑣)که  𝑄را از توزیع  𝑤تصادفی  𝑇⁄ ) 

گاه با احتمـال ، تولید کنیم؛ آنعدد مثبت بسیار کوچک است 𝑇و 

 کند.می بیشینهرا  𝑤 ،𝑓 زیاد،

، راهی [09] 5روش زیبای پرسه زدن تصادفی با صافی متروپلیس

طوری که دهد، به رسه زدن تصادفی ارائه میساده برای اصلاذ پ

 ه هر توزیع احتمال معین همگرا است.ب

𝐺گراف  = (𝑉, 𝐸)  را در نظر بگیرید. برای سادگی فرض کنیـد
                                                             
3 Matroid basis graph 
4 Near-optimal 
5 Metropolis filter  
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:𝐹منتظم است. همچنین -𝐺 ،𝑑گراف  𝑉 → ℝ+  و𝑣0  هر نقطـه

ی است که بعـد از راس 𝑣𝑡آغازین برای پرسه زدن تصادفی است. 

𝑡 تصادفی  همسایگی یک رسیم.می آن به قدم𝑢  برای𝑣𝑡  انتخاد

𝐹(𝑢) اگر کنیم.می ≥ 𝐹(𝑣𝑡) به باشد 𝑢 در غیـر ایـن رویـم، مـی

𝐹(𝑢)با احتمـال پرتاد کرده،  3صورت یک سکه اری  𝐹(𝑣𝑡)⁄ 

1رفته و با احتمال  𝑢به  − 𝐹(𝑢) 𝐹(𝑣𝑡)⁄  در𝑣 مانیم.می 

یـک زنجیـر که این شکل پرسـه زدن تصـادفی بـاز  واضح است

 ایـنتوان بررسی کـرد کـه ع به راحتی میاست، در واقمارکوف 

تـوان آن را )و بنـابراین مـیپذیر نیز هست برگشت-زنجیر، زمان

دار دانسـت(. روی گـراف بـا یـال وزنیک پرسه زدن تصـادفی 

 دهیم.ویژگی جالبی را در ادامه شرذ می

از پرسه زدن تصادفی روی گـراف  𝑄𝐹توزیع ایستای  :36قضیه 

𝐺، فرمول با 𝑄𝐹(𝑣) =
𝐹(𝑣)

∑ 𝐹(𝑤)𝑤 ∈  𝑉
شود می صافی 𝐹 تابع توسط ،

[09]. 

های مهم دیگر این الگوریتم این اسـت کـه بـرای یکی از ویژگی

نداریم، کـافی  𝑄𝐹(𝑣)های انجام آن حتی نیاز به محاسبه احتمال

𝐹(𝑢) نسبت است 𝐹(𝑣𝑡)⁄ = 𝑄𝐹(𝑢) 𝑄𝐹(𝑣𝑡)⁄ کنیم.  محاسبه را

 اساسی دارد.ها نقش صافی متروپلیس در کاربرد این ویژگی

 1قوانین توقف دقیق. 1.1

 کنیم.این بحث را با یک موضوع جال  شروع می

را در نظر بگیریـد.  𝑢با نقطه آغازین  𝑛به طول  𝐺مدار  :3قاعده 

، احتمال ملاقـات همـه 𝑢در یک پرسه زدن تصادفی با شروع از 

𝑣، برای هر 𝑣ها قبل از اصابت به اسر ≠ 𝑢 .یکسان است 

گزین کنـیم، نتیجـه اگر مدار را با یک گراف کامل جایوضوذ به 

را  آوریم و هیچ گراف دیگری ایـن ویژگـیمشابهی به دست می

کنـد کـه بـه این نتیجـه پیـروی مـی . این موضوع، از[54]ندارد 

تـر دور زیاد الاحتم با شده، ملاقات راس آخرین شهودی، صورت

که نزدیک باشد. در یک پرسه زدن تصادفی با شـروع است تا این

را بـا  𝑣 راسها، قبل از ملاقـات راس، احتمال ملاقات تمام 𝑢از 

𝑝(𝑢, 𝑣) دهیم.نشان می 

                                                             
1 Biased coin 
2 Exact stopping  

غیرمجـاور دو نقطـه  𝑣و  𝑢، اگـر 𝐺بند گراف همدر  :31قضیه 

,𝑢}باشند و  𝑣} سـایگی گاه یـک هممجموعه برشی نباشد، آن𝑤 

,𝑝(𝑤ای کـه وجود دارد، به گونـه 𝑢برای  𝑣) < 𝑝(𝑢, 𝑣) [13]. 

,𝑝(𝑢که  𝑣بند باشد، برای هر هم-𝐺 ،1لذا اگر  𝑣) باشـد،  1کمینه

 هستند. 𝑣در همسایگی  𝑢های راس

آمـده بـر مبنـای تولیـد درخـت تصـادفی اکنون روش به دست 

هر درخـت  دهیم، به طوری کهر در یگ گراف را شرذ میفراگی

 با احتمال یکسان برگردانده شده است. فراگیر دقیقا

 𝑢با نقطـه آغـازین  𝐺پرسه زدن تصادفی روی گراف  :38قضیه 

، یالی را کـه بـرای 𝑢متفاوت از  راسرا در نظر بگیرید. برای هر 

های یال مجموعه بزنید. علامت ایم،شده راس وارد آن از بار اولین

یـک درخـت  𝑇، 3نامیم. با احتمال می 𝑇را  0گذاری شدهعلامت

شود یر با احتمال یکسان ایجاد میفراگیر است و هر درخت فراگ

[31]. 

زیادی نـدارد. م نیاز به اثبات دارد، اما اهمیت البته فقط ادعای دو

سـازی آورده شـده س  ایده اصـلی جفـتدر ادامه برهانی بر ح

 را ببینید. [16]مرجع  است، برای بررسی بیشتر

𝑢𝑣را در نظر بگیرید. اگـر  𝑢با ریشه  𝑇درخت فراگیر  ∈ 𝐸(𝐺) 

 𝑣بـا ریشـه  ′𝑇دار( به هر درخـت فراگیـر باشد، یک یال )جهت

 𝑢بـه  𝑣با حذف اولین یال روی مسـیر  𝑇از  ′𝑇کنیم که رسم می

دار گـراف جهـتبـه دسـت آمـده اسـت.  𝑢𝑣و افزودن یک یال 

دارای  𝑣هـر درخـت بـا ریشـه وضوذ نامیم. به می 𝐻حاصل را 

توزیع  در رو این از و است 𝐻 در 𝑑(𝑣) خروجی و ورودی درجه

درخت فراگیـر  وجود احتمال ،𝐻 روی تصادفی زدن پرسه ایستای

یـک (. اگـر 𝐺 با ریشه معین، متناس  با درجه ریشـه اسـت )در

و ریشـه آن را نـدانیم، این توزیـع رسـم کنـیم  درخت فراگیر از

آن ریشه را از هر درخت فراگیر با احتمال یکسـان، بـه توانیم می

 دست آوریم.

ــه پرســه زدن  𝐺مشــاهداتی کــه پرســه زدن تصــادفی روی  را ب

 کند، به صورت زیر است:القا می 𝐻تصادفی روی 

,𝑇) راسو در  𝐺از گراف  𝑣 راسفرض کنید در  𝑣)  در𝐻  کـه(

                                                             
3 Minimal  
4 Marked edges  
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𝑇  .اگر روی گراف یک درخت است( قرار داریم𝐺 ر طول یال د

𝑣𝑤 توانیم با حذف اولین یال مسـیر از حرکت کنیم، می𝑤  بـه𝑣 

,′𝑇) راسبه درخت فراگیـر اخیـر، بـه  𝑣𝑤و افزودن یال  𝑤)  در

𝐻 .منتقل شویم 

کنـیم در مـدت زمـانی کـه در پرسـه زدن همچنین مشاهده مـی

)یـا هـر مـدت ها را ملاقات کـردیم راس، همه 𝐺تصادفی روی 

صورت درختی به  𝐻 روی حاضر فراگیر درخت آن( زا بعد زمان

ایم خواهد بود و ریشه آن نیـز برابـر ی که در آن بودهراسآخرین 

سـازی ایـن ملاقات شده خواهد بود. برای مرتبط راسبا آخرین 

قدم را  𝑁با  𝐺، پرسه زدن تصادفی روی گراف 38شیوه با قضیه 

 𝐺از زمان پوشـش  خیلی بزرگتر 𝑁طوری که در نظر بگیرید )به 

گراف بدون جهت باشد، برگشت به عق   𝐺است(. تا زمانی که 

در پرسه زدن تصادفی مورد قبول است. اگر پرسه زدن تصـادفی 

,𝑇) 3دارانجام دهیم، با درخـت ریشـه 𝐻متناظری روی  𝑣𝑁)  بـه

رسد که این درخت، همان درختی است که برای اولـین پایان می

کـه بـدون ایـم، مگـر اینمعکـوس وارد آن شـده پرسه زدنبار با 

دهیـد برگردیم. قرار  𝑣0قدم، به  𝑁در  𝐺های راسملاقات همه 

𝑁 → و توزیـع اه متوسط احتمـال بـه صـفر میـل کـرده گ، آن∞

(𝑇, 𝑣𝑁)  به توزیع ایستا روی𝐻 کـه بـرای ،𝑣𝑁  هـر ثابـت روی

وضـوع، قضـیه کند. این مدرخت فراگیر یکنواخت است، میل می

 کند.را ثابت می 38

توان خطـای با مشاهده این قضیه، بدیهی است که بسرسیم آیا می

را نادیـده قـدم  𝑁هـا در راسناشی از عدم امکان ملاقات همـه 

ایـن رو  ازموضوع به راحتی قابل تشـخیص اسـت.  گرفت؟ این

تر طـولانیشاید در بعضی موارد لازم است که پرسـه زدن کمـی 

تـوان در یـک پرسـه زدن تصـادفی روی طور کلی، می باشد. به

را تعریف کرد. توقف  قاعده مارکوف(، زنجیر )یا صمشخ گراف

آغازین معلوم  راس )با گراف یک روی تصادفی زدن پرسه هر در

𝑢،) بنابراین کند. را تعیین می« حرکت» یا «ایستادن» توقف، قاعده

و ایسـتد صادفی میهر پرسه زدن ت 3ل )الف( در نهایت با احتما

رسـه زدن تصـادفی در آن توقـف کـرده، ی که پراس)د( توزیع 

های توقف تصادفی که پرتـاد سـکه ایستا است. همچنین قاعده

                                                             
1 Rooted tree  

 کند را نیز شرذ خواهیم داد.چگونگی توقف را تعیین می

کامـل هـای هـا و گـرافدهد که در مدارمیاولین مثال بالا نشان 

ه ارائه پاسخی برای حل مسال« 1هملاقات شد راسآخرین »قاعده 

آغازین نیـز باشـد، بایـد در آن  راسدهد )اگر بخواهیم شامل می

تغییراتی ایجاد کنیم(. در مواردی شبیه مثال دوم قصد داریم زمان 

قصد داریم بعـد  از موارد قبلی مستقل سازیم: صرفارا  𝑁 1توقف

واهیم خـتوقف کنـیم، امـا می 𝐺های گراف راساز ملاقات تمام 

نیز به عنوان یک پرسـه زدن را  راسبرگشت به عق  از آخرین 

له کلی در رابطه با این مسا طرذ یک ادامه در م.کنی حف  تصادفی

 ارائه خواهیم داد.

 𝑣 راساهمیت مثـل تولیـد البته باید مراق  باشیم و از قواعد بی

در بـار اول  𝑣 راساز توزیع ایستا و یا توقـف بعـد از مشـاهده 

های بـدیهی وجـود حلد این راههیز کنیم. هیچ شهودی برای رپر

هـدف ی را که مـورد اسـتفاده کلـی نیسـتند ندارد اما باید قواعد

توزیع ایستا استفاده  مورد در 0پیشین دانش از خصو  به گرفت،

 نشود.

وجـود های مـارکوف کلـی قواعد توقف تقریبا برای همه زنجیر

شـود کـه م تصادفی طرذ مـییک الگوریت [53]مرجع  در دارند.

ناپذیر متناهی نجیر مارکوف تحویلاز توزیع ایستا از زعنصر یک 

جعبـه »کند که فقط به یـک وضـعیت نیـاز دارد و یـک تولید می

این  که وضعیت را به عنوان ورودی پذیرفته و یک گام از «5سیاه

یـک قاعـده توقـف  [51]مرجـع  درکنـد.  6سازیوضعیت شبیه

یـک ها، اد وضـعیتشود که تنها با دانستن تعـدیتصادفی ارائه م

ناپذیر را تولید مارکوف تحویلزنجیر  هر در ایستا توزیع از عنصر

 است. قطعی قاعده این زنجیر، بودن اینادوره فرض تحت .کندمی

با این نتیجه بـه بررسـی مـواردی کـه زنجیـر برای آشنایی بیشتر 

های کلی )نـه همـه حالتپردازیم. رکوف دو وضعیت دارد، میما

در ( [53]مرجـع  ها( که ساختار بازگشـتی دارد )شـبیه بـهحالت

 داده شده است.شرذ  ادامه

                                                             
2 Last node visited  
3 Stopping time 
4 Priori knowledge 
5 Black box 
6 Simulate 
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,𝑣0 دنباله 𝑣1, 𝑣2, پذیر برگشت اینادوره مارکوف زنجیر یک را …

,𝑢}های با وضعیت 𝑣} پـذیری یعنـی برگشـتگیریم. در نظر می

ای بودن یعنی مثبت هستند. نادوره 𝑝𝑣𝑢و  𝑝𝑢𝑣های انتقال احتمال

همیشه مثبـت اسـت. بـه  𝑝𝑣𝑣و  𝑝𝑢𝑢های حداقل یکی از احتمال

 های داده شده را بررسی کرد:توان ایستایی توزیعراحتی می

(339) 𝜋(𝑢) =
𝑝𝑣𝑢

𝑝𝑢𝑣 + 𝑝𝑣𝑢
, 𝜋(𝑣) =

𝑝𝑢𝑣
𝑝𝑢𝑣 + 𝑝𝑣𝑢

. 

بـدون توانـد کنـیم مـیمیادفی که در ادامه بیان قاعده توقف تص

,𝑣0و فقط با مشاهده دنباله  𝜋(𝑖)یا  𝑝𝑖𝑗دانستن مقدار  𝑣1, 𝑣2, … 

 کند:تولید می 𝜋یک عنصر تصادفی از 

𝑖دهیم میآمد قرار  شیر اگر سکه پرتاد اول: قاعده = ؛ در غیر 0

𝑣𝑖را اولین اندیس برای هر  𝑖این صورت  ≠ 𝑣0 دهیم. قـرار مـی

𝑣𝑖+1اگر  ≠ 𝑣𝑖  بود خروجی𝑣𝑖+1  اسـت؛ وگرنـه𝑖 + عنصـر  1

 کنیم.اول را نادیده گرفته و دوباره تکرار می

سـازی از توانید برای شـبیهید، میاگر پرتاد سکه را دوست ندار

 قطعی است. ف استفاده کنید، این قاعده کاملاخود زنجیر مارکو

𝑖اولین جفت : دومقاعده  < 𝑗 هـای زیـر را مشـخص با ویژگـی

 کنیم:می

(314) 
𝑣𝑗 = 𝑣𝑖 , 
𝑣𝑗+1 ≠ 𝑣𝑖+1, 
𝑣𝑗+2 ≠ 𝑣𝑗+1. 

 .رخ دهد 𝑣𝑖از تعداد دفعات فرد قبل از  𝑣𝑖وضعیت 

 هیچ عنصری نباشد. 𝑣𝑗و  𝑣𝑖بین 

 است. 𝑣𝑗+2خروجی 

...  های اول و دوم ورسد، به بخشمی رنظ به مبهم روش این اگر

هـای اول تـا شـاخصداشته باشید؛ با وقوع یک جفت بـا  توجه

1 احتمال با 𝑣𝑗+1 چهارم،  ها باشد.وضعیت از یک هر تواندمی ⁄2

دانـیم نمـیحتـی بـرد. ده توقف بالا زمان زیادی مـیطراحی قاع

ای در پرسـه زدن تصـادفی چندجملـههـا در متوسط تعداد قـدم

حداکثر زمان دسترسی چقدر است، چه رسد به زمـان آمیختگـی 

به صـورت لگـاریتمی باشـد(. از  𝑛دانیم ممکن است در )که می

کنیم،  استفاده کلی محاسبات از باشیم داشته جازها اگر دیگر طرف

طـور متوسـط تعـداد ن به قاعده توقفی دست یافت که به توامی

پرسه زدن قصد داریم یک  باشد. 𝜏 آمیختگی زمان برابر دو هاقدم

یـک سـکه اریـ  گام شروع کنیم، به ایـن منظـور  𝜏تصادفی با 

𝜋(𝑣𝜏)کنیم، با احتمـال پرتاد می 2𝑃𝜏(𝑣𝜏)⁄  بـا توقـف کـرده و

1 احتمال − 𝜋(𝑣𝜏) 2𝑃𝜏(𝑣𝜏)⁄ فراموش کرده  را قبل هایوضعیت

کنـیم و شـروع مـی 𝜏ی بـه طـول یک پرسه زدن تصادف 𝑣𝜏و از 

بعد توان دید احتمال اینکه راحتی می به دهیم.می ادامه طورهمین

 𝜋(𝑣)است کـه بـه  𝑘𝜋(𝑣)−2توقف کنیم برابر  𝑣دوره در  𝑘از 

 است. 2𝜏ها شود. همچنین متوسط تعداد قدماضافه می

این  است. توقف قاعده از ساده (نسبت )به نوع یک 3آستانه قاعده

:𝑡قاعده با تابع  𝑉 → ℝ+ شود که وابسـته بـه نقطـه مشخص می

 کند:صورت زیر عمل میاست و به  𝑣0آغازین 

  اگر𝑡(𝑣𝑘) ≤ 𝑘 کنیم؛توقف می 

  اگر𝑡(𝑣𝑘) ≥ 𝑘 +  کنیم؛حرکت می 1

  اگر𝑘 < 𝑡(𝑣𝑘) < 𝑘 + پرتـاد باشد یک سـکه اریـ   1

𝑡(𝑣𝑘)کرده و بـا احتمـال  − 𝑘 کنـیم امـا بـا مـی حرکـت

𝑘احتمال  + 1 − 𝑡(𝑣𝑘) ایستیم.می 

 𝑣ها برای قاعده آستانه بهینه بـا نقطـه آغـازین متوسط تعداد قدم

 :برابر با

(313) 𝜏∗ = max𝑢𝐻(𝑢, 𝑣) −∑ 𝜋(𝑢)𝐻(𝑢, 𝑣)
𝑢

 

است. طبق شرذ قاعده توقف با استفاده از زمان آمیختگی نتیجـه 

∗𝜏 شود کهمی ≤ 2𝜏، یرا در تعریف زمـان آمیختگـی ز𝜏 مقـدار ،

1ثابت انتخابی دلخواه   ∗𝜏وجود دارد در حـالی کـه تعریـف  ⁄2

 را زمان آمیختگی بنامیم. ∗𝜏 کمیت که است بهتر است، «متعارف»

جا که قاعده توقف بهینه دارای خوا  خوبی است، انتظـار از آن

صـورت آسـتانه بـه آمد داشته باشد. تـابع د که اجرایی کاررومی

د، اما به اندازه کـافی خـود نیسـت، شوای محاسبه میچندجمله

صـورت هایی کـه بـه ن قوانین را روی گرافزیرا قصد داریم ای

شوند، اعمال کنیم. با ایـن وجـود شـرذ قـوانین نمایی بزرگ می

ختگـی آمیاجرا با متوسط زمان قابل قیاس که توقف ساده و قابل 

شـوند را صورت نمایی بزرگ میکه به  هاییتقریبی روی گراف

 دهد، مورد توجه است.به دست می

                                                             
1 Threshold rule  
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قبیـل اولـین زمـان های پرسه زدن تصادفی از غیرمتدر این مقاله، 

در گراف، اولین )آخرین( زمـان اصـابت بـه  راساصابت به یک 

های گراف، میـانگین زمـان راسای از مجموعه )از( زیرمجموعه

آمـد،  ون دسترسی )زمان اصابت(، زمان رفت ، زماهبیشیناصابت 

زمان پوشش، زمان پوشـش و بازگشـت، نـرخ آمیختگـی مـورد 

های نظریه گـراف به کمک شاخهبررسی و تحلیل قرار گرفت و 

درخـت فراگیـر، های تصادفی و همچنین ابـزاری نظیـر یندو فرآ

معرفـی شـد. غیرهـا های مناس  برای ایـن متمقادیر ویژه و کران

حتـی غیرهـای پرسـه زدن تصـادفی و شاهده شد، در برخـی متم

توانـد کارسـاز های متناظر، اسـتفاده از تقـارن میمحاسبه احتمال

هـای رغیمتغییر در برخی باشد. اضافه کردن یک یال به گراف و ت

پرسه زدن تصادفی از مطال  دیگری بود که مورد بررسـی قـرار 

آمـد  وو زمان رفت  ردهای کران زمان پوششگرفت. یکی از کاب

در شاخه علوم کامسیوتر به ویژه مدیریت رمزگذاری برای شـبکه 

زمـان دو پرسـه است. در این حالت، پس از شروع هممحاسبات 

کشـد تـا دت زمانی که طول میزدن تصادفی روی یک گراف، م

یکدیگر برخورد کنند و همچنین ارائه روشی  به زدن پرسه دو آن

تا حد ممکن، دو مقوله پژوهشی قابل برای جلوگیری از تصادف 

توجه برای محققان هستند. طرذ رمزگذاری مجوزی برای حمل 

ط پردازنده آن، برای انجام برخی از امور است و در هر زمان فقـ

جا، هدف یافتن متوسط کند. در اینیک پردازشگر آن را حمل می

ذاری گرمز اختلاف، چند با پردازشگر دو که است حالتی در زمان

طور تصادفی از آن عبور کرده تا به دو رمز را برعهده داشته و به 

از آن سامانه بـه حالـت نرمـال بـاز خواهـد  برخورد کنند و پس

های انتقال به جز حالتی کـه که ماتریس احتمالگشت. نظر به این

توان آن را بـا گراف منتظم است، یک ماتریس متقارن نیست، می

طی، به یک مـاتریس متقـارن های موجود در شاخه جبر خروش

هـا و قضـیه تبدیل کـرد و بـا اسـتفاده از نظریـه طیفـی ماتریس

پیرون نشان داد که توزیع حدی زنجیر مـارکوف بـه -فروبینیوس

هـای مقدار آغازین وابسته نیست و همچنین حد ماتریس احتمال

ای برای تعداد مراحـل زیـاد بـه یـک مـاتریس انتقال چندمرحله

هستند. آن توزیع ایستای زنجیر  سطرهای که کندیم میل تصادفی

تری در روابط بین پرسـه زدن تصـادفی و در ادامه، مطالعه عمیق

هـای طیفـی مقادیر ویژه و فرمول رویکردها با استخراج از طیف

آمد و همچنین یافتن  وزمان رفت  و دسترسی زمان محاسبه یبرا

دسترسـی بـه د غیرها، آغاز گردیده و ثابـت شـکران برای این مت

در نـرخ  مقـادیر ویـژه رویکردتر است. های دورتر، سختهدف

این مقاله به این مهم پرداخته شد.  در که دارد کاربرد نیز آمیختگی

که الکتریکی در نظر گرفته شـد، به عنوان یک شبگراف در ادامه، 

دهـد. اگـر ، یک واحد مقاومت را نشان میراسطوری که هر به 

وارد  راسیک که از  ایگونه به باشد، جاری افرگ در الکتریسیته

دیگر خارج شود، با تعریف ولتاژ )به عنوان یـک تـابع  راسو از 

اس  با ثابت صورت فنرهای متن)به  گراف هاییال و هارمونیک(

محاسبه شدند. به جز  هاراسآمد بین  وزمان رفت  واحد(، هو 

میختگــی، از مقــادیر ویــژه بــرای محاســبه نــرخ آروش اســتفاده 

ازی و میزان رسانایی معرفـی شـدند. در سهای نظیر جفتروش

ــه مهم ــا ب ــاربرد انته ــرین ک ــی ت ــادفی در طراح ــه زدن تص پرس

گیری بـا پرسـه زدن تصـادفی بـه های کاربردی و نمونهالگوریتم

قـوانین و حجـم محاسـبات، صـافی متـروپلیس و  ویژه شمارش

های همبند و گرافیان مشاهده شد، برای توقف اشاره شد. در پا

توزیع زنجیـر مـارکوف بـه یـک توزیـع ایسـتا میـل نادوبخشی، 

های منـتظم، ایـن توزیـع ایسـتا بـه صـورت فکند. برای گرامی

در پرســه زدن تصــادفی، بعــد از  راسهــر یکنواخــت اســت و 

 تعدادی گام، سرانجام به توزیع یکنواخت میل خواهد کرد.

  

نند که هیچ تعـارض منـافعی کتعارض منافع: نویسندگان اعلام می

 ندارند.
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