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. در ردي  گ یقرار م   یمورد بررس ژهیو ری. سپس روابط مقادشوند یم ليتحل یپرسه زدن تصادف یمقاله پارامترها نیدر ا :چكيده

 نيشرح داده خواهد شد. همچن یكيالكترون یها . سپس کاربرد در شبكهشود یم نييتع یاصل یپارامترها یکران برا کی انيم نیا

به  یبرا یكیزيف یآوردها . دستشود یشبكه محاسبات ذکر م یبرا یرمزگذار تیریمددر  ژهیبه و وتريدر علوم کامپ ییکاربردها

و  یپرس ه زدن تص ادف   یک اربرد  یه ا  تمیالگ ور  انی  . در پاش وند  یبه کار برده م یدر پرسه زدن تصادف یجیدست آوردن نتا

 خواهند شد. انيب یبا پرسه زدن تصادف یريگ نمونه
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Abstract: In this article, random walk parameters are analyzed. Then the relations of eigenvalues are 
examined. Meanwhile, a limit is set for the main parameters. Then the application in electronic networks 
will be described. Also, applications in computer science are mentioned, especially in encryption 
management for computing network. Physical achievements are used to obtain results in random walks. At 
the end, the applied algorithms of random walk and random walk sampling will be described. 
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 مقدمه .1

های  پرسه زدن تصادفی روی گراف، یک دنباله تصادفی از رأس

گراف است که شروع حرکت از یک نقطه دلخواه بوده و سپس 

یک همسایگی از آن نقطه به تصادف انتخاب شده و بعد از 

شود. پرسه زدن ار میحرکت به نقطه جدید، عمل مذکور تکر

پذیر است. در تصادفی یک زنجیر مارکوف متناهی برگشت

حقیقت، تفاوت زیادی بین پرسه زدن تصادفی روی گراف و 

دار باشند، ها وزنزنجیر مارکوف متناهی وجود ندارد. اگر یال

صورت یک پرسه زدن  توان بههای مارکوف را میهمه زنجیر

طور مشابه، زنجیر  ن داد. بهدار نشاتصادفی روی گراف جهت

صورت یک پرسه زدن  توان بهپذیر را نیز می مارکوف برگشت

تصادفی روی گراف بدون جهت و زنجیر مارکوف متقارن را 

صورت پرسه زدن تصادفی روی گراف متقارن منتظم نشان داد.  به

نویسی در این مقاله، نتایج انواع پرسه زدن تصادفی فرمول

 شود. می

های ریاضی و فیزیک تصادفی در بسیاری از مدل پرسه زدن

شود. برای مثال بُر زدن یک دسته کارت را در نظر وارد می

های آن جایگشت هر بگیرید. گرافی را در نظر بگیرید که رأس

اند، مجاور دسته باشد و هر زوجی که با هر بار برُ زدن آمده

یکدیگر باشند که این به نحوه برُ زدن وابسته است. تکرار این 

دهد  حرکات، یک پرسه زدن تصادفی روی گراف را تشکیل می

. حرکات براونی گرد و غبار در یک اتاق نیز یک پرسه زدن ]11[

های مکانیک آماری نیز شامل تصادفی است. در برخی موارد مدل

نظریه کلاسیک پرسه زدن تصادفی، پرسه زدن تصادفی هستند. 

های فقط شامل پرسه زدن تصادفی ساده بود و در مورد گراف

ها تحقیقاتی رفتار کیفی آن ها و مطالعهنامتناهی مثل شبکه

صورت نگرفته بود. برای مثال در نظریه کلاسیک سوالاتی نظیر 

که آیا با احتمال یک، پرسه زدن تصادفی به نقطه شروع خود  این

دهد، نهایت رخ میگردد و آیا این برگشت در بیمی زبا

کند که در یک پرسه زدن ثابت می ]11[جواب مانده بود. پولیا  بی

2dبعُدی، اگر  –dتصادفی در شبکه   نهایت، و  باشد در بی

3dبرای    با تعداد متناهی حرکت، به نقطه شروع خود باز

. برای مشاهده نتایج بیشتر در پرسه زدن تصادفی ]11[گردد می

 هایرا ببینید. کاربردهای زنجیر ]22[وی گراف نامتناهی ر

سازی  آزمایی مدل مارکوف در هوش مصنوعی و راست

سازی  ها در مدل و کاربرد آن ]11[های کامپیوتری در  سیستم

مورد بررسی قرار گرفته  ]15[سازی انتشار ویروس در  ی شبیهبرا

در رابطه با پرسه زدن  ]11[همچنین مطالعه مرجع   است.

و در مورد پرسه زدن  ]11[تصادفی و زنجیر مارکوف متناهی 

تواند مفید  می ]54،12[های الکترونیکی مطالعه  تصادفی و شبکه

 یهاریزنج یرا برا یزبان متفاوت یکیالکتر یها شبکهباشد. 

به  نشیب لیبه دل دگاهید نیکنند. ا یارائه م ریپذ مارکوف برگشت

 است. دیمف یکیالکتر یها شبکه یکیزیف نیدست آمده از قوان

تر شده است، اما اخیراً، پرسه زدن تصادفی عمومی

های اند و جنبههای متناهی بیشتر مورد توجه قرار گرفته گراف

بیشتری قرار گرفته است. برای مثال، قبل کیفی آن مورد مطالعه 

از بازگشت به نقطه شروع چقدر باید پرسه بزنیم؟ متوسط 

ها را ببینیم؟ که رأس مشخصی یا همه رأس ها قبل ازاین پرسه

اش میل توزیع پرسه زدن تصادفی با چه نرخی به توزیع نهایی

 کند؟می

طور که مشخص است، نظریه پرسه زدن تصادفی به همان

های اساسی های نظریه گراف نزدیک است. ویژگییگر شاخهد

شود، پرسه زدن تصادفی توسط طیف گراف توضیح داده می

ها های الکترونیکی با گرافهمچنین مقاومت الکتریکی شبکه

های متفاوتی برای تعریف گراف وجود . شیوه]7[مرتبط است 

شلیک شود )دارد که اغلب با نام نوعی از انتشار توصیف می

های های توزیع شده و...( که پارامترتراشه، تعادل بار در شبکه

های پرسه زدن تصادفی که در بالا ذکر شد، اساسی آن با پارامتر



 

 

ای برای مشابه است. همه این روابط مفید هستند، هم وسیله

مطالعه و هم فرصتی برای کاربرد پرسه زدن تصادفی را فراهم 

این مقاله، بیشتر توجه خود را به ارتباط کنند. با این حال در می

 .  ]54،12[کنیم های الکترونیکی معطوف میمقادیر ویژه و شبکه

های اخیراً مباحث پرسه زدن تصادفی توسط برنامه

تواند به شود. پرسه زدن تصادفی میالگوریتمی انجام می

های بزرگ، تولید عناصر تصادفی در های مبهم مجموعه بخش

های بزرگ و پیچیده، مثل مجموعه نقاط مشبک در مجموعه

ها در یک گراف )که سازیجسم محدب یا مجموعه بهترین جور

توانند در شمارش مجانبی در این اشیاء استفاده به نوبه خود می

ها، با شوند( کاربرد داشته باشد. در این مقاله برخی ازاین کاربرد

 .]8[دهیم می نتایج ساختاری بیشتر را مورد بررسی قرار

بندی مقاله به شرح ذیل است. در بخش دوم مفاهیم  بخش

های پرسه زدن شوند. بخش سوم پارامتر مقدماتی تعریف می

نرخ و  زمان پوشش، زمان اصابت ای یزمان دسترستصادفی یعنی 

برای کران  دهد. سپس یک ی را مورد تحلیل قرار میختگیآم

تقارن و  دامه مباحثی چونشود. در ا تعیین می یاصل یپارامترها

ی مطرح کنواختی وو زمان پوشش  ی، زمان دسترسیزمان دسترس

خواهند شد. در بخش چهارم روابط مقادیر ویژه به خصوص 

مورد  و تابع مولد هافیط ی و همچنینو زمان دسترس هافیط

ی کیالکترون تحلیل قرار خواهند گرفت. بخش پنجم به ارتباط

که  کیو استات کیالکتر هیاز نظر یجینتاها و  روشپردازد و  می

در  یجیبه دست آوردن نتا یبرا شودیادغام م کیزیاغلب با ف

شود. در بخش ششم یکی از  ه میبه کار برد یپرسه زدن تصادف

ها در پرسه زدن تصادفی، یعنی نرخ آمیختگی ترین پارامترمهم

آمیختگی ترین راه محاسبه نرخ گیرد. ساده مورد تحلیل قرار می

ای، استفاده از مقادیر ویژه است، اما نظر های چندجمله در زمان

شوند و  صورت نمایی بزرگ می ها بهکه برخی گراف به این

محاسبه مقادیر ویژه به کمک جبر خطی ممکن نیست، بنابراین 

سازی و میزان رسانایی  ی چون جفتگزین جایهای نیاز به تکنیک

شوند و  ها بررسی میاین تکنیکشود. در این بخش  احساس می

شوند. در پایان هایی در طراحی الگوریتم معرفی میسپس کاربرد

ی به با پرسه زدن تصادف یریگ نمونهدر بخش هفتم بحث 

 نیقوانو  سیمتروپل یصاف ،شمارش و حجم محاسباتخصوص 

 گیرند. مورد تحلیل قرار میتوقف 

 فیو تعار ميمفاه .2

در این بخش به معرفی مفاهیم و تعاریف مورد نیاز پرداخته 

 شود.  می

) 1بندگراف هم , )G V E  را باV n و  2رأس

E m در نظر بگیرید که در آن  5یالV ها  مجموعه رأس

ها )پیونده یا خطوط( است.  مجموعه یال Eها یا نقاط( و  )گره

 گراف، زیدو رأس متما هر نیببند به این معنی است که   واژه هم

ijوقتی  .وجود داشته باشد 1ریمس کی E گوییم ،i  وj 

صورت  یکدیگر هستند و آن را به 2یا همسایگی 1در مجاورت

i j یا) 7درجهدهیم. با طرح این تعریف،  نمایش می 

 های این رأس ، یعنی تعداد همسایگیiرأس یک( 8ظرفیت

)کنند( را با  می برخورد این رأس به که هایی یال )تعداد )d i 

 دهیم.  نمایش می

                                                             
1connected graph 

2node/vertice/knot 

3edge  

4path     

5adjacency 

6
neighborhood  

7degree  

8capacity   



 

 

صورت زیر  را به Gروی گراف  4پرسه زدن تصادفیاکنون 

 :]11[کنیم  تعریف می

از رأس
0v کنیم، اگر در قدم  شروع میtام در رأس

tv  ،باشیم

1 11با احتمال ( )td v 11به همسایه 
tv وضوح  رویم. بهمی

) 15های تصادفی رأس 12دنباله : 0,1,...)tv t   یک زنجیر

از هم گذشته و  ندهیزمان حال، آ است، یعنی به شرط 11مارکوف

تر برای هر  دقیق عبارت بههستند.  11مستقل

0 1,..., , , k Vi j i i   :داریم 

1 1 1 0 0

1

( | , ,...

.

)

( | )

k k k k

k k ij

v v vP j i i i

P jv i p

v

v

  



   

   
 

 0 12ثابت و یا دارای توزیع آغازین 0vممکن است رأس 

 طوری که گیریم، بهدر نظر می tvرا توزیع  tباشد. 

( ) Pr ( ).t ti ob v i   

همچنین 
,( )ij i j VP p  17های انتقال را ماتریس احتمال 

 18کنیم که آن را ماتریس مارکوفاین زنجیر مارکوف تعریف می

های نامنفی  نامند که دارای درایه نیز می 14یا ماتریس تصادفی

                                                             
9random walk 

10probability 

11neighbor  

12sequence  

13random vertices 

14Markov chain  

15independent  

16initial distribution 

17
matrix of transition probabilities  

18Markov matrix 

19Stochastic matrix 

iاست و برای هر  V 1، داریمijj V
p


 ]15[. 

 بنابراین 
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)که در آن    )G ijA A ها با درایه 

1

0 . .
ij

E
A

ij

o w


 


  

با  21را ماتریس قطری Dگویند. اگر  G 21را ماتریس مجاورت

)های قطری  درایه ) 1 ( )iiD d i در نظر بگیرید، داریم

GP DA اگر .G  یک گرافd-تمام باشد )یعنی  22منتظم

این قانون  توان(، میدارند dبرابر با  یکسانیآن درجه  های رأس

پرسه زدن را با معادله ساده
1

T

t tP   ( شرح دادTP 

ام را با tاست( و توزیع نقطه  P 25ترانهاده ماتریس

بنابراین  .]21[دهیم نمایش می vروی 21ای چندجمله

0( )T t

t P  که در آن ،( )T tP  توانt ام ماتریس 
TP

tاست. احتمال 

ijp از یعنی با شروعi با ،t  قدم به نقطهj 

شود نشان داده می tPام ماتریس ijرسیم که در درایه می

]15[. 

                                                             
20adjacency matrix 

21diagonal matrix  

22
d-regular  

23transpose of a matrix 

24multinomial 



 

 

 21ناشدنی ناپذیر یا تحویل را تحویل یک زنجیر مارکوف

گویند، هرگاه هر دو وضعیت فرایند در دسترس یکدیگر باشند، 

وجود  t، عدد صحیح نامنفی jو  iدیگر برای هر  عبارت به

)طوری که  داشته باشد به ) 0t

ijp  ]15[. اگر 

 ( )( ) 1 | 0t

iiT i t p   

مارکوف با  ریکه امکان بازگشت زنجباشد  مجموعه مراحلی

، بزرگترین وجود دارد هیاول تیبه موقع iشروع از وضعیت 

) 22علیه مشترک مقسوم )T i زنجیر مارکوف گویند و  27را دوره

gcdآن را با  ( )id T i دهند. زنجیر مارکوفی که  نشان می

idدوره آن برابر با  1 15[ نامند 28ای باشد، را نادوره[. 

است،  24منتظم باشد، زنجیر مارکوف متقارن Gاگر گراف 

هستیم،  vوقتی در رأس  uبه این معنی که احتمال انتقال به 

هستیم برابر است. برای  uوقتی در  vبا احتمال انتقال به 

51گراف نامنتظم
G51پذیری ، این ویژگی، با ویژگی برگشت 

، یعنی دنباله 52روشود. یک پرسه زدن تصادفی پس می ینگز جای

0پرسه زدن تصادفی  1( , ,..., )tv v v  0کهv  دارای توزیع

است را در نظر  tدارای توزیع  tvاست و هر  0آغازین 

0روی دنباله  Qبگیرید. حال توزیع احتمال  1( , ,..., )tv v v  را

Qکنیم،  55آوریم. اگر دنباله را معکوس به دست می   توزیع

                                                             
25irreducible 

26greatest common divisor 

27period  

28aperiodic 

29symmetric 

30irregular graph 

31reversibility 

32backward random walk 

33reverse 

پذیری، یعنی توزیع احتمال دنباله جدید خواهد بود. برگشت

Qاحتمال    با هر توزیعی که از پرسه زدن تصادفی با شروع از

t پرسه زدن  دیگر عبارت به. ]11[ آید، برابر استبه دست می

تصادفی 
0 1( , ,..., )tv v v پذیر است، هرگاهبرگشت 

0 1 1 0( , ,..., ) ( , ,..., )
d

t t tv v v v v v 

که در آن 
d

 51بودن دو بردار تصادفی 51توزیع دهنده هم نشان 

0 1( , ,..., )tv v v  1و 0( , ,..., )t tv v v  است و در این حالت

10برای همه مقادیر  , ,..., ni i i :داریم 

10 0

1 010

1, ,...,

, ..., .

( )

( )t

t

t

t

t

P

P

v v vi

v v

i i

i ivi 

   

  
 

0های در حالت کلی، توزیع 1, ,...  اند. با یکدیگر متفاوت

)مانا یا پایا( است، اگر  52ایستا 0گوییم توزیع  Gدر گراف 

1 0   ،باشد، یعنی توزیع آغازین و توزیع مرحله اول فرایند

0tت برای هر توزیع هستند. در این صور هم  ،0t  

است، یعنی توزیع فرایند در تمام مراحل با توزیع آغازین، 

یکسان است. به این پرسه زدن، پرسه زدن تصادفی ایستا )مانا( 

هایی که اتصالات بیشتری   دهد رأس  گویند. شواهد نشان می می

شوند. یعنی، زمان گذرانده شده   دارند، با احتمال بالا ملاقات می

این موضوع، در نظر  است. vوابسته به درجه  vدر رأس 

ها را که وابسته به درجه   گرفتن یک توزیع روی رأس

، اگر فرض کنیم توزیع رو ازاینکند.   هاست، پیشنهاد می  رأس

توان ایستا متناسب با درجه رأس باشد، با یک محاسبه کوتاه می

)، توزیع Gگراف  نشان داد که برای هر )

2
( )

d v

m
v  

 ایستاست، زیرا
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identically distributed 

35random vector 

36stationary 



 

 

 d( ) 1
2 d( )\

1
2 \

d( )

2

( ) ( )

1

.

v wvw

w

m ww v

m w v

v

vm

P w P 









 






 

دارای توزیع  Vخصوص اگر گراف منتظم باشد،  به 

است که این حقیقت را در انتهای همین بخش نشان  57یکنواخت

توان نشان داد که توزیع ایستا، خواهیم داد. به سادگی می

 بند استفاده کنیم.( یکتاست. )در اینجا باید از گراف هم

 های انتقال  با ماتریس احتمال 58زنجیر دو وضعیتی

1 2

1

2

1

1

p p
P

q q

 
  

 

 

 54دار توان به عنوان پرسه زدن تصادفی روی گراف وزن را می

شود توزیع ایستا برابر است با  بیان کرد. به راحتی ثابت می

 ,
q p

p q p q


 
. 

-nبه عنوان مثال دیگر، پرسه زدن تصادفی روی گراف 

است(، با  2که درجه هر رأس آن ی گراف همبند) 11دوری

 های انتقال زیر را در نظر بگیرید: ماتریس احتمال

, 1 mod ,

1 , 1 mod ,

0, o.w.

ij

p j i n

p p j i n

 


   



 

ناپذیر است و در  این مثالی از یک زنجیر مارکوف تحویل

 ،iزوج باشد، برای هر  nحالتی که 

                                                             
37uniform distribution  

38
two-state chain 

39weighted graph  

40n-cyclic 

 ( )

gcd ( )

gcd 1 | 0 2

i

t

ii

d T i

t p



   
 

 ،iفرد باشد، برای هر  nو در حالتی که 

gcd ( )id T i 1 

ای هست. در این مثال،  که در این حالت زنجیر مارکوف، نادوره

توزیع ایستا، یک توزیع یکنواخت است و پرسه زدن تصادفی 

1برای 
2

p  است. پرسه زدن تصادفی  11پذیر زمانبرگشت

 jو  iپذیر زمان است، اگر روی گراف، برگشت 12ساده

 مجاور )همسایه( باشند. در این صورت

  

  

( ) 1
2 ( )

1
2

( ) 1
2 ( )

( )

( ) .

d i

ij m d i

m

d j

m d j

ji

i p

j p













 

0ijهمسایه نباشند،  jو  iاگر  jip p  ]15[ برای .

1
2

p خواهد شد. برای مثال، اگر  15، پرسه زدن اریب
1
2

p ها از انتقال 11، فراوانیi  1بهi   بیشتر از فراوانی

1iانتقال از    بهi .خواهد بود 

پرسه زدن تصادفی ساده روی یک گراف حالت خاص از 

برای  1های   دار، با وزن  پرسه زدن تصادفی روی یک گراف وزن

دار، همانند   هاست. توزیع ایستا برای یک گراف وزن  همه یال

یک رأس  vدار است. اگر   توزیع ایستای یک گراف غیروزن

نقطه انتهایی  vاست، اگر  vباشد، گویند یک رأس واقع به 

( گویند، 12)سوُدار یا دیگراف 11داریال باشد. گرافی را جهت

                                                             
41time-reversible 

42simple random walk 

43
biased 

44frequency 

45directed graph 



 

 

های آن جهت و سو داشته باشند. پرسه زدن تصادفی  هرگاه یال

 ان است. در حقیقتپذیر زمدار، برگشتهای جهتروی گراف

تواند به عنوان یک پرسه پذیر، میهر زنجیر مارکوف برگشت

 دار در نظر گرفته شود.زدن تصادفی روی گراف جهت

های  پذیر با ماتریس احتمالبرای زنجیر مارکوف برگشت

های یال دادن وزن، با اختصاص و توزیع ایستای  Pانتقال 

 ( , ) ( ) ijw i j i pدار روی فضای ، یک گراف جهت

ها، سازیم. با این انتخاب از وزن)فضای حالت( می 17وضعیت

با  jبه  iدار از وضعیت گراف وزن زدن تصادفی روی پرسه

 کند:احتمال زیر حرکت می

( )( , )

( , ) ( )

( )

( )
.ij

j

v

v

ij

iv

i

i

v

v

i pw i j

w i v i p

pi

i p
p










 

 


 

)دار با تابع وزن بر عکس، روی یک گراف وزن , )w i j ،

 های انتقال زنجیر مارکوف مربوطه با قرار دادن ماتریس احتمال
( , )

( , )
v

w i j

ij w i v
p 


 iهای که در آن جمع روی همه همسایه 

 آید. توزیع ایستا برابر است بادست میاست، به

( , )

( , )
( ) .y

x y

w i y

w x y
i



 

 

 توان بررسی کرد کهمی

( , )
( , )

( , ) ( , )

( , )

( , )

( , )
( , )

( , ) ( , )

( )

( )

y

x y y

x y

y

x y y

w i y
w i j

ij w x y w x y

w i j

w x y

w j y
w i j

jiw x y w j y

i p

j p
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47state space 

به عنوان مثال، اگر  پذیر زمان است.بنابراین زنجیر، برگشت

های  پذیر زمان دارای ماتریس احتمالزنجیر مارکوف، برگشت

 انتقال زیر باشد:

0 4 / 5 1/ 5 0

4 / 6 1/ 6 1/ 6 0

1/ 4 1/ 4 0 1/ 2

0 0 2 / 3 1/ 3

a b c d

a

b

c

d

P

 
 
 
 
 
 

 

 شود:   صورت زیر محاسبه می دار مربوطه بهگراف وزن

 توزیع ایستا برای این زنجیر عبارتست از

 5 /18,6 /18,4 /18,3 /18 .  

)های کمیت ) iji p را در یک ماتریس )غیرتصادفی( قرار می

 دهیم:

0 4 /18 1/18 0

4 /18 1/18 1/18 0

1/18 1/18 0 2 /18

0 0 2 /18 1/18

a b c d

a

b

c

d

R

 
 
 
 
 
 

 

)که در آن  , ) ( )ij ijr w i j i p  این ماتریس متقارن .

ها طوری که همه وزن به 18ها در است. با ضرب کردن درایه

 .]15[ شوددار محاسبه میصحیح شوند، گراف وزن

 عهبه دو مجمو شیها سأکه ر گویند 18یدوبخش ی راگراف

س از أر کیاز آن گراف،  الیکه هر  شود میتقسبه نحوی مجزا 

طور  . بهکندمتصل  دوممجموعه س از أر کیرا به  مجموعه اول

)گراف معادل،  , )G V E میبتوانهرگاه  ،است یدوبخش V 

که  میکن میقسای ت به گونه Wو  Uرا به دو مجموعه مجزا 

را به هم  Wس از أدو ر ای Uس از أدو ر Eدر  یالی چیه

 ،های توزیع ایستاترین ویژگی. در بیان مهم]25[نکند وصل 

دوبخشی  Gتوان به این موضوع اشاره کرد که اگر گراف  می

                                                             
48bipartite graph/bigraph 



 

 

tنباشد، وقتی   ،توزیع گاه  آن
tv  به توزیع ایستا میل

مقدار(  )ویژه 14آن را با استفاده از مقادیر ویژه برهانخواهد کرد. )

1nکنیم.( در حالتی که در آخر بخش چهارم بیان می   این

 های دوبخشی برقرار نیست. حقیقت برای گراف

پذیری در توزیع ایستا بسیار ساده برگشتنویسی فرمول

i,است. برای هر j V، 

( ) ( )ij jii p j p  

نیز مشهور هستند. یعنی در پرسه زدن  11که به معادلات تعادل

یکسان  iبه  jبا انتقال از  jبه  iتصافی ایستا، انتقال از 

i,( برای هر 1.2است. از ) j E  ،1داریم
2

( ) ij m
i p  .

توان در هر یال، به هر جهت، با تکرار یکسان حرکت  پس می

مراحلی کرد. اگر در یک یال بوده و از آن بگذریم، متوسط تعداد 

کنیم تا دوباره به آن یال برسیم، برابر که در جهت یکسان طی می

 ها یکسان است:است. این موضوع برای همه رأس 2mبا 

باشیم و از آن عبور کنیم، متوسط تعداد  iاگر در رأس 

أس بازگردیم برابر با هایی که باید طی کنیم تا دوباره به آن رقدم
1 2
( ) ( )

m
i d i
  است. اگر گرافG 11منتظم باشد، زمان برگشت 

ها( است. برای اثبات این حقیقت به )تعداد رأس nبرابر با 

i,(، برای هر 1.2توجه به معادلات تعادل و معادله ) j V  ، 
( ) ( )

( ) ( )

i j

d i d j
k

 
  که جمع روی تمام مقادیر  اما نظر به این.   

 است، داریم 1تابع احتمال برابر با 

 1 ( ) ( ) 2
i V i V

i k d i mk
 

      

1که از حل این معادله مقدار 
2m

k  رو ازاینشود.  محاسبه می 

iبرای هر  V  ، ( ) 1
( ) 2

i

d i m


  Gکه برای گراف منتظم  ازاین.   
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eigenvalue  

50balance equations 

51return time  

iرأس، برای هر  nبا  V  ، ( )d i d ها برابر  تعداد یال و   

است با 
2

n dm  در این صورت برای هر ،i V  ،
1

2
( ) d

m n
i   .در گراف منتظم  رو ازاینG زمان برگشت ،

1برابر با 
( )i

n


  .است 

برای هردر پایان، اگر معادلات تعادل برقرار باشند، یعنی 

,i j V ،( ) ( )i j j ii p j p  در این صورت برای هر ،

i V : 

  

( ) ( )

( )

( )

ijj V

ijj V

jij V

i i p

i p

j p

 























 

 دهنده ایستایی زنجیر مارکوف است.  که نشان

 یپرسه زدن تصادف یاصل هایپارامتر .3

پردازیم، که  می های پرسه زدن تصادفیاکنون به معرفی پارامتر

 کنند. ها ایفا می ترین نقش را در شناخت این مدلمهم

های  زنجیر مارکوف پرسه زدن تصادفی روی رأسالف( 

)گراف  , )G V E یعنی ،  
 0t t

v
 

را در نظر بگیرید.  

به  15، اولین زمان اصابت12زمان-برای این فرایند تصادفی گسسته

 صورت را به iیت وضع

{ 0 | }i tT vmin t i  

ای از  زیرمجموعه Aتر، اگر  در حالت کلی .]1[کنند  تعریف می

و  Aفضای وضعیت باشد، اولین زمان اصابت به مجموعه 

 را به ترتیب با Aاز مجموعه  11آخرین زمان خروج
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discrete-time stochastic process 

53first hitting time 

54last exit time 



 

 

{ 0 | }A tT vmin t A  

 و

{ 0 | }A tL vmax t A  

از معیار میانگین  ]12[دهند. در برخی تحقیقات نظیر  نشان می

یعنی  11زمان اصابت ماکسیمال
, ( )i j i jmax E T  نیز استفاده

) 17یا زمان اصابت 12شود. زمان دسترسی می , )H i j متوسط ،

 jکنیم تا به طی می iهایی است که با شروع از تعداد قدم

i,تر برای هر  طور دقیق برسیم. به j V، 

0[ ] [ | ].( , ) i j jH E Ti T ivEj    

iدر حالت خاص، برای هر  V  ،( ) 0iH i  زمان .

 صورت مجموع ، به18وآمد رفت

0 0

[ ] [ ]

[ | ] [ | ]

(( , ) ( , ) , )

ji ij

j i

E T E

i j H i j H j i

v v

T

E T i E T j











 

  

، iهای طی شده که با شروع از شود، یعنی تعداد قدم تعریف می

هایی برای برسیم. روش i، دوباره به jقبل از رسیدن به 

وجود دارد که برای  وآمد رفتتوضیح زمان دسترسی در زمان 

 مراجعه کنید. داریم: ]7،17[توانید به  دیدن جزئیات می

(1.5)  




1
2

( , ) ( , )

( )[ ( , ) ( , )]
u

H i j i j

u u j u i



  

 


 

( با مقادیر ویژه یا 1.5در بخش چهارم و پنجم، فرمول )

 شود. ثابت می 14الکتریکیهای مقاومت فرمول

                                                             
55maximal mean hitting time 

56
access time 

57hitting time 

58commute time 

شود( را  )که از توزیع داده شده آغاز می 21زمان پوششب( 

کنیم.  ها، برای رسیدن به هر رأس تعریف میمتوسط تعداد قدم

بدترین حالت زمانی است که هیچ رأسی برای شروع مشخص 

نشده باشد که در این حالت توزیع آغازین تعریف نشده است. 

سی شروع کنیم که زمان پوشش را در این حالت باید از رأ

صورت  توان به تر می طور دقیق ماکسیمم کند. زمان پوشش را به

زمان تصادفی بازدید همه فضای وضعیت یک زنجیر مارکوف 

تعریف کرد، یعنی 
j jC max T . در  1.5و  5.5در بخش

 21مورد این پارامترها بحث خواهیم کرد. زمان پوشش و بازگشت

 صورت نیز به

0{ | }tC vmin t C v   

 . ]21[شود  تعریف می

یک پرسه زدن  25سرعت همگرایی ،22نرخ آمیختگیج( 

کند. وقتی توزیع گیری میرا اندازه 21اشتصادفی به توزیع حدی

 میکن نییاست که تع نیا یسوال اساس کی ایستا موجود باشد،

. شود یم کینزدایستا  عیبه توز یبا چه سرعت یتصادفپرسه زدن 

tبرای گرافی که دوبخشی نباشد، وقتی   ،
( ) 2t

ij jp d mبه صورت . در این حالت نرخ آمیختگی 

1
( )

2
,

limsupmax j
t

dt

ij m
i jt

p


  

این حد همواره  ،که با توجه به شرط ایستایی شود تعریف می

 .]52[موجود است 

                                                                                                  
59electrical resistance formulas 

60cover time 

61cover and return time  

62
mixing rate 

63convergence  

64limiting distribution  



 

 

های با بخشبرای گراف دوبخشی 
1 2{ , }V V توزیع ،tv 

بین تقریباً متناسب با درجه 
1V ًمتناسب با درجه  و تقریبا

2V 

های دوبخشی نتایج مشابهی دارند، اما کند. گرافنوسان می

تر، کمی با هم متفاوت هستند که پیچیدههای ها در حالت گراف

 گیریم.این موارد را نادیده می

که توزیع  ها، قبل ازاینتوان تعداد قدمزمان آمیختگی را می

tv که  به توزیع یکنواخت میل کند، دانست. به عنوان مثال این

 بزنیم یک زمان آمیختگی 21چه مدت باید دسته کارت را برُ

log)است؟ این عدد تقریباً برابر با  ) (1 )n   است. البته

مقدار دقیق آن وابسته به میزان نزدیکی توزیع، به توزیع 

یکنواخت است. در این بخش تعاریف ابتدایی زمان آمیختگی را 

 پردازیم.بیان کردیم، در بخش ششم به تعاریف پیشرفته آن می

که زمان آمیختگی ممکن است کمتر ذکر این نکته لازم است 

تعداد  22ها باشد. برای مثال در یک گراف گستردهاز تعداد رأس

log)ها برابر با قدم )O n  نماد   .]21[خواهد بود( )O  یک 

در حقیقت  .است 27الگوریتم عملکرد ارزیابی برای کارآمد روش

log)در اینجا  )O n لگاریتمی  زمانی 28نشان دهنده پیچیدگی

کند. به  رشد می لگاریتمی صورت به اجرا الگوریتم است و زمان

از مرتبه  fتوان گفت تابع  صورت دقیق و ریاضی، می

(log )O n  است، هرگاه اعداد حقیقی مانندM  0وx  وجود

0xداشته باشد که برای هر  x ،( ) logf x M n. 

برای شروع، زمان دسترسی را برای دو نقطه از  1.3مثال 

,...,0,1های مسیر رأس 1n  آوریم. ابتدا مشاهده به دست می

)کنیم که زمان دسترسی می 1, )H k k  یک واحد از متوسط

                                                             
65shuffle 

66
expander graph  

67algorithm 

68complexity 

1kزمان بازگشت پرسه زدن تصادفی، با    رأس و با شروع از

طور که اشاره شد، این زمان آخرین رأس، کمتر است. همان

)است، پس  2kبرگشت برابر با  1, ) 2 1H k k k  . 

)صورت ریاضی، مجموعه  برای اثبات این حقیقت به )i 

iتعریف کنید. اگر  iهای رأس را مجموعه همسایه j 

 vسمت همسایه به  iکه در قدم اول، از رأس  باشد، ازاین

 رسیم، داریم:می jرویم و پس از آن به  می

1
( ) ( )

( , ) ( , )

1 ( , ).

1

d

v

i v

i

i

vH i j H v j

H v j

p














 

1iبا قرار دادن  k   وj k  در تساوی بالا، به

 رسیم: رابطه بازگشتی زیر می

1
( 1) ( 1)

1
2

1
2

( 1, ) ( , )

(

]

, )

( 2

(

1

1 [

]

1 [

, )

2, 1)

( 1, )

d k j k
H k k H j k

H k k

H k k

H k k

H k k

  




 

 

 



 





  

، قرار دهید 24برای حل این رابطه بازگشتی

( 1, )k H k ka   که منجر به معادله بازگشتی

1 2 0k ka a    توان این معادله  خواهد شد. به راحتی می

 بااست برابر آن جواب  کهرا حل کرد 

.( 1, ) 2 1ka k kH k   
)حال زمان دسترسی    , )H i k  0با i k n    را در

1kبرسیم، ابتدا باید از رأس  kکه به  نظر بگیرید. برای این  

)ها طور متوسط تعداد قدم بگذریم که به , 1)H i k   خواهد

ها  طور متوسط تعداد قدم برویم که به kد. ازاینجا باید به بو

2 1k  های بعد از خواهد بود. )رأسk امین رأس نقشی در

 صورت مسئله ندارند(. نتیجه به

( , ) ( , 1) 2 1H i k H i k k    

 که با استفاده ازاین جاشود و از آنبیان می
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( 1, ) 2 1H k k k   
 داریم:

2 2
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.
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لازم به ذکر است که این فرمول بسیار شبیه به فرمول حرکت 

. به روشی ]15[است  tو در فاصله  tدر زمان  71براونی

توان حقیقت بالا را ثابت کرد. برای این منظور با  دیگر نیز می

)که  استفاده ازاین 1, ) 2 1H k k k  :داریم ، 

  

1

1

1

( )( 1)

2

2 2
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( 1, )
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)(2 1)
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k i
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H i k H j j
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,0)2توجه کنید که در حالت خاص  )H k k .رو ازاین ،

شروع به  1رأس، با این فرض که از رأس  nدر گرافی با  

حرکت کنیم، زمان پوشش برای هر مسیر همواره برابر با 
2( 1)n   خواهد بود که این مقدار برای رسیدن به رأس

 انتهایی کافی است. 

، k، زمان دسترسی میان دو رأس با فاصله 1.5مشابه مثال 

)، برابر با nبه طول  71اریدر مد )k n k  است. برای تعیین

زمان پوشش در یک مدار، باید توجه کنید که این زمان، همان 

زمان مورد نیاز برای یک مسیر طولانی، با شروع از نقاط میانی، 

1nاین کار ابتدا باید به  است. برای nبرای رسیدن به    نقطه

) طور میانگین  دیگر برسیم که به 1)f n   قدم خواهد بود. در
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71circuit  

1nاین نقطه، یک مسیر با   ایم و بعد به رأس را پوشش داده

رویم. رسیدن به نقطه جدید، به معنی یکی از نقاط نهایی می

رسیدن به یکی از نقاط نهایی، در همسایگی دیگر نقاط انتهایی، 

1nدر یک مسیر با   وضوح این عمل شبیه به  رأس است. به

 nزمان دسترسی بین دو رأس متوالی در یک مدار به طول 

 تشکیل رابطه بازگشتی است، که منجر به

( ) ( 1) ( 1)f n f n n    

)شود و در نهایت می 1)

2
( )

n n
f n


. 

خواهیم زمان دسترسی و زمان در مثالی دیگر می 2.3مثال 

,...,0}های با رأس 72پوشش را برای گراف کامل 1}n  

به  شهر رأس محاسبه کنیم )یک گراف را کامل گویند، هرگاه

باشد(. برای متصل  الی کی هلیبه وس گرید یها سأر یتمام

، باید 1یافتن زمان دسترسی و با فرض شروع از رأس 

(0,1)H که در گام  وضوح احتمال این را به دست آوریم. بهt

برسیم برابر با  1ام به رأس  
1

2 1
1 1

t
n
n n



 

و زمان مورد انتظار  

 برای این رویداد برابر با

 
1

2 1
1 11

(0,1) 1
t

n
n nt

H t n
 


 

   

های کامل، کمی متفاوت و شبیه است. زمان پوشش برای گراف

کند اگر  است. این مسئله بیان می 75آوری کوپن به مسئله جمع

آوری کنید و هر روز کوپن مختلف جمع nشما بخواهید 

صورت تصادفی یک کوپن برای شما فرستاده شود، چه مدت  به

 (.]51[باید منتظر بمانید؟ )برای دیدن جزئیات بیشتر ر. ک. به 

را ملاقات  iرا اولین زمانی قرار دهید که رأس  iدر ابتدا

1کنیم. پس می 2 30 1 ... n         فاصله .

1i i   هایی است که برای رسیدن به رأس جدید تعداد قدم
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)باید طی کنیم که احتمال آن برابر با  ) ( 1)n i n   و از

1 رو ازاینهای قبل مستقل است. قدم
1( ) n

i i n i
E   

 
  .

 است با بنابراین زمان پوشش برابر

1

11

1
1

1

( ) ( )

log .

n

n i ii

n
n
n ii

E E

n n

  








 

 




 

توان های نامناسب را مییک پرسه زدن تصادفی با ویژگی

، طول مسیر 2nصورت زیر شرح داد: در یک دسته با اندازه  به

ای در این هر نقطه iباشد. 2nبرای رسیدن به نقطه انتهایی 

 رو ازاینرا نقطه نهایی در مسیر قرار دهید.  jدسته و 
3( , ) ( )H i j n مشابه با نماد .( )O  دهنده کران که نشان 

) است، نماد مجانبی بالای )  ارائه را مجانبی پایین کران یک 

توان گفت، در اینجا تابع  دهد. به صورت دقیق و ریاضی می می

( , )H i j  3از مرتبه( )n  است، یعنی اعداد حقیقی مانند

M  0وx  0وجود داشته باشد که برای هرx x ،
3( , )H i j Mn در حقیقت برای حرکت از .i  و رسیدن

2طور میانگین  به uبه  1n   قدم نیاز است، پس با احتمال

1 2 n رویم و انتظار ز دسته میبه سمت رأس دیگری ا

توان زمان به همان نقطه بازگردیم، اما می 2nداریم در 

، اگر پرسه زدن 2nگونه استدلال کرد که در مسیر با طول  این

تصادفی را از یکی از نقاط پایانی شروع کنیم، انتظار داریم در 

2n  2زمان به نقطه آغازین برگردیم. در هر بار( )n  قدم

 برای برگشت در مسیر نیاز است.

 یاصل هایکران پارامتر نييتع. 1.3

کنیم، ولی در بخش  های ابتدایی آغاز میاین مبحث را با استدلال

تری ارائه های قویپنجم با استفاده از مقادیر ویژه فرمول

داشتیم با گذشتن از یک  طور که اشاره شد، انتظاردهیم. همان می

 2mکه دوباره به آن یال برسیم برابر با  یال، تعداد قدم برای این

شروع به حرکت کنیم و  iدیگر اگر از رأس  عبارت بهباشد. 

را همسایه نیز نامند(، زمان  jو  iباشد ) jرأس مجاور آن 

برسیم  jiکه دوباره در این جهت به یال  مورد انتظار برای این

، jiبرای دو رأس  وآمد رفتزمان  رو ازایناست.  2mبرابر با 

2m  بین دو رأس با فاصله  وآمد رفتخواهد بود. بنابراین زمان

r  32از یکدیگر، تقریباً برابر باmr n  است. اکنون به اثبات

، یعنی jو  iای هر دو رأس مجاور پردازیم. بر این حقیقت می

ij E کنیم  ثابت می 

 ( , ) ( , ) ( ) 2, mi j H i j H j i    

با احتمال  71شانس ها، هم دانیم احتمال پیمایش همه یال می
1

2m
پرسه زدن در  مشاهده یک یالاوانی فر، رو ازایناست.  

است. بر مبنای این شرط که پرسه زدن،  2mی برابر با تصادف

را طی نموده، زمان مورد انتظار پیمایش بعدی این یال  ijیال 

( ]15[) 71حافظگی است. اما نظر به خاصیت بی 2mبرابر با 

 ریسنظر کرد. م توان ازاین شرط صرف پرسه زدن تصادفی، می

عبور از یال  قبل ندتوا یم ی،تصادف پرسه زدنشده توسط  یط

ij ،از  بار نیچندi و به  گذر کندj .که لذا ازاین برگردد 

، ممکن است است 2m ریمس تمامطول  72انتظارمقدار مورد 

 برگردد. jو به  گذر کند iمرحله از  2mکمتر از  یط ریمس

)بنابراین  , ) ( , ) ( ) 2, mi j H i j H j i   . به عنوان

دوری، با توجه به تقارن، نامساوی اخیر منجر مثال در یک گراف 

 به نامساوی

( , ) ( , ( , ) 2) 2 mH i j H j i H i j   
)و در پی آن  , )H i j m  .خواهد شد 

در این مقاله، یک کران مشابه برای زمان پوشش توسط   

 آوریم. درخت فراگیر، به دست می77تشکیل یک درخت فراگیر

است که شامل همه  یدرخت، دار وزن گراف همبندبرای یک 

شامل شود آن را  یها الی برخیفقط  یول ،گراف باشد های رأس

آن،  یها الیمجموع وزن  با این ویژگی، ها درختتمام  نیبو 
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 ها درشبکه . در مورد کاربرد درختمقدار ممکن باشد نیکمتر

 مفید است.  ]12[سیم، مطالعه مرجع  بی حسگر

پرسه زدن  دار بودن برخی پارامترهاییکی از نتایج مهم کران

ای است. ذکر این نکته ضروری است  تصادفی به یک چندجمله

دار صحیح های جهت که ممکن است این موضوع برای گراف

 نباشد.   

زنیم گراف با کمترین زمان پوشش، گراف کامل حدس می

دیدیم زمان پوشش آن تقریباً  2.5مثال طور که در باشد )همان

logn بابرابر  n  .)بود که از توزیع آغازین مستقل بود 

را  وآمد رفتقضیه زیر برخی نتایج زمان پوشش و زمان 

دهد. کران بالای زمان پوشش و صورت خلاصه توضیح می به

)3زمان دسترسی  )O n .است 

الف( زمان دسترسی بین دو رأس از یک گراف  1.3قضيه 

 :] 2 [رأس حداکثر برابر است با  nبا 

     

       

       

3 24 1 2
27 9 3

3 2 294 1 2
27 9 3 27

3 2 134 1 4
27 9 9 27

1, 0 (mod3)

, 1 (mod3)

, 2 (mod3)

n n n n

n n n n

n n n n

    


   


   

)و مقدار ماکسیمم برای  )n
m

   
2 1

 .]12[افتد  اتفاق می 3

رأسی، با شروع از هر رأس، زمان  nب( در یک گراف 

پوشش حداقل برابر با  1 (1) logo n n  و حداکثر

  34 27 (1)o n  17،21[است[. 

رأس، حداکثر  nج( زمان پوشش برای یک گراف منتظم با 

 .]14[است  22nبرابر با 

بین دو رأس برای هر گراف  وآمد رفتبدیهی است که زمان 

دار است و زمان دسترسی برای گراف منتظم کران 3nبه 

بین دو رأس برای آن گراف به  وآمد رفتو زمان  22nحداکثر 
24n دار است.کران 

در یک گراف  وآمد رفتهیچ کران پایین نابدیهی روی زمان 

بین دو  وآمد رفتتوان یافت: زمان ها نمیبر حسب تعداد رأس

تر از یک گراف کامل دوبخشی رأس در رده رنگی کوچک

2,nK  است. با این حال برای تمام مقادیر  8برابر باu  وv ،

2
( )

( , ) m
d u

u v   توضیح  1.5و همچنین نتیجه  2.5) در گزاره

بین دو رأس در  وآمد رفتداده شده است(. در هر حالت زمان 

تر برای زمان است. وضعیت بد nیک گراف منتظم حداقل 

 صورت زیر باشد: تواند بهدسترسی می

این محدودیت حتی در گراف منتظم هم وجود دارد. گراف 

3dمنتظمی )با هر درجه   را در نظر بگیرید که دارای رأس )

باشد. قرار دهید  u 78برشی 1 2( ) ( )V G V G u   که

1 2G G G   وv  1را رأسی ازG  و متفاوت ازu  در نظر

 vبرابر با زمان دسترسی از  uبه  vبگیرید. زمان دسترسی از 

 است، که مستقل از اندازه گراف است. 1Gدر  uبه 

 یتقارن و زمان دسترس. 2.3

در هر گراف، حتی گراف منتظم، ممکن است زمان دسترسی 

متفاوت  iبه  j، با زمان دسترسی رفتن از jبه  iرفتن از 

باشد. در حقیقت هیچ راهی برای ایجاد کران در یکی ازاین 

موارد توسط دیگری وجود ندارد. برای مثال در آخر بند اخیر 

، ممکن است با vبه  u(، در پرسه زدن از 1.5)انتهای بخش 

1 احتمال حداقل d  2به یک رأسG  وارد شویم، پس باید

بازگردیم و زمان مورد انتظار برای u آنقدر گام برداریم تا به 

)2این رخداد بیشتر از  )V G  است. بنابراین

2( , ) ( )u v V G  تواند یک مقدار به دلخواه بزرگ می

)باشد که مستقل از , )u v .است 

پذیری به نوعی باید رود که زمان برگشتهنوز انتظار می 

ها را نتیجه بدهد. در ادامه دو موضوع را عکس این کمیت
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توان به راحتی با ایم که موضوع نخست را میبندی کرده فرمول

 در پرسه زدن تصادفی بررسی کرد.« روپرسه زدن پس»

و  uدر پرسه زدن تصادفی در یک گراف، اگر  1.3گزاره 

v که با شروع از  دارای درجه یکسانی باشند، احتمال اینu 

که با  را ملاقات کنیم، با احتمال این u ،vقبل از بازگشت به 

را ملاقات کنیم، مساوی  v ،uقبل از بازگشت به  vشروع از 

ها متفاوت باشد، نسبت احتمال vو  uاست. )اگر درجه 

)صورت  به ) ( ) ( ) ( )v u d v d u   ).خواهد بود 

وابسته  1.5داده شده در گزاره  های احتمالبینیم در ادامه می

) وآمد رفتبه زمان  , )u v .گزاره  برهانتوجه کنید که  است

که  بدیهی است، زیرا طبق آن احتمال این 2.5به کمک گزاره  1.5

( را u) u (v ،)v( قبل از بازگشت به v) uبا شروع از 

 ملاقات کنیم برابر با

 1 ( , ) ( )u v u  

( 1 ( , ) ( )v u v ) 

 که است. اما ازاین

( , ) ( , )u v v u  

 داریم vو  uهای  و همچنین به واسطه یکسان بودن درجه

( ) ( )

2 2
( ) ( )

d v d u

m m
v u   .  در  دو احتمال مذکوربنابراین

 شود. ثابت می 1.5با هم برابر هستند و گزاره  گزاره،

که با شروع از  در پرسه زدن تصادفی احتمال این 2.3گزاره 

u  قبل از بازگشت دوباره بهu ،v  را ملاقات کنیم برابر با

 1 ( , ) ( )u v u   .است 

را اولین دفعه  uرا اندازه احتمال در این مسئله،  qاثبات 

را اولین دفعه که  uvگردیم و باز می uبه  uکه با شروع از 

 دانیم گردیم در نظر بگیرید. میباز می uبه  vبعد از ملاقات 

1 2
( ) ( )

( ) m
u du u

E


   

)و طبق تعریف  ) ( , )uvE u v وضوح  . به
u uv   و

را  vوضعیت ، uکه پرسه زدن تصادفی با شروع از  احتمال این

)ملاقات کند، برابر با uقبل از بازگشت به  )i ijq P    

uکه  است. ازاین uv ،  :داریم 

1 ( )

( ) ( )

( ).

u uv

u uv u uv

u uv

q P

P P

P

 

   

 

  

   

 

 

uآن اگر بر  علاوه uv که  ، بعد ازاینu  قدم اول را طی

گردیم.  باز uبرسیم و سپس به  vبه  uکردیم، باید از 

امید ریاضی و همچنین  74طبق خاصیت خطی بودن رو ازاین

 داریم: ]15[ 81استفاده از قانون امیدهای مکرر
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    . 

شرح  ]4[تر برای زمان دسترسی در خاصیت تقارن عمیق

داده شده است. همچنین با مفاهیم ابتدایی، پرسه زدن و ملاقات 

پذیری دهد و برگشترا توضیح می wو  vو  uدر سه نقطه 

 دهد، اما جزئیات آن ساده نیستند.ها را مورد بررسی قرار میآن

 : ]w ]4و  vو  uبرای هر سه رأس  2.3قضيه 
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( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ).

H u v H v w H w u

H u w H w v H v u

  

 
 

یکی از نتایج مهم در رابطه با این ویژگی متقارن، به شرح 

 زیر است:

باشد،  81تواند دارای رتبههای هر گراف میرأس 3.3نتيجه 

گاه باشد، آن vمقدم بر  uطوری که اگر  به

( , ) ( , )H u v H v uتوان با ثابت گذاری را می. چنین رتبه

 ها را طبق مقداربه دست آورد و رأس tنگه داشتن هر رأس 

( , ) ( , )H u t H t u گذاری کرد.رتبه 

 vمقدم بر  uبندی شده  اگر در یک گراف رتبهاثبات 

 باشد، 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )H u t H t u H v t H t v   

 رو ازاینو 

( , ) ( , ) ( , ) ( , ).H u t H t v H v t H t u   

صورت  توان این تساوی را بهمی 2.5با توجه به قضیه اکنون  

( , ) ( , )H u v H v u .بازنویسی کرد 

ها یکتا نیست. اما اگر گذاری یک گراف به واسطه رأسرتبه

را در یک رده قرار دهیم، اگر  vو  uها را افراز کنیم ورأس

( , ) ( , )H u v H v u  ( آن2.5طبق قضیه ،) گاه یک

برای رده این تساوی، مستقل از رأس  82تعریف بندی خوش رتبه

رسیدن "ترین رده های در پایینآید. رأسبه دست می tمرجع 

های در و رأس "ها آسان استها سخت و خروج از آنبه آن

ها سخت آن ها آسان اما خروج ازرسیدن به آن"بالاترین رده 
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بیان شده  1.5بندی ازاین موضوع در نتیجه . بهترین فرمول"است

 است. 

تقارن است که در آن گراف  یگراف، حالت کی 85یختیخودر

حفظ  الی-سأر نیاتصال ب طوری که شود، به می هبه خود نگاشت

)گراف  یختیخودر شود. بنابراین یم , )G V E، کی 

است  V های أساز ر  81یک به تابع یکمانند  81گشتیجا

) برای هرکه  یطور به ), Vu v V   ،uv E  اگر و تنها

)اگر  ) ( ) Eu v   82یختیر کجایگشت، نوعی ی نیو ا 

)گراف  , )G V E  .با تعریف تمام به خودش است

) گراف کی های یختیخودر , )G V E که آن را با ،

( )Aut G گراف  های، به نام دهیم، دو خانواده مهم نشان می

گراف شوند.  تعریف می 88انتقالی-یالگراف و  87انتقالی-رأس

گراف بدون جهت است که در  کانتقالی(، ی-انتقالی )یال-رأس

)یال( س أبه هر ر یختیخودر کیتوسط )یال( آن هر رأس 

)دیگر گراف  عبارت به شود. می هنگاشت گرید , )G V E ،

های  انتقالی( است، هرگاه گروه خودریختی-انتقالی )یال-رأس

)آن، یعنی  )Aut G  به ترتیب رویV (Eبه )  صورت انتقالی

i,کند، یعنی برای هر  عمل می j V  (,i j E ،)

)خودریختی  )Aut G  طوری که  وجود داشته باشد به 

( )i j    ]1[. 

-اگر یک گراف، دارای گروه خودریختی رأس 3.3 نتيجه

)، jو  iانتقالی باشد، به ازای هر  , ) ( , )H i j H j i. 
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که گراف، دارای گروه خودریختی  با توجه به این اثبات

س أبه هر ر یختیخودر کیهر رأس توسط انتقالی است، -رأس

i,و برای هر  شود می هنگاشت گرید j V  خودریختی ، یک

)مانند  )Aut G   وجود دارد که ( )i j   و   
1( )j i   ، jو  i، به ازای هر 5.5طبق نتیجه  رو ازاین.  

( , ) ( , )H i j H j i  و( , ) ( , )H j i H i j  که منجر

)به  , ) ( , )H i j H j i شود.  می 

 و زمان پوشش یزمان دسترس. 3.3

در پرسه زدن تصادفی دارای  وآمد رفتدسترسی و زمان زمان 

های خوب و روابط قابل محاسبه هستند، در صورتی که ویژگی

زمان پوشش به راحتی قابل محاسبه نیست. اما ارتباط تنگاتنگی 

 ]11،57[بین زمان دسترسی و زمان پوشش وجود دارد که در 

 مطرح شده است. 

رأس  nزمان پوشش از هر رأس، در گرافی با  3.3قضيه 

حداکثر  1 1
2

1 ( ) ... ( )
n

    ضرب در ماکسیمم زمان

دسترسی بین دو رأس و حداقل  1 1
2

1 ( ) ... ( )
n

    ضرب

 .]51[در مینیمم زمان دسترسی بین دو رأس است 

تر ی ساده برای کران بالای ضعیفبرهانتوسط ارائه لم زیر، 

22log n کنیم.ضرب در ماکسیمم زمان دسترسی طرح می 

ها که در یک پرسه زدن را متوسط تعداد گام b 1.3لم 

را  hها را ملاقات کنیم و تصادفی بیش از نیمی از رأس

ماکسیمم زمان دسترسی میان دو رأس در نظر بگیرید. در این 

2bصورت  h. 

2برای سادگی فرض کنید اثبات  1n k   عددی فرد

را ملاقات  vزمانی که برای اولین بار  vاست. قرار دهید 

ها رسیده هنگامی که به بیش از نیمی از رأس کنیم و زمان می

1kبرابر با  ،باشیم  امین از بین بزرگترین مقادیر
v  .است

) رو ازاین 1)vv
k   و در پی آن 

 1
1 1

( ) ( ) 2 .n
vk v k

b E E h h 
 

     

شود )ر. ک. به آسان می 5.5، اثبات قضیه 1.5با استفاده از لم 

کند، اگر با عوامل یکسان با بیان می 1.5( در حقیقت، لم ]51[

2h 2ها را ملاقات کنیم، در قدم بیش از نیمی از رأسh  قدم

 ها را ملاقات خواهیم کرد و الی آخر.بعدی نیم دیگر رأس

 یكنواختی. 3.3

Gگراف   را در نظر بگیرید که از اضافه کردن یک یال جدید

ab  به گرافG جایی که این گراف تشکیل شده است. از آن

تر است، انتظار داریم که پرسه زدن تصادفی در آن، مدت متراکم

و  وآمد رفتزمان دسترسی، زمان کمتری طول بکشد و بنابراین 

 گونه نیست.زمان پوشش کاهش یابد، اما در واقعیت این

توان دید که با اضافه شدن یک یال، در ابتدا به سادگی می 

را با  Gیابد. مسیر گیری افزایش میطور چشم زمان دسترسی به

n  رأس و با نقاط انتهایی در نظر بگیرید. فرض کنیدs a  و

t  همسایه یکتایs  باشد. پس زمان دسترسی ازs  تاt  برابر

را اضافه کنیم، با  abیال  با یک است، از طرف دیگر اگر

1احتمال  های بیشتری برداریم، بنابراین زمان ، باید گام2

طور شود. در حقیقت همانبیشتر از یک می tتا  sدسترسی از 

1nکه خواهیم دید تا   رود.بالا می 

 tگونه است که اگر یک یال به ویژگی زمان یکنواختی این

Gدر  tبه  sاضافه شود، زمان دسترسی از   از ،G  بزرگتر

 شود.نمی

طور کلی بهترین رفتار را دارد،  که به وآمد رفتزمان 

یکنواخت نیست. برای مثال، زمان گردش بین دو رأس مخالف 

است، اگر یک اتصال قطری بین دو  8دور برابر با -1در یک 



 

 

کند. اما افزایش پیدا می 11به  وآمد رفترأس ایجاد کنیم، زمان 

ه تقریباً یکنواخت است. )در بخش پنجم در ادامه خواهیم دید ک

 پردازیم.(به اثبات آن می

Gاگر گراف  3.3قضيه    از اضافه کردن یک یال به گراف

G  ایجاد شود و دارایm  بین دو  وآمد رفتیال باشد، زمان

Gرأس در    1حداکثر 1 m  در  وآمد رفتضرب در زمان

)دیگر کمیت  عبارت بهاست.  Gگراف  , )s t m  کاهش

 .]17[کند پیدا نمی

طور خلاصه در مورد یکی از روابطی که هر شخص  به

 کنیم: رخداد آن را دارد، بحث میطور شهودی انتظار  به

، در "کندزمان دسترسی با افزایش فاصله افزایش پیدا می"

کننده است. نتایج زیر نشان حالی که چنین شهودی اغلب گمراه

 .]28[دهد که این مطلب در چه مواقعی صحیح است می

)و  Gگراف  3.3قضيه  )t V G .در نظر بگیرید 

 tهای طور یکنواخت از مجموعه همسایه را به sالف( اگر 

)انتخاب کنیم، مقدار مورد انتظار  , )H s t  ًدقیقا

 2 ( ) 1m d t  .خواهد بود 

انتخاب کنیم،  Vرا با یک توزیع ایستا روی  sب( اگر 

)مقدار مورد انتظار  , )H s t  حداقل 
2

( )2
( ) 2

1
d tm

d t m
  .است

sبنابراین اگر روی  t  شرطی کنیم، مقدار مورد انتظار

( , )H s t  حداقل 2 ( ) 1m d t  .است 

انتخاب کنیم،  Vرا با یک توزیع ایستا روی  tج( اگر 

)مقدار مورد انتظار  , )H s t  2حداقل 1n n   خواهد بود

]28[. 

 برهانقسمت )الف( بیان مجدد فرمول بازگشت است. 

های مقدار ویژه های )ب( و )ج( با استفاده از تکنیکقسمت

توان از قسمت )ب( و )ج( نتیجه شود. به راحتی می انجام می

گرفت که
,max ( , ) 1s t H s t n . 

نشان خواهیم داد که مقدار امید ریاضی در قسمت )ج( 

 ( را نگاه کنید(.5.1است )فرمول ) sمستقل از 

 وآمد رفتکران زمان پوشش و زمان  هایکاربرد. 3.3

 84های پرسه زدن تصادفی در علوم کامپیوترشاید اولین تکنیک

 :]14[صورت زیر باشد  به

)منتظم -dبند گراف هم , )G V E  را در نظر بگیرید

0که  ( )v V G  و فرض کنید در هر رأس در پایان یال، به

 d,...,1,2های کنید که با شمارهرأسی برخورد می

است. یک دنباله مسیر )در این گراف،  41گذاری شده برچسب

صورت  گذاری شده( بهنقطه شروع و نقاط برچسب

1 2( , ,..., ) {1,2,..., }t

th h h d ای که اگر است، به گونه

ام رأسی را ترک iشروع کرده و در قدم  0vقدم زدن را از 

ایم. ها را ملاقات کردهگاه تمام رأسباشد؛ آن ihکنیم که در یال 

ای است که ( دنبالهnو  d)با پارامترهای یک دنباله مسیر کلی 

گونه رأس و با هر  nمنتظم با -dبرای هر گراف 

 کند.گذاری و هر نقطه شروع از تمام نقاط عبور می برچسب

هایی وجود دارد و لازم نیست دنبالهجالب است که چنین 

 پردازیم. خیلی طولانی باشد که در قضیه زیر به این مهم می

2dبرای هر  3.3قضيه    3وn   ،یک گراف منتظم

2مسیر کلی وجود دارد که طول آن  3( log )O d n n .است 

38قرار دهید  اثبات. logt dn n  1و( ,..., )tH h h 

,...,1}طور تصادفی از  که به }td  انتخاب شده است. در گراف
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G گذاری شده، با نقطه شروع مشخص و برچسبH  را پرسه

یک  p ،Hکنیم؛ بنابراین با احتمال زدن تصادفی تعریف می

که در قدم زدن به طول  دنباله مسیر نخواهد بود، که با احتمال این

t ها را ملاقات نکنیم، یکسان است. بر اساس قضیه همه رأس

ها را نیاز داریم تا همه رأسمدت زمانی که در گراف منتظم،  1.5

طبق نامساوی  رو ازایناست.  22nملاقات کنیم حداکثر 

قدم هنوز تمام  24nکه بعد از  ، احتمال این]15[ 41مارکوف

1ها را ملاقات نکرده باشیم کمتر از رأس که  ازآنجااست.  2

قدم بعدی را پرسه زدن تصادفی دیگری در  24nممکن است 

ها را ملاقات  قدم همه رأس tکه بعد از  نظر بگیریم، احتمال این

نکرده باشیم، کمتر از 
2(4 ) 22 t n ndn  .است 

رأس و با  nبا  Gمنتظم -dهای حال تعداد کل گراف

 dnاست )کمتر از  dnnگذاری شده کمتر از های برچسبیال

ها، با در این گراف Hکه  انتخاب در هر رأس( و احتمال این

چند نقطه شروع یک گراف مسیر نباشد، کمتر از 
2 1dn ndnn n    است. بنابراین حداقل یک دنباله به طولt 

 دنباله مسیر کلی است.

ای که در در مورد حل چگونگی مسئله ]4[نتایج موجود در 

 کند:شود، بحث میادامه بیان می

زمان دو پرسه زدن تصادفی بر یک گراف را شروع هم

کشد تا به یکدیگر برخورد کنند؟ بین کنیم؛ چه مدت طول می می

دو پرسه زدن تصادفی اختلافاتی وجود دارد که ناشی از 

ترین حالت را در نظر چگونگی پرسه زدن است. در اینجا بد

حرکت  گیریم، که پرسه زدن تصادفی در هر زمان چگونهمی

 کند، هدف این کار جلوگیری از تصادف تا حد ممکن است. می
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انگیزه این مسئله خود پایداری کردن طرح مدیریت 

رمزگذاری برای شبکه محاسبات توزیع شده است. طرح 

رمزگذاری مجوزی برای حمل پردازنده آن، برای انجام برخی از 

کند. امور است و در هر زمان فقط یک پردازشگر آن را حمل می

گذاری را بر عهده فرض کنید دو پردازشگر با چند اختلاف، رمز

گذرند تا به دو رمز برخورد طور تصادفی از آن می ها بهدارند. آن

گردد. این مدت کنند، پس از آن سامانه به حالت نرمال باز می

 زمان چقدر است؟

)کمیت , )M u v ،که دو  ها قبل ازاینمتوسط تعداد قدم

به یکدیگر برخورد  vو  uپرسه زدن تصادفی با شروع از نقاط 

 کند. واضح است کهکنند را مشخص می

( , ) ( , )M u v H u v 

(v  در .)اوی این نامس ]4[ممکن است هیچ وقت حرکت نکند

 ،wشده است. برای رأس  ثابت

( , ) ( , ) ( , ) ( , ).M u v H u v H v w H w u   

)3های اخیر، زمان برخورد بنابراین طبق گفته )O n .است 

 ژهیو ریروابط مقاد .3

tبه یاد دارید که احتمال 

ijp  رخدادی بود که با احتمالp با ،

رسیدیم، که یکی می jقدم تصادفی به  t، بعد از iشروع از 

رسد نظریه قوی بود. به نظر می tPهای ماتریس از درایه

 تواند به کار برده شود.ها میماتریس 42طیفی

، با مقدار ویژه 1دارای بزرگترین مقدار ویژه  Pماتریس 

و  1(1,...,1)و مقدار ویژه متناظر راست  متناظر چپ 

TPاست. در حقیقت  Vیک بردار بر  π π  این موضوع را
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Pیک توزیع ایستا است. در حالی که  πکند که بیان می 1 1 

 کند، دقیقاً از هر رأس یک قدم برداشته شده است.بیان می

منتظم  Gکه  ، متقارن نیست، مگر اینPمتأسفانه ماتریس

توان آن را به حالت متقارن تبدیل کرد. باشد، اما به راحتی می

Pدانیم  می DA طوری که  به
GA A  ماتریس مجاورت

G  وD ای که درایه قطری ماتریس متقارن است، به گونهi

1ام،  ( )d i  است. ماتریس
1 1 1 1
2 2 2 2N D AD D PD


   را

توان آن را به در نظر بگیرید. این ماتریس متقارن است و می

 طیفی صورت
1

n T

k k kk
N 


 v v  نوشت که

1 2 .... n      مقادیر ویژهN  1و 2, ,..., nv v v 

گذاری متناظر، با طول واحد هستند. با یک جای 45های ویژهبردار

) های با درایه wبردار  توان نشان داد کهمی )iw d i  یک

است. ازآنجا که این بردار ویژه  1بردار ویژه با مقادیر ویژه 

کند که پیروی می ]11[ 41پیرون-مثبت است، از قضیه فروبینیوس

1 21 ... 1n         و 1 1 2mv w ،

1یعنی  ( ) 2 ( )iv d i m i  همچنین ازاین الگو .

گاه  باشد، آن 41بخشی، نادوGکه اگر گراف کند  پیروی می

1n  :حال داریم . 
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)طوری که  به )ijQ j .دیگر عبارت به 

(1.1          )( )
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93eigenvectors  

94Frobenius-Perron Theorem  

95non-bipartite  

k,...,2دوبخشی نباشد، برای  Gاگر  n،1k   و

lim رو ازاین 0t

k
t




 ( 1.1و در پی آن با استفاده از رابطه ،)

i, برای هر  j V داریم 

0lim ( | ) lim ( )t

t ij
t t

P jv i p jv 
 

    

)دهد همگرایی به مقدار  که نشان می )j  به رأس آغازینi 

 بستگی ندارد و در پی آن با کمک این تساوی داریم:
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 صورت بهtv ، با تعریف بردار توزیع حالتدر این   

 
 0

( )t jt j
 

π 

)که در آن  ) Pr ( )t tj ob v j   یو بردار توزیع ایستا  

 0( )j j


 
π داریم ،lim

t
t


π π  دهد  که نشان می

توزیع حدی زنجیر به مقدار آغازین وابسته نیست. این حقیقت 

limمعادل با این است که  t

t
P


  که در آن  ماتریس

 هست. πتصادفی با سطرهای یکسان و برابر با 

 یو زمان دسترس هافيط. 1.3

تری در روابط میان پرسه زدن تصادفی و مطالعه عمیق

دسترسی، های طیفی برای زمان ها را با استخراج فرمول طیف

 کنیم.شروع می

 برابر است با tبه  sزمان دسترسی از  1.3قضيه    
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قرار دهید اثبات. V VH 42های ماتریس مربع که درایه 

 ( ) ( , )ijH H H i j  ، زمان دسترسی ازi  بهj  را

 مشاده کردیم: 1.5کند. در مثال مشخص می

1
( ) ( )

( , ) ( , )

1 ( , ).

1

d

v

i v

i

i

vH i j H v j

H v j

p














 

Fبا در نظر گرفتن ماتریس قطری  J PH H   ،

 داریم

 ( )T T TF J H P I J     π π π 1  

1جا که از آن 2
( ) ( )

( ) m
ii i d i

F


  2. بنابراینF mD  و در

Fگذاری در  پی آن با جای J PH H    :داریم 

(2.1         )( ) 2 .I P H J mD   

حل کنیم.  Hخواهیم این معادله ماتریسی را برای اکنون می

Iجا که البته از آن P فرد منحصربه 47یک ماتریس تکین 

( 2.1مناسب ) Xاست، این کار ممکن نیست. در حقیقت با هر 

TX( هر ماتریس H)به جای  1a برای هر بردار ،a 

 48ای از مبانی جبر خطیها، شاخهکند. اما همه اینصدق می

)با کمک رابطه  aاست، بنابراین  , ) 0H i i  ،i V  قابل

( را داشته 2.1تعیین است. در این صورت، اگر حل معادله )

های قطری از هر ستون را با تفریق درایه Hتوانیم باشیم، می

 به دست آوریم.

Tماتریس در این مرحله، 
1π  را با*P دهیم، یعنی نشان می

* ( )ijP j (*P  حدtP  است، وقتیt  با .)

 توان نشان داد که ماتریسگذاری، می جای
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square matrix 

97singular matrix  

98linear algebra 

* 1( ) ( 2 )X I P P J md    

حکم  Pکند. با قطری کردن ماتریس ( صدق می2.1در معادله )

 شود. برای دیدن جزئیات، قرار دهید ثابت می

1.( ) Z I P    

 رو ازاین

2H J mZD H   

)که  و در پی آن نظر به این , ) 0H i i :داریم ، 
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از ضابطه دوم که همواره برابر صفر است بهره جسته و    

2گیریم نتیجه می
( )

1 ( ) m
j jjd j

H Z π.  ،به کمک این تساوی

 صورت به Zزمان دسترسی بر حسب ماتریس 

)

 

(
( , ) 2 jj ijZ Z
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H i j m


 

با استفاده از روش قطری کردن در جبر خطی  .شود محاسبه می

داریم 
1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2

G GN D PD D DA D D A D    
ها را با نمایش  دارد که آن Pکه مقادیر ویژه یکسان با ماتریس 

1 . .. n   دهیم. سپس ماتریس  میN صورت  را به

طیفی، یعنی 
1

n T

r r rr
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 v v نویسیم که در آن  می

هستند. لذا  111و متعامد 44، یکانیrvبردارهای ویژه سطری 

 (1),..., ( ) d d nw  یک بردار ویژه مثبت برای

حکم ثابت  رو ازایناست و  1با مقدار ویژه  Nماتریس 

 شود.  می

، خواننده تشویق 1.1های قضیه برای آشنایی با کاربرد    

را  2.5ویژگی تقارن زمان دسترسی در قضیه  برهانشود  می

                                                             
99unitary  

100orthogonal  



 

 

انجام دهد و ساختاری برای زمان دسترسی برحسب زمان 

( نیز بیان کند. اگر بخواهیم متوسط زمان 1.5) وآمد رفت

، 1.1به دست آوریم، با استفاده از قضیه  tدسترسی را برای هر 

)برای توزیع ایستای  )
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دارای طول  kvکه در تساوی ماقبل آخر ازاین حقیقت که 

2kواحد و برای    متعامد است، استفاده شد. لذا فرمول زیر

 آوریم را به دست می

(5.1                  )1
12

( ) ( , )
k

n

t k
t H s t





  

   است. sکه این مقدار مستقل از رأس آغازین 

، فرمول زیر را 1.1به عنوان یک نتیجه بدیهی از قضیه    

 کنیم:بیان می وآمد رفتمشابه فرمول قبل برای زمان 

 برابر است با tبه  sاز  وآمد رفتزمان  1.3نتيجه 
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)طبق فرمول  اثبات. , ) ( , ) ( , )i j H i j H j i    و

 ، داریم:1.1های دسترسی متناظر از قضیه  گذاری زمان جای
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و این حقیقت که  1.1با استفاده از نتیجه 
2

1 1 1
2 1 1k  
  

)و تعامد ماتریس  )ksv آید.به دست می 2.1، نتیجه 

از بالا و پایین  tبه  sاز  وآمد رفتزمان  2.3نتيجه 

 است، یعنی: 111دار  کران

   
2
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خواهد بود. اگر  nاگر گراف منتظم باشد، کران پایین برابر 

صورت یک  ای که بتوانیم آن را بهگراف گسترده باشد، به گونه

21گراف منتظم نشان دهیم که  (1 ) (1)O  در این ،

)بین هر جفت رأس  وآمد رفتصورت زمان  )n  است. نماد

( )  تلفیق دو نماد ،( )O   و( )   است، یعنی وجود یک

کند.. به صورت دقیق و  کران بالا و پایین مجانبی را تضمین می

) وآمد رفتتوان گفت، در اینجا زمان  ریاضی می , )s t  از

)مرتبه  )n  1است، یعنی اعداد حقیقی مانندM ،2M  و

0x  0وجود داشته باشد که برای هرx x ،

1 2( , )M n s t M n . 

1ها، ظاهر شدن در این فرمول k نشان  در مخرج

 112های طیفیهای خوب در رخنهدهد که برای یافتن کران می

2لازم است اختلاف  1 21       برقرار باشد. این یکی از

ها است که در بخش ششم به عوامل مهم در مطالعه گراف

 پردازیم.  بررسی آن می

توان زمان دسترسی بین دو رأس به عنوان کاربردی دیگر، می

و  0(0,...,0)را یافت.  kQوجهی  kمخالف 

(1,...,1)1  را نشان دهنده دو رأس مخالف دارایk  وجه

 Pاز  bvدانید بردار صحیح طور که میدر نظر بگیرید. همان

0( برای هر بردار A)یا  1  {0,1}کهkb صورت  ، به

                                                             
101bounded (from) above and below 

102spectral gap  
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1
b x

b x
v   شود. بردار ویژه متناظر تعریف میP 

1برابر با  (2 ) .k b  115سازیاست. با نرمال 1
bv و جای-

 داریم:  1.1گذاری در قضیه 
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 گذاریبرای یافتن مقدار مجانبی این عبارت، با جای
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 آوریم: عبارت زیر را به دست می
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0 1

توان دید که مقدار دقیق این عبارت همیشه بین )به راحتی می

2k  12وk  ).است 

دسترسی به "کنیم که می ثابتبه عنوان کاربردی دیگر 

(. )ب(قسمت  1.5) قضیه  "تر استهای دورتر سختهدف

 است. داریم: 5.1استدلال شبیه به 
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kv ،2kبا استفاده دوباره ازاین موضوع که    1بهv

 است، داریم: عمود
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و هارمونیک  111با یک نامعادله بین میانگین حسابی

2)با وزن  111)همساز(

ktvداریم ) 
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 جاحال در این
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  بنابراین 
21

( )
( ) ( , ) 1 ( )

ts
s H s t t


    که این

 کند.ادعا را ثابت می

آمیختگی ترین کاربرد تکنیک مقادیر ویژه در نرخ شاید مهم

 باشد که در بخش ششم در مورد آن بحث خواهیم کرد.

 و تابع مولد هافيط. 1.3

های در ارتباط با فرمول 112ابتدا با معرفی تابع مولد احتمال

کنیم  کنیم. تعریف میطیفی اطلاعات بیشتری کسب می

1

0
( ) ( )t t

t
F x x P I xP

 


    که در این حالت

( )ijF x درایه ،( , )i j ام این ماتریس، تابع مولد برای

tهای  احتمال

ijp .است 

های استاندارد توان از طریق تکنیکبا استفاده ازاین تابع می

های دیگر را شرح داد. به عنوان مثال، قرار تابع مولد، احتمال
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arithmetic mean/arithmetic average 

105harmonic mean  

106probability generating function 



 

 

tدهید 

ijq که در پرسه زدن تصادفی با شروع از احتمال اینi  در

t  قدم، برای اولین بار به رأسj  اصابت کنیم. واضح است که

0

t
t s t s

ij ij jj

s

p q p 



توان این رابطه را با استفاده از تابع . می

مولد نیز نوشت. قرار دهید 
0

( ) t t

ij ijt
G x q x




پس ، 

( ) ( ) ( ).ij ij jjF x G x F x 

بنابراین ماتریس  ( ) ( )ijG x G x  از( )F x  به دست

 هستند. 1های روی قطر ای که درایهآید به گونهمی

برای دستیابی به فرمولی  P 117توانیم از تجزیه طیفیمی

 تر استفاده کنیم. داریم:صریح

 ( )
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 با تابع مولد داریم:

1
1( ) 1

( ) 2 1
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به کمک تابع مولد احتمال  1.1دیگری از قضیه  برهاناکنون 

)که  دهیم. ازاین ارائه می , ) (1)stH s t G  با محاسبه مشتقات .

های مشابهی )با پیچیدگی بیشتر( برای توانیم فرمولتر میبالا

برای اولین بار به دست  tهای بالاتر در ملاقات رأس زمان

 آوریم.

 یكیارتباط الكتر .3

)بند گراف هم , )G V E و زیرمجموعهS V  را در نظر

بگیرید. تابع  :V "با مجموعه  118تابع هارمونیک

 شود، اگرگذاری مینام "S 114های قطب

                                                             
107spectral decomposition 

1
( ) ( )

( ) ( )
d v u v

u v 


 

vبرای هر  S  برقرار باشد )همچنین مجموعهS  کران تابع

آور نیست که تابع . تعجب]51[شود( هارمونیک نامیده می

هارمونیک نقش مهمی در مطالعه پرسه زدن تصادفی بازی 

توان مقدار امید بعد از یک میانگین را در تعریف می .کند می

و  111های الکتریکیحرکت تفسیر کرد که در نظریه شبکه

نیز آورده شده است. ارتباط میان این  111تیکهمچنین در استا

ها و شود. به خصوص روشها بسیار مورد استفاده واقع میشاخه

ادغام  112نتایجی از نظریه الکتریک و استاتیک که اغلب با فیزیک

توان برای به دست آوردن نتایجی در پرسه زدن شود را میمی

 ککنید که یقبل از انجام این مهم، توجه  تصادفی به کار برد.

با است که  G متناهیبدون جهت  بند همگراف  کیشبکه 

های  مرتبط با یال 115ییرسانابه اسم  یمنفنااعداد  بهآن بر  علاوه

 5.2های  در مورد رسانایی در بخش نیز مجهز شده است. گراف

صحبت خواهیم کرد. وارون رسانایی را مقاومت یال نامند  1.2و 

 گیرد.  مورد تحلیل قرار می 1که در بخش 

را  i، پرسه زدن تصادفی، رأس kفرض کنید در زمان  

 کند. در این صورت ملاقات می
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فرایند تصادفی  رو ازاین 
 0

( )t t
v

 
 111یک مارتینگل 

 . سروکار داریم 111یک بازی منصفانه است و لذا با Xنسبت به 
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114martingale  



 

 

های ذکر با شرح سه ساختار از تابع هارمونیک در شاخه  

 کنیم:شده، مطلب را آغاز می

) الف( )v که در یک پرسه زدن تصادفی با  را احتمال این

برسیم در نظر  s، به t، قبل از اصابت به vشروع از رأس 

است،  tو  sهای طبتابع هارمونیک با ق وضوح  بگیرید. به

)طوری که  به ) 1s   و( ) 0t  .است 

Sتر اگر مجموعه طور کلی به  V  و تابع

 
0
: S  ،را داشته باشیم( )v  را برای\v V S ،

0امید  ( )s کنیم که تعریف میs صورت تصادفی( رأسی  )به

اصابت  Sابتدا به  vاست که پرسه زدن تصادفی با شروع از 

)کند. پس می )v  یک تابع هارمونیک با مجموعه قطبS 

sآن برای هر بر  علاوهاست.  S ،0( ) ( )s s . 

را به عنوان یک شبکه الکتریکی در نظر  Gگراف  ب(

طوری که هر رأس، یک واحد مقاومت را نشان  بگیرید، به

جاری است، به  Gدر گراف  112دهد. فرض کنید الکتریسیته می

)شود. خارج می tوارد و از  sای که از رأس گونه )v 

های یک تابع هارمونیک با قطب است. پس  vرأس  117ولتاژ

s  وt .است 

متناسب با ثابت های صورت فنر را به Gهای گراف یال ج(

واحد نیرو برای  hواحد در نظر بگیرید. )یعنی  118هوک

را با  tو  sهای ، لازم است(. رأسhکشسان فنرها به طول 

زنیم و تعادل میدر خط اعداد حقیقی، میخ  1و  1های شماره

در مکان هر رأس، دارای یک  114یابیم. انرژیگراف را می

                                                                                                  
115fair game 

116electricity  

117
voltage 

118Hooke constant 

119energy  

است و بنابراین مینیمم آن یکتا  121درجه دوم معین مثبتصورت 

و  1ها بین وضوح تمام رأس است، که همان نقطه تعادل است. به

صورت یک تابع هارمونیک با  ها را بهقرار دارند و مکان رأس 1

 کنیم.تعریف می tو  sهای قطب

Sطور کلی اگر قرار دهیم  به V ها را در و مکان رأس

S ها نقطه  ثابت نگه داریم )در هر بعُد( و اجازه دهیم بقیه رأس

ها تابع از رأس گاه هر مختصاتیتعادلشان را پیدا کنند، آن

 است. Sهارمونیک با مجموعه قطب 

صورت خلاصه  های بدیهی تابع هارمونیک را بهحال ویژگی

)وضوح  کنیم. بهبیان می )v  بین مینیمم و ماکسیمم  روی

Sآن در بر  علاوهگیرد. قرار می Sمجموعه  V و

 
0
: S یک تابع هارمونیک روی ،G  با مجموعه

یابد، وجود دارد. )این وجود گسترش می 0که روی  Sقطب 

شود و های )الف( یا )ج( نتیجه میاز ساختارتوسط هر یک 

یکتایی منجر به ایجاد ماکسیمم اختلاف بین چنین توابعی 

 شود.( می

شود که هر تابع هارمونیک با حداکثر به خصوص نتیجه می

، تابع هارمونیک stدهیم یک قطب، مقدار ثابت است. نشان می

)است که  tو  sهای )یکتا( با قطب ) 1st s   و

( ) 0st t . 

نتیجه دیگر از ویژگی یکتایی این است که توابع هارمونیکی 

)و برای صورت )الف( و )ج( هستند  که دارای ساختاری به

2S  )اند. به عنوان کاربردی ازاین ایده، یکسان( در )ب

 ، بیان خواهیم کرد.وآمد رفتمطالب مفیدی را از زمان 

را به عنوان یک شبکه الکتریکی با  Gگراف  1.3قضيه 

در نظر  tو  sرا مقاومت میان دو رأس  stRساختار )ب( و 
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دقیقاً برابر با  tو  sهای بین رأس وآمد رفتبگیرید. زمان 

2 stmR .است 

تواند در شرح ( می1.5توجه داشته باشید که معادله )

های کشسانی، مفید باشد ها و نیروهای دسترسی در مقاومت زمان

]52،17[. 

 121، اگر جریانGبا توجه به قسمت )ب(، در گراف  اثبات

)برود،  tبه  sاز  )st v  ولتاژv طوری که  خواهد بود، به

است. کل جریان در یک شبکه برابر با t ،1ولتاژ 

( )
( )stu t
u

 و بنابراین مقاومت برابر با 

 
1

( )
( )st stu t

R u



  

که  کند احتمال ایناست. از سوی دیگر، قسمت )الف( بیان می

، t، قبل از رسیدن به uع از در یک پرسه زدن تصادفی با شرو

s  را ملاقات کنیم، برابر با( )st u که  است و لذا احتمال این

، t، قبل از بازگشت به tدر یک پرسه زدن تصادفی با شروع از 

 اصابت کنیم، برابر با sبرای اولین بار به 

1
( ) ( )

( )std t u t
u

  این احتمال 2.5است. با توجه به گزاره ،

2 برابر ( ) ( , )m d t s t کند. که برهان را کامل می است 

های از نظریه شبکه 122های توپولوژیکفرمولبا استفاده از 

های زیر را برای زمان ، مشخصه]51[الکتریکی برای مقاومت 

 گیریم.نتیجه می وآمد رفت

s,و  Gبرای گراف  1.3نتيجه  t V  و گرافG   که از

) حاصل شده است و  tو  sهای با شناسه Gگراف  )T G 

است، داریم  Gهای فراگیر که تعداد درخت
( )

( )
( , ) 2

T G

T G
s t m


 ]21،11[ . 

                                                             
121current 

122topological formulas 

نامیده  125های الکتریکی، اصل رالیشبکه در نظریه 1.1نتیجه 

 است. 1.1ای از قضیه شود که نتیجهمی

را  stRافزودن هر یالی به گراف، میزان مقاومت  2.3نتيجه 

) وآمد رفتهد. در نتیجه زمان افزایش نمی , )s t  از عامل

( 1)m m 11[شود بیشتر نمی[. 

کرد که حذف یک یال  ثابتتوان در حقیقت، به سادگی می

تواند انرژی تعادل پیکربندی در ساختار فنری نمی Gاز گراف 

را افزایش دهد. اگر در یک گراف جدید، تعادل را پیدا کنیم، 

 تواند به میزان بیشتری کاهش یابد.انرژی می

ها ثابت است، حذف یک ح هنگامی که مکان رأسوضو به

تواند انرژی را افزایش دهد. اگر اجازه دهیم گراف یال نمی

جدید تعادل خود را پیدا کند، انرژی به مقدار بیشتری کاهش 

 یابد.می

 یختگينرخ آم .3

ها در کاربرد پرسه زدن تصادفی، نرخ ترین پارامتریکی از مهم

محاسبه نرخ آمیختگی در  ترین راهآمیختگی است. ساده

ای، استفاده از مقادیر ویژه است، اما این های چندجمله زمان

طور که خواهیم دید، نتیجه شامل کل موضوع نیست. همان

بزرگ  121صورت نمایی ای در موارد مورد نظر بههای پایه گراف

شوند و محاسبه مقادیر ویژه به کمک جبر خطی ممکن می

هایی ای ترکیبی منجر به ایجاد تقریبهنیست. بنابراین تکنیک

شود که هر کدام بیشتر قابل کنترل باشد، ارجح است. می

و میزان رسانایی دو تکنیک اصلی و مورد استفاده  121سازی جفت
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Raleigh’s Principle 

124exponentially 

125coupling  



 

 

پردازیم و سپس ها میهستند. در این بخش به بررسی این تکنیک

 کنیم. معرفی می 122کاربردهایی در طراحی الگوریتم

 سازیو جفت یختگينرخ آم. 1.3

سازی نرخ آمیختگی در یک رده هایی را برای محدودروش

های  دهیم. )جهت مقایسه، روشها ارائه میخاص از گراف

ها بریم.( این گرافهای یکسان به کار میمختلفی برای گراف

k 127جمع دکارتی

nC  ازk  مدار به طولn طوری  است، به

صورت  های این گراف بهفرد است. مجموعه رأس nکه 

 0,..., 1
k

n   1و دو رأس 2( , ,..., )kx x x  و

1 2( , ,..., )ky y y هستند، اگر و فقط اگر یک  مجاور

1 i k   وجود داشته باشد که
j jx y  و برای هر

i j ،1 (mod )i ix y n . 

0پرسه زدن تصادفی  1( , ,...)v v  را رویk

nC  با توزیع

ها  تعداد قدم 128کنیم. به منظور براوردآغازین دلخواه، شروع می

برای رسیدن به توزیع ایستا )در این مورد توزیع یکنواخت(، 

0های پرسه زدن تصادفی با رأس 1( , ,...)w w کنیم را شروع می

به  twاز توزیع یکنواخت استخراج شده است. پس  0wکه 

 دارای توزیع یکنواخت است. tازای هر 

طور دو پرسه زدن تصادفی اخیر، از هم مستقل نیستند، همان

kهای ها با هم جفت هستند. رأسکه گفته شد آن

nC  برداری به

و یک پرسه زدن تصادفی، انتخاب تصادفی تغییر  kطول 

وضعیت به مختصات یک، است. اولین قدم، در اولین پرسه زدن 

1که  jرا با انتخاب تصادفی مختصات  j k   و مقدار

}تصادفی  1,1}  1کنیم. نقطه ، تولید میtv  با اضافه ،

آید. حال اگر هر دو به دست می tvام jبه مختصات  کردن 
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algorithm design 

127cartesian sum 

128estimate 

tv  وtw  در مختصاتj ،1ام بودندtw   را با اضافه کردن

  به مختصاتj امtw کنیم، در غیر این صورت تولید می 

به  124هاکنیم. )تمام عمل، کم میtwام jرا از مختصات 

 هستند.( n 151پیمانه

0یک موضوع مهم مشاهده   1( , ,...)w w  در پرسه زدن

است که یک پرسه زدن تصادفی کاملاً صحیح است. از طرف 

 بار یکدهد که اگر برای سازی، نتیجه میدیگر قاعده جفت

مساوی شود، این برابری برای  twبا مختصات  tvمختصات 

ها با هم برابر  ماند. دیر یا زود، همه مختصاتهمیشه باقی می

است،  که دارای توزیع یکنواخت twبا  tvخواهند شد. پس 

 توزیع خواهد شد.هم

ها را وقتی مختصات برای استدلال دقیق این موضوع، قدم

jها قبل شود، نگاه کنید. متوسط تعداد قدمام انتخاب می

ام با هم مساوی شوند، jکه دو پرسه زدن در مختصات  ازاین

برابر با میانگین زمان دستیابی بین دو رأس در یک مدار به طول 

n 2، یعنی( 1) 6n  ها قبل است. بنابراین متوسط تعداد قدم

)2ها مساوی شوند، برابر با  که همه مختصات ازاین 1) 6k n  

 2knکه بعد از  ، احتمال این]15[نامساوی مارکوف  است. طبق

1با هم مساوی نباشند کمتر از  twو  tvقدم، هنوز  است و  6

قدم هنوز این نقاط با هم  2cknکه بعد از  بنابراین احتمال این

6مساوی نباشند، کمتر از  c  .برای هر  رو ازایناستT  به

 اندازه کافی بزرگ داریم:

2

( ) ( ) ( )

( ) 6 .
T

kn

t t t

t t

k

S

n
P v S P v S P w S

P w v


     

  

 

 نرخ آمیختگی حداکثر برابر با

                                                             
129operation  

130modulo 



 

 

2

1
2 16 1kn

kn


  

 است.

رسد برای بسیار دقیق است، اما به نظر می برهاناین 

سازی نیست و فقط در کاربردهای بیشتر، تنها راه، قاعده جفت

 بعضی شرایط دارای نتیجه خواهد بود.

 ژهیو ریو رخنه مقاد یختگينرخ آم. 2.3

آید. قرار فرمول جبری نرخ آمیختگی به راحتی به دست می

دهید  2min , n  ( به سادگی به دست 1.1) ، پس از

 آوریم:می

 iدر یک پرسه زدن تصادفی با شروع از رأس  1.3قضيه 

 داریم:

( )

( )
( ) ( ) .

d j t

t d i
P j j   

 ترطور کلی به

( )

( )
( ) ( ) .

S t

t i
P S S




   

توان است. به راحتی می بنابراین نرخ آمیختگی حداکثر 

 .]8،52[کرد  ثابتاین تساوی را 

نرخ آمیختگی پرسه زدن تصادفی روی گراف  2.3نتيجه 

}2maxبرابر  Gنادوبخشی  , }n    8،24[است[.  

باشیم. برای مثال، در هر  nبه منظور کاربرد، نباید نگران 

)، iنقطه  )d i 2طوری که با عامل  کنیم بهاضافه می 151حلقه ،

تر کند. اما این نتایج برای یک گراف با ماتریس پرسه زدن را کند

، یا 2ترین پارامتر، مجاورت نیمه معین مثبت است. مهم

21ترجیحاً رخنه طیفی   است. دقت کنید که 
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loop  

11log( ) (1 ) .    

روی آن  1.2ها موضوعی است که قضیه همگرایی توزیع

متمرکز است و در کاربرد بسیار مهم است. برحسب فاصله 

ای ها از اهمیت ویژهرسد در کاربردکه به نظر می)تغییرات کلی 

های تکنیکی دیگر از مزایای متفاوتی ، معیار(برخوردار است

دارای این  2برخوردار هستند. برای مثال به کارگیری معیار 

 یابد:مزیت است که فاصله بعد از هر قدم توسعه می

2 2
1( ( ) ( )) ( ( ) ( ))

( ) ( )
.t tP j j P j j

j jj j

 

 
  

  

، نرخ آمیختگی پرسه زدن 1.2به عنوان کاربردی از قضیه 

کنیم. از بعُدی، محاسبه می –n 152مکعبتصادفی را در یک 

جا که گراف دوبخشی است، باید به آن حلقه بیافزایم، پس به آن

 کنیم. مقادیر ویژه گراف حاصلحلقه اضافه می nهر رأس، 

0,2,4,...,2n  ،مقادیر ویژه این ماتریس  رو ازاینهستند

0,1های انتقال  احتمال ,2 ,..., ( 1) ,1n n n n  است. پس

)نرخ آمیختگی  1)n n .است 

kدر ادامه گراف 

nC  را برایn سازیم. مقادیر ویژه فرد، می

nC 0، برای r n  ،2 cos(2 )r n  است، پس مقادیر

kویژه ماتریس مجاورت 

nC همه مقادیر 

1 22cos(2 ) 2cos(2 )

... 2cos(2 )k

r n r n

r n

 





 
 

است، بعد  2k. به خصوص بزرگترین مقدار ویژه ]51[است 

)2از آن  1) 2cos(2 )k n   و کوچکترین مقدار ویژه

2 cos(( 1) )k n n  .نرخ آمیختگی برابر با  رو ازایناست

 
2

2

2 211 1 cos 1
k n kn

     

 است.
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 ییو رسانا ژهیرخنه مقدار و. 3.3

Sو Gگراف  V  وS   را در نظر بگیرید. مجموعه

V\به  Sهای متصل از یال S  را با( )S دهیم. نشان می

Sرسانایی مجموعه  V  وS  صورت را به 

( )

2 ( ) ( \ )
( )

S

m S V S
S

 


  

minکنیم و رسانایی گراف را با تعریف می ( )
S

S    نشان

های ناتهی طوری که مینیمم، از بین همه زیرمجموعه دهیم بهمی

S 155سره V  ،استخراج شده است. اگر گرافd- منتظم

)برابر با  Sباشد، رسانایی  )

. \
( )

n S

d S V S
S


  .است 

 برای درک بیشتر این کمیت، توجه کنید که

( ) 2S m 

V\به  Sبسامد یک پرسه زدن تصادفی ایستا است که از  S 

)دهد، در حالی که تغییر وضعیت می ) ( \ )S V S  بسامد ،

 است که از توزیع  Vیک دنباله از اعضای تصادفی مستقل 

تواند به منظور معیار قطعی مشخص می استخراج شده و 

زدن تصادفی را های متوالی در پرسه شود که میزان استقلال رأس

دهنده اندازه دقیق استقلال نشان دهد. بنابراین نشان می

 های متوالی در یک پرسه زدن تصادفی است.رأس

 شود ثابت می 1.3لم 




2

2 ( )

2 1
2

1 min ( ) :

( ) 0, ( )

i jij E G

i i mi i

x x

i x i x



 


  

 



 
 

 شود. بار جمع میفقط یک ijکه هر یال 
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واحد ماتریس  ژهیبردار و vy دیکن فرض اثبات.

 2 ژهیمقدار و و متناظر با P̂شده  های انتقال متقارن احتمال

باشد. قرار دهید 
( )i
iy

i
x


 . بردارvy هایبر بردار 

) ژهیو ( ))i Vi  هستند و متعامد  1 ژهیمقدار و متناظر با

 رو ازاین

2 2

( ) ( ) 0,

( ) 1

i ii i

i ii i

i x i y

i x y

 



 

 

 

 
 

انتخاب زیر، سمت راست را به کمترین مقدار  آنبر  علاوه

 رساند: ممکن می

2 21 1
2 2( )

1

( )

2

2

( ) ( )

ˆ( )

1 .

i j im mij E G i V

i jm ij E G

T

ii V

x x d i x

x x

i x P



 





  

 

 

 



 y y

را در نظر بگیرید. قرار دهید با رسانایی  Gگراف  2.3لم 

vy  و فرض کنید  1
2

{ : 0}ii y   ،

  1
2

{ : 0}ii y    و( ) 1ii
i y  در این .

 صورت

( , )
.i ji j E

y y m


   

گذاری برچسب n,...,1، نقاط را با برهانبرای  اثبات.

 طوری که کنیم به می

1 2 1

1

0

...

... .

t t

s s n

y y y y

y y y





   



   

 

,...,1}قرار دهید  }S iگذاری. با جای 

1 1( ) ... ( )j i i i j jy y y y y y       

 داریم



 

 

1

1( , ) 1

1

11

( ) ( )

2 ( )

( ) ( \ )

n

i j i i ii j E i

n

i ii

i i

y y S y y

m y y

S V S 



 





   

   

 

 

)که  با استفاده ازاین ) 1 2iS  ،i t  و

( ) 1 2iS  ،1i s   1و 0i iy y   ،t i s  

 داریم:  

( , )

11

1

11

( ) ( )

( ) ( \ )

( ) .

i ji j E

t

i i ii

n

i i ii t

ii

y y

m y y S

m y y V S

m i y m













 



   

 

   









 

2شود  ثابت می 2.3قضيه  2

28
1    . 

، کافی 1.2کنیم. طبق لم ابتدا کران بالا را ثابت می اثبات.

 ، نشان دهیمvxاست برای یک بردار 

(1.2        )2 1
2

( ) 0, ( )i i mi i
i x i x    

 و

(2.2                      )2

( )
( ) .i jij E G
x x


  

با  xای با مینیمم رسانایی و بردار را مجموعه Sمجموعه

 های  مولفه

\
i

a i S
x

b i V S


 


 

اگر  ،کند( صدق می1.2در نظر بگیرید. این بردار در )

( \ )

2 ( )

V S

m S
a




  و( )

2 ( \ )

S

m V S
b




 . 

( نیز 2.2توان نشان داد در )گذاری ساده میبا یک جای

 کند.صدق می

کنیم. استفاده می 1.2برای اثبات کران پایین، دوباره از لم 

( صدق 1.2که در ) vxکنیم برای هر بردار ثابت می

 کند، داریم: می

(5.2                    )221
8

( ) .i jm ij E
x x 


  

پردازیم. فرض کنید  ( می5.2اکنون به اثبات رابطه )
vx ( صدق کند و 1.2یک بردار باشد که در )

1 2 .... nx x x   مقدار .k n 1 ای  را به گونه

 اختیار کنید که

   1
21,..., 1k   

 و 

   1
21,..., .k n   

با اختیار کردن   max 0,i i kz x x  :داریم 

 
22 1

2

21
2

2

2

21 1
2 2 2

( ) ( )

( )

( )

i i ki i

ii

m
k i ki

m
k

i z i x x

i x

x i x x

x

 





 

 



  

 




 

2اکنون با اختیار کردن  2/ ( )i i i

i

y z i z   2.2در لم ،

 داریم

2 2 2) .(i j i

ij E i

z z m i z


    

 داریم: ]15[ 151شوارتز-از طرف دیگر طبق نامساوی کوشی
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1/2

2
2 2

1/2

2
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i j i j

ij E ij E
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همچنین    
2 2

i j i j

ij E ij E

z z x x
 

     و 

   
2

2 2

2

2

2

2 ( )

4 ( ) .

i j i j

ij E ij E

i

i V

i

i

z z z z

d i z

m i z

 



  





 





 

 شوارتز داریم:-با ترکیب این دو نامساوی با نامساوی کوشی

 

 
 

 

2 2
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2
2 2

2

2
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2

2

2

4 8

(

( )

4 ( )

)

( )
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ij E
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m m

z z
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z z
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( و در 5.2نامساوی ) mبا تقسیم دو طرف نامساوی بالا به 

 شود.  کامل می برهانپی آن 

شود که صورت عکس در نامعادله اخیر وارد می رسانایی به

 ( است.5.2از ) 1به معنی نسخه 

نامیم و فرض می x( صدق کند، 1.2هر برداری را که در )

1کنیم  می 2. ... nx x x    1همچنین k n   یک

شاخص باشد که برای آن  {1,..., 1} 1 2k    و

 { 1,..., } 1 2k n   . 

,max{0با قرار دادن  }i i kz x x   و انتخاب علامتx 

 توانیم فرض کنیممناسب، می

2 21
2

2 21 1
2 2

21 1 1
2 2 2

( ) ( )( )

( ) ( )

.

i i k

i i

i k i k

i i

km m

i z i x x

i x x i x x

x

 

 

 

  

  

 

 

 

2را برای مقادیر  2.2حال لم  2/ ( )i i ii
y z i z   به

 آوریمکار برده و به دست می

2 2 2

( , )
( ) .i j ii j E i

z z m i z


    

 : ]15[شوارتز  -از طرف دیگر با استفاده از نامساوی کوشی

 

 

1
2

1
2

2 2 2

( , ) ( , )

2

( , )

( )

( ) .

i j i ji j E i j E

i ji j E

z z z z

z z

 



   



 


 

 صورت توان بهعامل دوم را می

2 2 2

( , ) ( , )

2

( ) 2 ( )

4 ( )

i j i ji j E i j E

ii

z z z z

m i z

 
  



 


 

 داریمها براورد کرد. با ترکیب این نامساوی

 

 

2
2 2

( , )

2

( , )

2
2 2 2

2

2 2

2

( , ) ( )

( )

4 ( )

2

4 8

( )
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i ji j E

ii

ii

z z

i ji j E z z

m i z
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 بدیهی است که

2 2

( , ) ( , )
( ) ( )i j i ji j E i j E
x x z z

 
    

 شود. می ثابتو در پی آن حکم 

و  jو هر رأس  iبرای هر رأس آغازین  1.3نتيجه 

0t  ، 
2( )

( ) 8
( ) ( ) 1

t
d jt

d i
p j j    ]52[. 



 

 

های زمان نامعادله مشابهی برای اثبات کران ]12[در 

است، به خصوص بخش اول آن که آمیختگی به کار برده شده 

حالت  2.2ترین میزان رسانایی است. قضیه توزیع دارای بالا

است که به  152از هندسه دیفرانسیل 151گسسته نامعادله چیگر

معروف است و در واقع چنین نتایجی نشانگر  157معادله حرارت

در گراف به  158ها برای مطالعه وسیع معادلات تفاضلیاولین قدم

 گسسته ابتدایی از معادلات تفاضلی است. عنوان معادلات

 چندمنظوره هایانیو جر ییرسانا. 3.3

رسانایی پارامتری نیست که بتوان آن را به تنهایی و به راحتی به 

کار برد. محاسبه آن برای هر گراف مشخص، دشوار است. اما 

های خوب وجود دارد. یکی از هایی برای یافتن براوردروش

است. به  154های چندمنظورهساختار جریانها ترین روشمهم

 پردازیم.به شرح موضوع می ]1[کمک نتایجی از 

را با یک گروه خودریختی  Gبند گراف هم 3.3قضيه 

 Gدر نظر بگیرید. پس رسانایی  Dانتقالی با قطر  -رأس

1حداقل  ( )dD انتقالی باشد، این مقدار -است. اگر گراف یال

1حداقل  D .است 

ترین مسیر ، کوتاهjو  iبرای هر زوج نقطه  اثبات.
ijP 

و  iبین  111کنیم )که آن را فاصلهبین این دو نقطه را انتخاب می

j  ها تحت ها و تصویر آن(. خانواده این مسیر]11[نیز نامند

ها در کل مسیردهیم. تعداد نشان می را با  Gخودریختی 

                                                             
135Cheeger’s inequality 

136differential geometry  

137heat equation  

138
difference equations  

139multicommodity flows  

140distance  

  شمارش تعداد( برابر با(
2

n
g

 
 
 

 gطوری که  است، به 

شامل همه  gآن بر  علاوهاست.  Gهای تعداد خودریختی

کند. ادعا مسیرهایی است که هر دو نقطه را به یکدیگر وصل می

)حداکثر  کنیم که در هر مسیر می 1)Dg n   یال وجود

مسیر وجود داشته باشد پس  pدر  eدارد. در حقیقت اگر یال 

 2nها و حداقل در تحت خودریختی eدر هر تصویر از 

انتقالی وجود دارد. این عمل منجر -تصاویر متمایز توسط رأس

، حداکثر ها در های مسیرشود. تعداد یالیال می 2pnبه 

2

n
Dg

 
 
 

 کند.می ثابتاست که این ادعا را  

)حال قرار دهید  )S V G  و( ) 2S s V G  .

)را به  Sکه  ها درتعداد مسیر ) \V G S کند متصل می

)دقیقاً برابر با  )gs n s  است. از طرف دیگر این تعداد

)حداکثر  ) . ( 1)S Dg n   ،رو ازایناست  

( )

( 1) 1
( ) . .

gs n s s n s
Dg n D n

S
 
 

   

 برابر Sبنابراین رسانایی 

( ) 1 1
( ) 1

n S n
ds n s n dD dD



 
  

 بعدی مشابه است. برهانکنیم. ادعا را ثابت میاست. ابتدا این 

kبه منظور براورد نرخ آمیختگی  5.2از قضیه 

nC  که(n 

کنیم. این گراف یک گروه خودریختی فرد است( استفاده می

)انتقالی دارد و قطر آن -یال 1) 2k n   است. پس رسانایی آن

2از  ( )kn  بیشتر است و بنابراین نرخ آمیختگی آن حداکثر

2 2

1

2
1

k n
 .است 

های مقادیر ویژه و کنیم که این کران از کرانمشاهده می

، nو  kتر هستند؛ در واقع بسته به مقدار نسبی سازی بدجفت



 

 

نزدیک  2.2نرخ آمیختگی به کران بالا یا کران پایین در قضیه 

 شود.می

کننده جفت های متصلهمه مسیر 5.2قضیه  برهاناگر در 

}رأس  , }u v ای که وزن هر مسیررا در نظر بگیریم به گونه 

21 n g ن ازاست، یک جریاu  بهv  21با مقدار n  به دست

دهد این آوریم. استدلالی کوتاه نشان میمی
2

n 
 
 

جریان، هر  

)2یال را با حداکثر  1)D n n کند. ادامه بارگیری می

توان به کار برد و گزاره زیر نتیجه را برای هر گرافی میاستدلال 

 شود. گرفته می

مقادیر  uvfجریان  Gاگر بتوانیم در  1.3گزاره 

( ) ( )u v   ازu  بهv را برای هرu v  بسازیم و

ماکسیمم کل بار این 
2

n 
 
 

باشد،  جریان در هر یال حداکثر  

1حداقل  Gرسانایی  (2 )m  1[است[. 

های آن محدودیتشود که  اکنون این سوال مطرح می

توان به رسانایی صحیح نزدیک چیست، یعنی تا چه اندازه می

 شد؟ 

در نظر بگیرید.  با رسانایی  Gگراف 3.3قضيه 

)با مقدار  uvfهای ای از جریان سامانه ) ( )u v   ازu  بهv 

uبرای هر  v هر یال را حداکثر ،(log )O n m 

 .]1[کند می 111بارگیری

 اهانبريم. 3.3

 هایی برای نرخ آمیختگی طرح کنیم:در این بخش قصد داریم راه

 های چندمنظوره.جریانرساناییرخنه مقادیر ویژهنرخ آمیختگی
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تر و دارای هایی که واضحتوان برای کراندر اینجا می

ساخت. مقدار جریان  112پذیری بیشتری هستند، میانبرانعطاف

f صورت  را به( )
e
f e کنیم.تعریف می 

)با مقدار  uvfفرض کنید جریان  3.3قضيه  ) ( )u v   از

u  بهv  برای هرu v طوری که ماکسیمم  وجود دارد، به

ها این همه بارگیری
2

n 
 
 

است و  جریان بر هر یال، حداکثر  

)حداکثر  uvfمقدار هر جریان  ) ( )u v   است. پس

1
2 2

1
m

   ]51[. 

طور ضمنی در این مقاله وجود  از کاربردهایی که بهیکی 

 کنیم:نویسی میدارد را فرمول

tقرار دهید  3.3قضيه    و فرض کنید برای هر

0 s t   0و 1x  هر سطح مجموعه ،

{ : ( ) }sA v V P v x    حداقل رسانایی  را دارا

Sاست. پس برای هر  V ]52[ ، 

 
2

4
( ) ( ) 1 .

t
tP S S V

   

tPدیگر اگر همگرایی  عبارت به   کند باشد، در میان

رسانایی کوچکی وجود دارد. کاربرد  tPهای مجموعه سطح

با اندازه  Sهای دیگر این روش شامل نتایجی است که مجموعه

)کوچک  )Sاند که رسانایی کوچکی داشته باشند.، مجاز 

 با پرسه زدن تصادفی 115گيرینمونه .7

طراحی الگوریتم، ترین کاربرد پرسه زدن تصادفی در شاید مهم

بند و های هماستفاده ازاین حقیقت باشد که )برای گراف

tنادوبخشی( وقتی   توزیع ،tv  به توزیع ایستای  میل

                                                             
142shortcut  

143sampling 



 

 

فی منتظم با گرا Gکند. در اغب موارد )نه همیشه( که می

یکنواخت است. هر رأس در  است، توزیع  dای مانند درجه

پرسه زدن تصادفی، بعد از تعدادی گام، سرانجام توزیع 

 یکنواخت خواهد داشت.

های نابدیهی برای تولید عناصر، از توزیعی ساده مثل راه

های دارد. اما به اولین کاربرد تکنیکتوزیع یکنواخت وجود 

پرسه زدن تصادفی در دنیای واقعی بیندیشید. برای مثال برُ زدن 

عنصر از توزیع یکنواخت، در میان همه  12ها، مانند تولید کارت

ای نیاز داریم ها است. مسئله این است که به مجموعهجایگشت

توجه به  صورت نمایی بزرگ شوند )با که عناصر تصادفی آن به

ها اندازه طبیعی مسئله(. این مجموعه در بسیاری از کاربرد

 111ای از نقاط مشبکای دارد، برای مثال مجموعهساختار پیچیده

یک  112ای از گستره خطییا مجموعه 111در یک جسم محدب

 .117ترتیب جزئی

 شمارش و حجم محاسبات. 1.7

طرح کلی زیر برای حل تقریبی مسائل شمارشی که 

شود در مواردی که نیاز به براوردگر نامیده می ضرب حاصل

 مطرح شده است. ]1[ها است در یافتن اندازه گروه

 Vرا بشماریم. اندازه  Vقصد داریم عناصر مجموعه 

صورت نمایی  است، به kبرحسب اندازه واقعی مسئله که 

های مجموعهشود. فرض کنید زنجیری از زیر بزرگ می

0 1 ... mV V V V    طوری که برای هر  یابیم بهرا می

i: 

                                                             
144lattice points  

145
convex body 

146linear extensions  

147partial order  

الف(
0V  ًمعلوم باشد )معمولا

0 1V  .)است 

1iهای کران ب(

i

V

V

 ای در چندجملهk  .باشد 

 ای باشد.دارای کران چندجمله mج(

برای تولید عناصر تصادفی با توزیع  118برنامهیک زیر د(

1برای هر  iVیکنواخت از مجموعه  i m  .داشته باشیم 

1iبراورد نسبت 

i

V

V

 توان با تولید تعدادی عناصر را می

1iVای از چندجمله  ها به و محاسبه تعداد اصابتiV به ،

 V، براورد 0Vها و ضرب این براوردگر دست آورد. حاصل

دهد. این طرح منجر به الگوریتم تقریبی زمان را به دست می

که در )الف(، شود، )مشروط بر اینای تصادفی میچندجمله

ای )ب(، )ج( و )د( صدق کند و زیربرنامه در )د(، چندجمله

 باشد(.

در  iVمسئله اصلی چگونگی تولید این عناصر تصادفی از 

mVای است. این مسئله را برای زمان چندجمله V  بررسی

 Vمانند  iVهای این روش هر کنیم. تقریباً در تمام کاربرد می

)این شود. خواهد بود و لذا استدلال یکسانی به کار برده می

 شود.(نامیده می 114پدیده خودتغییرپذیری

طور که در بالا ذکر شد، پرسه زدن تصادفی در این امر همان

دهد. فرض کنید پرسه زدن تصادفی یک طرح کلی را ارائه می

)بند روی گراف هم , )G V E توان شود، یعنی میانجام می

یافت. )در اغلب برای هر رأس مشخص یک همسایگی تصادفی 

ای( کوچک ها دارای ماکسیمم درجه )چندجملهموارد رأس

توان گرافی منتظم و نادوبخشی هستند. با افزودن حلقه می

دانیم اگر بعد از تعداد زیادی قدم توقف کنیم، ساخت. پس می
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توزیع آخرین رأس بسیار به توزیع یکنواخت نزدیک است. 

کند که چه مشخص می نتایج به دست آمده از نرخ آمیختگی

مدت باید پرسه زدن را ادامه دهیم؛ اما معمولاً یافتن یک 

های طیفی یا براوردگر خوب برای نرخ آمیختگی )روی رخنه

 ترین بخش کار است.رسانایی( سخت

است  2nرأس با حداقل درجه  nکه دارای  Gگراف 

سازی کامل تصادفی را در نظر بگیرید. قصد داریم یک جور

طور تقریباً یکنواخت  فرد( به nرأس ) nبا  Gروی گراف 

های خواهیم گرافی تعریف کنیم که رأستولید کنیم. بنابراین می

اند و سپس روی این گراف سازی شدهطور کامل جور به آن

ای جا که هیچ روش سادهصورت تصادفی پرسه بزنیم. از آن به

سازی کامل به سمت دیگری، برای گام برداشتن از یک جور

وجود ندارد؛ پس مجموعه مورد نظر را به مجموعه تمام 

دهیم )یعنی های کامل نزدیک، گسترش میجورسازی

2ها با جورسازی 1n  های کامل نزدیک سازییال(. اگر جور

2دارای  2n  ها را با یک یال به هم یال مشترک باشند، آن

های سازیسازی کامل را به همه جورکنیم و یک جوروصل می

به دست آید.  Hکنیم، تا گراف کامل نزدیک وصل می

سازی هستند. جهت منتظم 3nدارای کران  Hهای  درجه

 کنیم.ها اضافه میهایی به رأس، حلقه3nبا درجه  Hگراف 

ر اساس توانیم یک جریان چند منظوره بسازیم )بحال می 

های متناوب( تا نشان سازی دیگر مسیرتبدیل اخیر، یک جور

1دهیم  ( )H ای دارای کران چندجملهn  .با  رو ازایناست

با توزیع  H توانیم رأس تصادفی ازای گام، میتعداد چندجمله

یکنواخت را ایجاد کنیم. اگر این رأس، متناظر با جورسازی 

کنیم، در غیر این صورت دوباره شروع کامل باشد، توقف می

توان نشان داد  ها، میکنیم. با استفاده از فرضیه راجع به رأس می

ای کسری از های کامل حداقل یک چندجملهسازیتعداد جور

های کامل نزدیک است و بنابراین متوسط تعداد سازیتعداد جور

سازی کامل به دست آمده دارای کران ها، قبل از یک جورتکرار

 ای است.چندجمله

توان به شمارش تعداد های دیگر این روش میاز کاربرد

در  111هاو جنگل ]27[های خطی در یک ترتیب جزئی گستره

ات بیشتر، اشاره کرد. برای جزئی ]2[ 111های متراکمگراف

ای کامل تقریبی برای مسائل عددی های تصادفی چندجمله طرح

 را ببینید. ]18[

به عنوان مثالی دیگر مسئله اساسی یافتن حجم یک جسم 

صورت  توان بهمحدب را در نظر بگیرید. این حجم را می

ریاضی به دست آورد با این  برهانشهودی یا در بعضی موارد، با 

ثابت شده که محاسبه  ]11،11[ حال یافتن آن مشکل است. در

بعُدی بسیار پیچیده است. نتایج دیگر موجود  –112nیک چندبر

های محدب کلی )اوراکل دهد برای جسمنشان می ]12[در 

( حتی در محاسبه یک براورد با کران خطای 115تفکیک شده

، زمان آن نمایی است و خطای نسبی هر براورد قابل 111نسبی

صورت نمایی رشد  ای با هر بعُد، بهمحاسبه زمان چندجمله

 .]22[کند  می

کنیم؛ در هایی از الگوریتم اصلی را بیان میدر ادامه تعمیم

کنیم )تعداد ها و زمان اجرای آنها را براورد میاینجا برخی سهام

 O*ایم؛ نماد مختلف را شمارش کردههای های اوراکل نام

logهای عامل n ها وابسته به  ایم که عاملرا فرونشانده

 های خطا هستند(.  کران
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دهیم. جسم محدب در این قسمت ایده اصلی را شرح می

K  درn های معروف را در نظر بگیرید. با استفاده از تکنیک

شامل یک گوی  Kتوانیم فرض کنیم ، می111سازیبهینه

3 117و یک گوی با شعاع 112واحد
2R n  .در درون آن است

iK 118را اشتراک K با درجه 0گوی تقریباً  و یک ،

2 ( 0,1,..., , [2 log ])
i

n i m m n n   در نظر بگیرید. پس

0 1 ... mK K K    1و( ) ( ) 2i ivol K vol K   و

0( )vol K  معلوم است. بنابراین طرح کلی شمارش که در بالا

که  تطبیق داد، مشروط بر آن توان در اینجاشرح داده شده را می

چگونگی تولید نقطه تصادفی با توزیع یکنواخت در یک جسم 

 .]55[ محدب را بدانیم

های پرسه زدن تصادفی استفاده به این منظور، از تکنیک

های تکنیکی وجود دارد، زیرا کنیم. در اینجا برخی اشکال می

توان یک نهایت است. یا میمجموعه نقاط در جسم محدب، بی

فضای به اندازه کافی کوچک در نظر گرفته و یک نقطه تصادفی 

های بحث شده تولید کرد، یا مفاهیم و روش Kاز آن فضا در 

نهایت  ها بیبنایی آنهای زیردر بالا را برای مواردی که مجموعه

وم اند، پیشنهاد دهستند، گسترش داد. هر دو پیشنهاد معقول

های واضح در رابطه با نرخ تر است، اما منجر به استدلالپیچیده

 شود.آمیختگی می

کنیم: اولین پرسه زدن تصادفی را به این صورت تعریف می

شود.  انتخاب می Bصورت یکنواخت از گوی واحد  نقطه به

طور یکنواخت از گوی  به uمعلوم، نقطه تصادفی  tv برای

tv B  114به مرکز tv  و شعاع شود )در اینجا انتخاب می
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وابسته به سطح الگوریتم است، اما معمولاً برابر با  پارامتر 

مقدار ثابت مثبت کوچک  است که  nمقدار تقریبی 

Bاست B  اگر .)u K دهیم گاه قرار میباشد، آن

1tv u  در غیر این صورت نقطه جدید ،u  را تولید و

کنیم. این روش متناظر با پرسه زدن تصادفی دوباره امتحان می

است، با دو  Kهای آن روی گرافی است که مجموعه رأس

x,نقطه  y K اند، اگر و تنها که با یک یال به یکدیگر متصل

xاگر عبارت  y   .برقرار باشد 

توزیع ایستای این پرسه زدن تصادفی، یکنواخت نیست، اما 

های آن متناسب با درجه 121دارای توزیعی است که تابع چگالی

( ) ( ( )) ( )x vol K x B vol B     است. کمیت

( )x در  121که اغلب رسانایی موضعیx شود، نامیده می

ها به احتمال حرکت، بعد از یک تک آزمایش است. اگر گام

، ثابت Kاندازه کافی کوچک باشد، این کمیت در اغلب موارد 

از سطوح مانده ناچیز است. )در بعضی خواهد بود و خطای باقی

سازی، گراف با حلقه پر شده است. الگوریتم به منظور منتظم

صورت یکنواخت از  به uدقیقاً به این معنی است که اگر 

tv B   انتخاب شود وu K1دهیم  ، قرار میt tv v  ،

دو پرسه زدن تصادفی، مجموعه نقاط یکسانی را تولید  بنابراین

کنند، اما در یک مورد، در شمارش، تکرار خواهند شد. می

مشخص است برای توضیحی که در بالا آورده شده است، 

در  1.7ای که در قضیه تواند با روشی زیبا به گونهرسانایی می

های دیگر، زیر بیان شده است براورد شود، در حالی که در نمونه

 نقاط با رسانایی موضعی کوچک پیچیدگی بیشتری دارند.(

با کنار هم قرار دادن تمام این مباحث، یک طرح کلی از 

خواهیم داشت که به تجزیه و تحلیل آن  122الگوریتم حجم
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ترین بخش تحلیل، براورد رسانایی پرسه زدن پردازیم. مهم می

های  . اثبات قضیه زیر شامل استدلالاست Kتصادفی در 

 125محیطی های همهندسی قابل ملاحظه، به خصوص نامساوی

 است.

رسانایی پرسه زدن تصادفی در یک جسم محدب  1.7قضيه 

K با قطر ،D حداقل مقدار ثابت ،( )nD  55[است[. 

2دهد که فقط موضوع نتیجه می این 2( )O nR   ،گام

 لازم است. Kبرای تولید یک نقطه تصادفی در 

دهد که باید اندازه گام را به اندازه پیشنهاد می 1.7قضیه 

Rکافی بزرگ انتخاب کنیم. در واقع با انتخاب    با یک

آید. مسئله این است به دست می Kدم، یک نقطه تصادفی درق

که به نقطه بعدی برویم باید بزرگ باشد، قبل ازاین که اگر 

توانیم زمان های بسیار زیادی انجام دهیم. به راحتی میآزمایش

انتظار را در یک پرسه زدن ایستا، محاسبه کنیم. یعنی متوسط 

بیابیم برابر  Kای در که نقطهقبل ازاین uتعداد نقاط 

( ) / ( )
K

vol K x dx توان ثابت کرد که این است. می

1کمیت دارای کران بالای  (1 )n  اگر  رو ازایناست و

  1کمتر از (2 )n  (1)انتخاب شود، این مقدار برابر باO 

های ناموفق به اندازه یک است. به این معنی که تعداد آزمایش

ها در پرسه زدن تصادفی بیشتر است که عامل ثابت، از تعداد قدم

2این مقدار بسته به اندازه هر قدم،  2( )O R n .است 

ای مهم به اندازه کافی کوچک، مسئله Rدستیابی به یک  

توان هایی میگنجد. با ترفنداست اما در این مقال نمی

 R O n  را به دست آورد و بنابراین تعداد نقاط تصادفی

)3برابر با  Kتولید شده در  )O n توان است. می( )O n

 
)1نقطه را به منظور براورد نسبت  ) ( )i ivol K vol K  با ،
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)دقت کافی تولید کرد.  )O n  .نقطه برای هر نسبت وجود دارد

)5در مجموع  )O n دهد )که آن را اوراکل گام به دست می

 نامند(.می

های این روش، کلید حل مسئله براورد تقریباً در تمام کاربرد

رسانایی گراف مناسب است. معمولاً مسئله سختی است و 

این زمینه وجود دارد. برای مثال  های حل نشده بسیاری در مسئله

ای چه که در ادامه بیان شده، آیا رسانایی گراف پایهطبق آن

ای ای است؟ )یک گراف پایهدارای کران چندجمله 121ماتروید

)های یک ماتروید ماتروید همه پایه , )E M  را به عنوان رأس

ا اگر تفاوت تقارن اند اگر و تنهدارا است که دو به دو متصل

های های ماترویدعضو باشد.( یکی از ویژگی 2ها دارای  آن

( را برای تعداد 1.1این است که نامساوی ) 121گرافیکی

 کنند.های فراگیر ثابت می درخت

 سيمتروپل یصاف. 2.7

های پرسه زدن تصادفی، نیاز به توزیعی در بسیاری از کاربرد

یکنواخت تولید کند. برای مثال داریم که عناصر تصادفی غیر 

سازی تصادفی شده، روش تولید راه ممکن است الگوریتم بهینه

را طرح کند که بسیار  Qحل عملی تصادفی از توزیع احتمال 

طور خاص  ، متمرکز است. به122بهینه-روی مسئله بهینه یا نزدیک

f:تابع معین  V  خواهیم  را در نظر بگیرید، وقتی می

عناصر تصادفی را از توزیع متمرکز بر مسائل بهینه تولید کنیم، 

نیست. اگر به جای آن  Vروی  fسازی  نیازی به ماکسیمم

)که  Qرا از توزیع  wنقطه تصادفی  )Q v  متناسب با

 exp ( )f v T  وT  عدد مثبت بسیار کوچک است تولید

 کند.را ماکسیمم می w ،fگاه با احتمال زیاد،کنیم؛ آن
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، ]58[ 127پرسه زدن تصادفی با صافی متروپلیسروش زیبای 

دهد، راهی ساده برای اصلاح پرسه زدن تصادفی ارائه می

 طوری که به هر توزیع احتمال معین همگرا است. به

)گراف  , )G V E  را در نظر بگیرید. برای سادگی

منتظم است. همچنین -G ،dفرض کنید گراف 

:F V   0وv  هر نقطه آغازین برای پرسه زدن

رسیم.  قدم به آن می tرأسی است که بعد از  tvتصادفی است. 

کنیم. اگر انتخاب می tvبرای  uیک همسایگی تصادفی 

( ) ( )tF u F v به ،u رویم، در غیر این صورت یک می

)پرتاب کرده، با احتمال  128سکه اریب ) ( )tF u F v  بهu 

1رفته و با احتمال  ( ) ( )tF u F v  درv مانیم.می 

واضح است که این شکل پرسه زدن تصادفی باز یک زنجیر 

توان بررسی کرد که این مارکوف است، در واقع به راحتی می

توان آن را پذیر نیز هست )و بنابراین میبرگشت-زنجیر، زمان

دار دانست(. تصادفی روی گراف با یال وزن یک پرسه زدن

 دهیم.ویژگی جالبی را در ادامه شرح می

از پرسه زدن تصادفی روی  FQتوزیع ایستای  2.7قضيه 

)، با فرمول Gگراف  )

( )
( )

w V

F v

F F w
Q v






 F، توسط تابع 

 .]58[شود صافی می

های مهم دیگر این الگوریتم این است که یکی از ویژگی

)های برای انجام آن حتی نیاز به محاسبه احتمال )FQ v  ،نداریم

)کافی است نسبت  ) ( ) ( ) ( )t F F tF u F v Q u Q v  را

ها نقش محاسبه کنیم. این ویژگی صافی متروپلیس در کاربرد

 دارد.اساسی 
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 124قوانين توقف دقيق. 3.7

 کنیم.این بحث را با یک موضوع جالب شروع می

را در  uبا نقطه آغازین  nبه طول  Gمدار  1.7قاعده 

، احتمال uنظر بگیرید. در یک پرسه زدن تصادفی با شروع از 

v، برای هر vها قبل از اصابت به ملاقات همه رأس u 

 یکسان است.

کنیم،  گزین جایوضوح اگر مدار را با یک گراف کامل  به

آوریم و هیچ گراف دیگری این نتیجه مشابهی به دست می

کند که . این موضوع، ازاین نتیجه پیروی می]51[ویژگی را ندارد 

صورت شهودی، آخرین رأس ملاقات شده، با احتمال زیاد  به

که نزدیک باشد. در یک پرسه زدن تصادفی  تر است تا ایندور

ها، قبل از ملاقات ، احتمال ملاقات تمام رأسuبا شروع از 

)را با  vرأس  , )p u v دهیم. نشان می 

دو نقطه  vو  u، اگر Gبند در گراف هم 3.7قضيه 

}غیرمجاور باشند و  , }u v گاه یک مجموعه برشی نباشد، آن

ای که وجود دارد، به گونه uبرای  wهمسایگی 

( , ) ( , )p w v p u v ]51[. 

)که  vبند باشد، برای هر هم-G ،5اگر  لذا , )p u v 

 هستند. vدر همسایگی  uهای باشد، رأس 171مینیمال

اکنون روش به دست آمده بر مبنای تولید درخت تصادفی 

طوری که هر درخت  دهیم، بهفراگیر در یگ گراف را شرح می

 برگردانده شده است.فراگیر دقیقاً با احتمال یکسان 

با نقطه  Gپرسه زدن تصادفی روی گراف  3.7قضيه 

، یالی uرا در نظر بگیرید. برای هر رأس متفاوت از  uآغازین 
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170minimal  



 

 

ایم، علامت بزنید. را که برای اولین بار از آن وارد رأس شده

نامیم. با  می Tرا  171گذاری شدههای علامتوعه یالمجم

یک درخت فراگیر است و هر درخت فراگیر با  T، 1احتمال 

 .]21[شود احتمال یکسان ایجاد می

البته فقط ادعای دوم نیاز به اثبات دارد، اما اهمیت زیادی 

سازی آورده ی بر حسب ایده اصلی جفتبرهانندارد. در ادامه 

 را ببینید. ]51[شده است، برای بررسی بیشتر 

را در نظر بگیرید. اگر  uبا ریشه  Tدرخت فراگیر 

( )uv E G دار( به هر درخت فراگیر باشد، یک یال )جهت

T   با ریشهv کنیم که رسم میT   ازT  با حذف اولین یال

به دست آمده  uvو افزودن یک یال  uبه  vروی مسیر 

وضوح هر  نامیم. بهمی Hدار حاصل را است. گراف جهت

)دارای درجه ورودی و خروجی  vدرخت با ریشه  )d v  در

H  ی روی در توزیع ایستای پرسه زدن تصادف رو ازایناست و

H احتمال وجود درخت فراگیر با ریشه معین، متناسب با ،

(. اگر یک درخت فراگیر ازاین توزیع Gدرجه ریشه است )در

توانیم آن ریشه را از هر  رسم کنیم و ریشه آن را ندانیم، می

 م.درخت فراگیر با احتمال یکسان، به دست آوری

را به پرسه زدن  Gمشاهداتی که پرسه زدن تصادفی روی 

صورت زیر است. فرض کنید  کند، بهالقا می Hتصادفی روی 

)و در رأس  Gاز گراف  vدر رأس  , )T v  درH  که(T 

در طول یال  Gیک درخت است( قرار داریم. اگر روی گراف 

vw توانیم با حذف اولین یال مسیر از حرکت کنیم، میw  به

v  و افزودن یالvw  به درخت فراگیر اخیر، به رأس

( , )T w  درH .منتقل شویم 

کنیم در مدت زمانی که در پرسه زدن همچنین مشاهده می

ها را ملاقات کردیم )یا هر مدت رأس، همه Gتصادفی روی 
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درختی  Hزمان بعد از آن( درخت فراگیر حاضر روی 

ایم خواهد بود و ریشه آن صورت آخرین رأسی که در آن بوده به

نیز برابر با آخرین رأس ملاقات شده خواهد بود. برای 

دفی روی ، پرسه زدن تصا1.7سازی این شیوه با قضیه  مرتبط

خیلی  Nطوری که  قدم را در نظر بگیرید )به Nبا  Gگراف 

گراف بدون  Gاست(. تا زمانی که  Gبزرگتر از زمان پوشش 

عقب در پرسه زدن تصادفی مورد قبول جهت باشد، برگشت به 

انجام دهیم، با  Hاست. اگر پرسه زدن تصادفی متناظری روی 

) 172دار درخت ریشه , )NT v رسد که این درخت، به پایان می

همان درختی است که برای اولین بار با پرسه زدن معکوس وارد 

 Nدر  Gهای که بدون ملاقات همه رأساینایم، مگر آن شده

Nبرگردیم. قرار دهید  0vقدم، به  گاه متوسط ، آن

)احتمال به صفر میل کرده و توزیع  , )NT v  به توزیع ایستا

ثابت روی هر درخت فراگیر یکنواخت  Nv، که برای Hروی 

 کند.را ثابت می 1.7کند. این موضوع، قضیه  است، میل می

توان با مشاهده این قضیه، بدیهی است که بپرسیم آیا می

قدم را  Nها در سخطای ناشی از عدم امکان ملاقات همه رأ

نادیده گرفت؟ این موضوع به راحتی قابل تشخیص است. 

شاید در بعضی موارد لازم است که پرسه زدن کمی  رو ازاین

توان در یک پرسه زدن تصادفی طور کلی، می تر باشد. به طولانی

روی گراف مشخص )یا زنجیر مارکوف(، قاعده توقف را 

د. در هر پرسه زدن تصادفی روی یک گراف )با رأس تعریف کر

را  "حرکت"یا  "ایستادن"(، قاعده توقف، uآغازین معلوم 

هر پرسه  1کند. بنابراین )الف( در نهایت با احتمال  تعیین می

ایستد و )ب( توزیع رأسی که پرسه زدن زدن تصادفی می

های ایستا است. همچنین قاعدهتصادفی در آن توقف کرده، 

کند توقف تصادفی که پرتاب سکه چگونگی توقف را تعیین می

 را نیز شرح خواهیم داد.
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های کامل ها و گرافدهد که در مداراولین مثال بالا نشان می

175آخرین رأس ملاقات شده"قاعده 
پاسخی برای حل مسئله  "

ز باشد، باید در دهد )اگر بخواهیم شامل رأس آغازین نیارائه می

آن تغییراتی ایجاد کنیم(. در مواردی شبیه مثال دوم قصد داریم 

را از موارد قبلی مستقل سازیم: صرفاً قصد  N 174زمان توقف

توقف کنیم، اما  Gهای گراف داریم بعد از ملاقات تمام رأس

از آخرین رأس را نیز به عنوان یک خواهیم برگشت به عقب  می

پرسه زدن تصادفی حفظ کنیم. در ادامه یک طرح کلی در رابطه 

 با این مسئله ارائه خواهیم داد.

اهمیت مثل تولید رأس البته باید مراقب باشیم و از قواعد بی

v  از توزیع ایستا و یا توقف بعد از مشاهده رأسv  در بار اول

های بدیهی وجود پرهیز کنیم. هیچ شهودی برای رد این راه حل

ندارد اما باید قواعدی را که مورد استفاده کلی نیستند هدف 

در مورد توزیع ایستا  175گرفت، به خصوص از دانش پیشین

 استفاده نشود.

کلی وجود  های مارکوفقواعد توقف تقریباً برای همه زنجیر

شود که یک عنصر یک الگوریتم تصادفی طرح می ]5[در  دارند.

ناپذیر متناهی تولید از توزیع ایستا از زنجیر مارکوف تحویل

172جعبه سیاه"کند که فقط به یک وضعیت نیاز دارد و یک  می
" 

که وضعیت را به عنوان ورودی پذیرفته و یک گام ازاین 

یک قاعده توقف تصادفی  ]51[کند. در  177سازیوضعیت شبیه

ها، یک عنصر از  شود که تنها با دانستن تعداد وضعیت ارائه می

کند. ناپذیر را تولید می توزیع ایستا در هر زنجیر مارکوف تحویل

 ای بودن زنجیر، این قاعده قطعی است.تحت فرض نادوره
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174stopping time 

175
priori knowledge 

176black box 

177simulate 

برای آشنایی بیشتر با این نتیجه به بررسی مواردی که زنجیر 

های کلی )نه همه پردازیم. حالتوضعیت دارد، می مارکوف دو

( به شرح زیر ]5[ها( که ساختار بازگشتی دارد )شبیه به حالت

 است:

(1.7                   )0 1 2, , ,...v v v 

های پذیر با وضعیتای برگشترا یک زنجیر مارکوف نادوره

{ , }u v های پذیری یعنی احتمالبرگشتگیریم. در نظر می

ای بودن یعنی حداقل مثبت هستند. نادوره vupو  uvpانتقال 

همیشه مثبت است. به راحتی  vvpو  uupهای یکی از احتمال

 ده شده را بررسی کرد:های داتوان ایستایی توزیع می

( ) , ( ) .vu uv

uv vu uv vu

p p

p p p p
u v 

 
  

تواند بدون کنیم میقاعده توقف تصادفی که در ادامه بیان می

دانستن مقدار 
ijp  یا( )i ( یک 1.7و فقط با مشاهده دنباله )

 کند:تولید می عنصر تصادفی از 

0iدهیم اگر شیر آمد قرار میپرتاب سكه  1قاعده   ؛ در

0ivرا اولین اندیس برای هر  iغیر این صورت  v  قرار

1iدهیم. اگر  می iv v   1بود خروجیiv   است؛ وگرنه

1i  کنیم. عنصر اول را نادیده گرفته و دوباره تکرار می 

سازی توانید برای شبیهاگر پرتاب سکه را دوست ندارید، می

از خود زنجیر مارکوف استفاده کنید، این قاعده کاملاً قطعی 

 است.

iاولین جفت  2قاعده  j های زیر را مشخص با ویژگی

 کنیم:می

,j iv v 

1 1,j iv v  



 

 

2 1.j jv v  

 رخ دهد ivاز تعداد دفعات فرد قبل از  ivوضعیت 

و  ivبین 
jv .هیچ عنصری نباشد 

خروجی 
2jv 

 است. 

های اول و دوم رسد، به بخشاگر این روش مبهم به نظر می

های اول تا و... توجه داشته باشید؛ با وقوع یک جفت با شاخص

چهارم، 
1jv 

1با احتمال   ها تواند هر یک از وضعیتمی 2

 باشد.

دانیم برد. حتی نمیطراحی قاعده توقف بالا زمان زیادی می

ای در ها در پرسه زدن تصادفی چندجملهمتوسط تعداد قدم

حداکثر زمان دسترسی چقدر است، چه رسد به زمان آمیختگی 

صورت لگاریتمی باشد(. از  به nدانیم ممکن است در )که می

طرف دیگر اگر اجازه داشته باشیم از محاسبات کلی استفاده 

طور متوسط  توان به قاعده توقفی دست یافت که بهکنیم، می

باشد. قصد داریم یک  ها دو برابر زمان آمیختگی تعداد قدم

گام شروع کنیم، به این منظور یک سکه  پرسه زدن تصادفی با 

)کنیم، با احتمال اریب پرتاب می ) 2 ( )v P v    توقف کرده

1و با احتمال  ( ) 2 ( )v P v   های قبل را وضعیت

vفراموش کرده و از    یک پرسه زدن تصادفی به طول 

توان دید دهیم. به راحتی میطور ادامه میکنیم و همینشروع می

توقف کنیم برابر  vدوره در  kکه بعد از احتمال این

2 ( )k v  است که به( )v شود. همچنین متوسط اضافه می

 است. 2ها تعداد قدم

یک نوع )نسبتاً( ساده از قاعده توقف است.  178قاعده آستانه

t:این قاعده با تابع  V  شود که وابسته به مشخص می

 کند:صورت زیر عمل می است و به 0vنقطه آغازین 
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)اگر  )kt v k کنیم؛توقف می 

)اگر  ) 1kt v k  کنیم؛حرکت می 

)اگر  ) 1kk t v k    باشد یک سکه اریب پرتاب

)کرده و با احتمال  )kt v k کنیم اما با احتمال حرکت می

1 ( )kk t v  ایستیم.می 

ها برای قاعده آستانه بهینه با نقطه آغازین متوسط تعداد قدم

v برابر با 

max ( , ) ( ) ( , )u u
H u v u H u v    

است. طبق شرح قاعده توقف با استفاده از زمان آمیختگی نتیجه 

2شود که می   زیرا در تعریف زمان آمیختگی . مقدار ،

1ثابت انتخابی دلخواه   *وجود دارد در حالی که تعریف  2

را زمان آمیختگی  *است، بهتر است که کمیت  "متعارف"

 بنامیم.

جا که قاعده توقف بهینه دارای خواص خوبی است، از آن

آمد داشته باشد. تابع آستانه که اجرایی کاررود انتظار می

شود، اما به اندازه کافی خوب ای محاسبه میصورت چندجمله به

هایی که نیست، زیرا قصد داریم این قوانین را روی گراف

شوند، اعمال کنیم. با این وجود شرح صورت نمایی بزرگ می به

یاس که قوانین توقف ساده و قابل اجرا با متوسط زمان قابل ق

صورت نمایی بزرگ  هایی که بهآمیختگی تقریبی روی گراف

 دهد، مورد توجه است.شوند را به دست میمی

 یريگ جهينت .8

های پرسه زدن تصادفی از قبیل اولین زمان در این مقاله، پارامتر

اصابت به یک رأس در گراف، اولین )آخرین( زمان اصابت به 

میانگین زمان ، های گراف ای از مجموعه رأس )از( زیرمجموعه

اصابت ماکسیمال، زمان دسترسی )زمان اصابت(، زمان 



 

 

، زمان پوشش، زمان پوشش و بازگشت، نرخ آمیختگی وآمد رفت

های نظریه  مورد بررسی و تحلیل قرار گرفت و به کمک شاخه

گراف و فرایندهای تصادفی و همچنین ابزاری نظیر درخت 

های مناسب برای این پارامترها  فراگیر، مقادیر ویژه و ... کران

معرفی شد. مشاهده شد، در برخی پارامترهای پرسه زدن 

های متناظر، استفاده از تقارن  تصادفی و حتی محاسبه احتمال

تواند کارساز باشد. اضافه کردن یک یال به گراف و تغییر در  می

های پرسه زدن تصادفی از مطالب دیگری بود که برخی پارامتر

رسی قرار گرفت. یکی از کابردهای کران زمان پوشش و مورد بر

در شاخه علوم کامپیوتر به ویژه مدیریت  وآمد رفتزمان 

رمزگذاری برای شبکه محاسبات است. در این حالت، پس از 

زمان دو پرسه زدن تصادفی روی یک گراف، مدت شروع هم

کشد تا آن دو پرسه زدن به یکدیگر برخورد  زمانی که طول می

ند و همچنین ارائه روشی برای جلوگیری از تصادف تا حد کن

ممکن، دو مقوله پژوهشی قابل توجه برای محققان هستند. طرح 

رمزگذاری مجوزی برای حمل پردازنده آن، برای انجام برخی از 

کند. امور است و در هر زمان فقط یک پردازشگر آن را حمل می

تی است که دو در این جا، هدف یافتن متوسط زمان در حال

طور  گذاری را بر عهده داشته و بهپردازشگر با چند اختلاف، رمز

تصادفی از آن عبور کرده تا به دو رمز برخورد کنند و پس از آن 

که ماتریس  نظر به این سامانه به حالت نرمال باز خواهد گشت.

 کیکه گراف منتظم است،  یهای انتقال به جز حالت احتمال

های موجود در  با روشآن را  توان یم ست،یمتقارن ن سیماتر

کرد و با استفاده  لیمتقارن تبد سیماتر کیبه شاخه جبر خطی، 

که  دادنشان  رونیپ-وسینیفروب هیو قض ها  سیماتر یفیط هیاز نظر

و  ستیوابسته ن نیمارکوف به مقدار آغاز ریزنج یحد عیتوز

 یبرا یا های انتقال چندمرحله همچنین حد ماتریس احتمال

که  کند یم لیم یتصادف سیماتر کیبه  ادیتعداد مراحل ز

مطالعه  ،در ادامه هستند. ریزنج یستایا عیآن توز یسطرها

با  هافیو ط یپرسه زدن تصادف بیندر روابط  یتر قیعم

محاسبه  یبرا یفیط یها و فرمول ژهیو ریمقاد کیاستخراج از تکن

 نیا یکران برا افتنیو همچنین  وآمد رفتو زمان  یزمان دسترس

 ،دورتر یها به هدف یدسترس آغاز گردیده و ثابت شدپارامترها، 

کاربرد  زین یختگیدر نرخ آم ژهیو ریمقاد کیتر است. تکن سخت

  گرافدر ادامه،  مهم پرداخته شد.این مقاله به  نیدارد که در ا

که هر  یطور به ،گرفته شددر نظر  یکیشبکه الکتر کیبه عنوان 

در  تهیسیالکتراگر . دهد یواحد مقاومت را نشان م کیرأس، 

 وارد و از رأس رأسیک که از  یا ، به گونهباشد یگراف جار

( کیتابع هارمون)به عنوان یک  ، با تعریف ولتاژشودخارج  دیگر

متناسب با ثابت هوک  یصورت فنرها به)گراف  یهاالی و

به جز روش  .ه شدندها محاسب رأس نیب وآمد رفتزمان  (،واحد

های  استفاده از مقادیر ویژه برای محاسبه نرخ آمیختگی، روش

 سازی و میزان رسانایی معرفی شدند. در انتها بهنظیر جفت

 یها تمیالگور یدر طراح یکاربرد پرسه زدن تصادف نیتر مهم

شمارش و ی به ویژه با پرسه زدن تصادف یریگ و نمونهی کاربرد

در  .اشاره شدتوقف  نیقوانو  سیمتروپل یصاف ،حجم محاسبات

 عیتوز ی،دوبخشنابند و  هم یها گراف یبراپایان مشاهده شد، 

 های گرافبرای . کندیم لیم ستایا عیتوزیک به  زنجیر مارکوف

در  رأسهر و  است کنواختصورت ی ایستا به عیتوزاین منتظم، 

 عیتوزبه گام، سرانجام  یبعد از تعداد ،یپرسه زدن تصادف
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