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 مقدمه. 1
و مجموعـه  𝑉(𝐺) راس گراف بـا مجموعـه کی 𝐺 دیکن فرض

𝑣راس  هر یبرا است. 𝐸(𝐺) الی ∈ 𝑉(𝐺)،  درجه𝑣  برابر تعداد

 یبرا 𝑑𝐺(𝑣)و از نماد  بودهمجاور  𝑣است که با  𝐺 از یهاراس

𝑖 یبـرا .شـودیم استفاده آن شینما = 0,1,2, … , |𝑉(𝐺)| − 1، 

دادن تعـداد  اننشـ یبـرا 𝑛𝑖خلاصـه  طوربـه ای 𝑛𝑖(𝐺)از نماد 

 یاضی. به زبان رمیکنیاستفاده م 𝐺گراف در  𝑖ها از درجه راس

 داریم:

(1) 𝑛𝑖(𝐺) = 𝑛𝑖 = |{𝑣: 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺), 𝑑𝐺(𝑣) = 𝑖}| 

مجمـوع  صـورت نیا است. در یقیعدد حق کی 𝑘 دیکن فرض
                                                             

 اله: پژوهشینوع مق 

 نویسنده مسئول *

 (قلاوند) ali.ghalavand.kh@gmail.comالکترونیک:  (های)پست

m_tavakoli@um.ac.ir (یتوکل) 

  :شودیم فیتعر ریبه صورت ز 𝐺ام گراف -𝑘توان 

(2) Σ𝑘(𝐺) = ∑

𝑢∈𝑉(𝐺)

𝑑𝐺(𝑢)
𝑘 . 

 [2] -[1] مفهـوم، مطالعـه مراجـ  نیـا بـا شـتریب ییآشنا یبرا

 .شودیم شنهادیپ

از نـوع  نگیعدد اسـترل کی بات،یدر ترک ژهیبه و ات،یاضیدر ر

اسـت کـه  ییهـاتعـداد روش (نگیاسترل شنیعدد پارت ایدوم )

مجموعه افراز کرد و ریز 𝑘را به  ءیش 𝑛از  یامجموعه توانیم

,𝑆(𝑛با  𝑘) ه بـ ریز حیصر عدد با فرمول نیا .شودینشان داده م

 :دیآیدست م

(2) 𝑆(𝑛, 𝑘) =
1

𝑘!
∑

𝑘

𝑖=0

(−1)𝑖𝑘
𝑖
(𝑘 − 𝑖)𝑛. 

 :میدار (2رابطه ) با استفاده از معادله
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(0) 
𝑆(𝑛, 3) =

1

2
3𝑛−1 − 2𝑛−1 +

1

2
, 

𝑆(𝑛, 4) =
4𝑛

24
+
2𝑛

4
−
3𝑛

6
−
1

6
. 

𝐻 دیــفــرض کن = {1,2, … , 𝑛} درخــت از  کیــحــال،  .باشــد

 یهارمجموعـهیاز ز 𝛤 خانواده ماننـد کی ،𝐻 یهارمجموعهیز

𝐻)الف(  کهیطوراست به 𝐻 یناته ∈ 𝛤  و )ب( اگر𝐴, 𝐵 ∈ 𝛤 

𝐴و  ∩ 𝐵 ≠ 𝐴 گاهآن ،∅ ⊆ 𝐵 ایـ 𝐵 ⊆ 𝐴 دیـفـرض کن .اسـت 

𝑡(𝑛, 𝑟) یهاتعداد درخت 𝑟 کیـ یهارمجموعـهیاز ز یعضو 

 𝑡(𝑛) دیـن فرض کنیاست. همچن 𝐻ند مان یعضو-𝑛مجموعه 

 صورت نیا است. در 𝐻 یهارمجموعهیز از هادرخت کل تعداد

 :که دید توانیم

(5) 𝑡(𝑛) = ∑
2𝑛−1

𝑟=1
𝑡(𝑛, 𝑟). 

 :ثابت کردند [0] مرج  در یو زاسلاوسک سیمورمک

(1) 𝑡(𝑛, 3) =
3

2
3𝑛 − 4 × 2𝑛 +

7

2
. 

 .شودیم ادشنهیپ [0] -[5] مطالعه مراج 

 نتایج اصلی. 2

تعـداد درختـان  نک،یعدد استرل نیرابطه را ب کی بخش نیدر ا

 ییایمیش یهادرجات گراف ام-𝑘 توان مجموع و هارمجموعهیز

 را بـر نـالیدور فر تک یهاگراف نی. همچنمیآوریدست مه ب

  .  میکنیها مشخص مام درجات گراف-𝑘اساس مجموع توان 

 گاهباشد، آن الی 𝑚با  ییایمیگراف ش کی 𝐺اگر . 1-2لم 

(0) 

Σ𝑘(𝐺) = (
1

2
3𝑘−1 − 2𝑘−1 +

1

2
)Σ3(𝐺) + (4

𝑘

+ 6 × 2𝑘 − 4 × 3𝑘

− 4)𝑛4(𝐺) + (6 × 3
𝑘−2

− 12 × 2𝑘−2 + 6)𝑚 − (
1

2
3𝑘

− 2𝑘+1 +
5

2
)Σ2(𝐺). 

 اسـت. در الیـ 𝑚 با ییایمیگراف ش کی 𝐺 دیض کنفر برهان.

 :دید توانیم فیطبق تعار صورت نیا

(8) 

𝑚 =
1

2
[𝑛1 + 2𝑛2 + 3𝑛3 + 4𝑛4], 

Σ2(𝐺) = 𝑛1 + 2
2𝑛2 + 3

2𝑛3 + 4
2𝑛4, 

Σ3(𝐺) = 𝑛1 + 2
3𝑛2 + 3

3𝑛3 + 4
3𝑛4, 

Σ𝑘(𝐺) = 𝑛1 + 2
𝑘𝑛2 + 3

𝑘𝑛3 + 4
𝑘𝑛4 

کـه حکـم برقـرار  دید توانیساده م یگذاریجا کیبا  نیبنابرا

 □                 است.

 یمسـاو ایـبزرگتر  یعیعدد طب کی 𝑘 دیفرض کن .2-2 هیقض

 گاهباشد، آن الی 𝑚با  ییایمیگراف ش کی 𝐺چهار است. اگر 

(9) 
Σ𝑘(𝐺) = 𝑆(𝑘, 3)Σ3(𝐺) + 24𝑆(𝑘, 4)𝑛4(𝐺)

+ 12𝑆(𝑘 − 1,3)𝑚

− (12𝑆(𝑘, 3)

− 𝑡(𝑘, 3))Σ2(𝐺). 

 □      .دیآیدست مه ب 1-2از لم  میطور مستق حکم به. برهان

 یمسـاو ایـبزرگتر  یعیعدد طب کی 𝑘 دیفرض کن .3-2 جهینت

 گاهباشد، آن الی 𝑚با  ییایمیگراف ش کی 𝐺چهار است. اگر 

(14) 
Σ𝑘(𝐺) ≥  𝑆(𝑘, 3)Σ3(𝐺) + 12𝑆(𝑘 − 1,3)𝑚

− (12𝑆(𝑘, 3)
− 𝑡(𝑘, 3))Σ2(𝐺) 

𝛥(𝐺) برقرار است اگر و تنها اگر یو تساو ≤    باشد. 3

 باشـد، الیـ 𝑚راس و  𝑛گراف بـا  کی 𝐺اگر  .[8] 1-2 هیقض

 آنگاه

(11) Σ2(𝐺) ≤ 𝑚(
2𝑚

𝑛 − 1
+ 𝑛 − 2). 

 الیـ 𝑚راس و  𝑛بـا  ییایمیگـراف شـ کی 𝐺 اگر .5-2 هیقض

 آنگاه باشد،

(12) Σ3(𝐺) ≤ 6𝑚(
2𝑚

𝑛 − 1
+ 𝑛 − 2) − 22𝑚 + 6𝑛4 + 6𝑛. 

𝑣و  ییایمیگراف ش کی 𝐺 دیفرض کن برهان. ∈ 𝑉(𝐺) باشـد .

𝑑𝐺(𝑣)اگر  صورت نیا در ≤  گاهآن ،باشد 3

(12) 𝑑𝐺(𝑣) − 1)(𝑑𝐺(𝑣) − 2)(𝑑𝐺(𝑣) − 3) = 0 

𝑑𝐺(𝑣) و اگر =  گاهآن باشد، 4

(10) (𝑑𝐺(𝑣) − 1)(𝑑𝐺(𝑣) − 2)(𝑑𝐺(𝑣) − 3) = 6. 

 که دید توانیمحاسبات ساده م یبا انجام برخ نیبنابرا

(15) Σ3(𝐺) = 6Σ2(𝐺) − 22𝑚 + 6𝑛4 + 6𝑛. 

 :میدار 0-2 هیکار بردن قض بهپس با 

(11) Σ3(𝐺) ≤ 6𝑚 (
2𝑚

𝑛 − 1
+ 𝑛 − 2) − 22𝑚 + 6𝑛4

+ 6𝑛. 

 □                و حکم ثابت است.
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 الیـ 𝑚و راس  𝑛بـا  ییایمیگـراف شـ کی 𝐺اگر . 1-2 جهینت

ــد، آن ــاهباش Σ3(𝐺) گ ≤ 6𝑚(
2𝑚

𝑛−1
+ 𝑛 − 2) − 22𝑚 + 12𝑛 

 .است

𝑛4(𝐺) ف،یاز تعر استفادها ب برهان. ≤  𝑛 حکم  نی. بنابرااست

 □               .دیآیدست مه ب 5-2 هیاز قض

دور تـک یهاگراف شن،یزیکار بردن رابطه مجور در ادامه با به

ها مشخص ام درجات گراف-𝑘 مجموع توان اساس رب را نالیفر

 .میکنیم

𝑉(𝐺) سبـا مجموعـه را یگراف 𝐺 دیکن فرض = {𝑣1, … , 𝑣𝑛} 

𝑖 یبرا نیاست. همچن ∈ {1,2, … , 𝑛}، دیـکن فـرض 𝑑𝑖 درجـه 

𝑑1 دیکن فرض علاوههب است. 𝑣𝑖 راس ≥ 𝑑2 ≥ ⋯ ≥ 𝑑𝑛 باشد .

𝐷(𝐺) صـورت نیا در = (𝑑1, 𝑑2, … , 𝑑𝑛) درجـه  دنبالـه را𝐺 

ــــو ــــرض کنمییگ ــــ. ف 𝑢𝑣 دی ∈  𝐸(𝐺)، {𝑥, 𝑦} ⊆ 𝑉(𝐺)  و

𝑥𝑦 ∈ 𝐸(𝐺) صورت نیا در 𝐺 − 𝑢𝑣 است که از گراف  یگراف

𝐺  الیبا حذف 𝑢𝑣 و  دیآیدست مه ب𝐺 + 𝑥𝑦 است که  یگراف

  .دیآیدست مه ب 𝑥𝑦 الیبا اضافه کردن  𝐺از گراف 

و تعـداد  𝑛 یهـاتعداد راسگراف همبند با  کی 𝐺 دیکن فرض

هرگاه  مییدرخت گو کیرا  𝐺 صورت نیا در است. 𝑚 یهاالی

𝑚 = 𝑛 − هرگـاه  مییدور گـو گراف تـک کیو آن را باشد  1

𝑚 = 𝑛 ــد ــا. از نمادباش ــه 𝒰(𝑛)و  𝒯(𝑛) یه ــرا بیترتب  یب

تـک دور همبنـد  یهـاهـا و گرافدرخت یهاخانواده شینما

 .میکنیراس استفاده م 𝑛 یرو

𝑥 دیــفــرض کن = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) و 𝑦 = (𝑦1 , 𝑦2, … , 𝑦𝑛)  دو

ــه ــداد حق یشــیرافزایغ یدنبال ــیاز اع ــرا یق ــر ب ــتند. اگ ی هس
∑𝑘𝑖=1 𝑥𝑖 ≤ ∑

𝑘
𝑖=1 𝑦𝑖، 𝑘 = 1,… , 𝑛 − 𝑛𝑖=1∑ و 1 𝑥𝑖 = ∑

𝑛
𝑖=1 𝑦𝑖 

 سـمینویده است و مـش زیمجورا 𝑦 لهیوسه ب 𝑥 مییگویگاه مآن

𝑥 ≼ 𝑦. ــر 𝑥 اگ ≼ 𝑦  و𝑥 ≠ 𝑦 ــد ــاد باش ــاه از نم 𝑥، آنگ ≺ 𝑦 

𝑥جای به ≼ 𝑦 کنیم.استفاده می   

,𝑥1 فرض کنید … , 𝑥𝑚  و𝑦1, … , 𝑦𝑚 هسـتند. در یعـیاعداد طب 

𝑇(𝑥1ی از نمادهــــــا صــــــورت نیــــــا
(𝑦1), … , 𝑥𝑚

(𝑦𝑚))  و

𝐶(𝑥1
(𝑦1), … , 𝑥𝑚

(𝑦𝑚)) ــه ــرا بیترتب ــا یب ــه شینم  یهامجموع

راس از ، 𝑥𝑖ی بـرا تـک دور همبنـد کـه یهاها و گرافدرخت

𝑖)وقتی  میکنیاستفاده م ،دارند 𝑦𝑖 درجه = 1,2, … ,𝑚).  توجـه

 باشند. یها ممکن است تهمجموعه نیکه ا دیکن

د را کـر میها اسـتفاده خـواهکه در ادامه از آن هیقض چند ریدر ز

 .میکنیم انیب

ــرض .[9] 7-2 هیقضمم ــکن ف ــراف ’𝐺و  𝐺 دی ــا دو گ ــه  ب دنبال

 صـورت نیـا هسـتند. در 𝐷(𝐺’)و  𝐷(𝐺) بیترتبه یهادرجه

 :برقرار هستند ریز یهاگزاره

ــف(  ــر ال 𝐷(𝐺)اگ ≼ 𝐷(𝐺’)  و𝑘 ∈ (−∞, 0) ∪ (1, +∞) 

Σ𝑘(𝐺)، آنگاه باشد ≤ Σ𝑘(𝐺′) برقرار است اگر و  یو تساو

𝐷(𝐺)ها اگر تن = 𝐷(𝐺′) باشد. 

𝐷(𝐺) ب( اگر ≼ 𝐷(𝐺’)  و𝑘 ∈  داریـم آنگـاه باشد، (0,1)

Σ𝑘(𝐺′) ≤ Σ𝑘(𝐺) برقرار است اگـر و تنهـا اگـر  یو تساو

𝐷(𝐺) = 𝐷(𝐺′) باشد. 

𝑛درخت از مرتبه  کی ′𝑇 دیکن فرض .[10] 8-2 هیقض ≥ 12 

𝛥(𝑇′) کـهی وره طـاست ب = n3(𝑇′)و  3 ≥  رـــاگ باشـد. 6

𝑇 ∈ 𝑇(5(3), (𝑛 − 12)(2), 𝐷(𝑇)، آنگــــــاه ((1)7 ≺ 𝐷(𝑇′) 

 .است

 دوازده است. در یمساو ایبزرگتر  یعیطب یعدد 𝑛 دیفرض کن

𝐹(𝑛) میکنیم فیتعر صورت نیا = {𝑇 ∈ 𝑇(𝑛)|𝛥(𝑇) = 4}. 

 دــــــــــــــــیرض کنــــــف .[10] 9-2 هیممممممممقض

𝑇 ∈ 𝑇(1(4), 2(3), (𝑛 − 9)(2), ′𝑇 و ((1)6 ∈ 𝐹(𝑛) .اگـر  باشد

𝑛4(𝑇′) = 𝑛3(𝑇′)و  1 ≥ ـــد، 3 ـــاه  باش 𝐷(𝑇)آنگ ≺ 𝐷(𝑇′) 

 .است

 ــــــــــــــدیرض کنــــــف .[10] 10-2 هیممممممممقض

𝑇 ∈ 𝑇(2(4), (𝑛 − 8)(2), ′𝑇و  ((1)6 ∈ 𝐹(𝑛) اگــــر   .باشــــد

𝑇′ ∉ 𝑇(2(4), (𝑛 − 8)(2), 𝑛4(𝑇′)و  ((1)6 ≥ ــد، 2 ــاه  باش آنگ

𝐷(𝑇) ≺ 𝐷(𝑇′) .است 

است  𝑛درخت از مرتبه  کی ′𝑇 دیفرض کن .[10] 11-2 هیقض

𝑛 کهی طور به ≥ 𝛥(𝑇′)و  12 ≥  اگر باشد. 5
𝑇′ ∉ 𝑇(1(5), (𝑛 − 6)(2), 5(1)) 

 و
𝑇 ∈ 𝑇(1(5), (𝑛 − 6)(2), 5(1)) 

𝐷(𝑇)آنگاه  باشد، ≺ 𝐷(𝑇′) .است 

𝑛اگر  .12-2لم  ≥  گـاه خـانوادهباشـد، آن یعـیعدد طب کی 3
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𝐶(𝑥1
(𝑦1), … , 𝑥𝑚

(𝑦𝑚))  ــشــامل ــد از  کی گــراف تــک دور همبن

𝑚𝑖=1∑ است اگر و تنها اگر 𝑛مرتبه  𝑥𝑖𝑦𝑖 = 2𝑛 .باشد 

𝑛 یبرا برهان. ≥ 𝑎1 دیـکن فرض ،3 ≥ 𝑎2 ≥ ⋯ ≥ 𝑎𝑛  اعـداد

گـراف  هیـاز نظر معـروف جـهینت کیعنوان  هستند. به یعیطب

 گراف تک دور همبنـد بـا دنبالـه درجـه کیگفت که  توانیم

(𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) وجود دارد اگر و تنها ∑𝑛𝑖=1 𝑎𝑖 = 2𝑛 .باشـد 

𝐶(𝑥1 بنابراین خانواده
(𝑦1), … , 𝑥𝑚

(𝑦𝑚))  شـامل یـک گـراف تـک

𝑚𝑖=1∑ است اگر و تنهـا اگـر 𝑛 دور همبند از مرتبه 𝑥𝑖𝑦𝑖 = 2𝑛 

 □                 باشد.

 یمسـاو ایبزرگتر  یعیعدد طب کی 𝑛 دیکنفرض  .13-2توجه 

کـه همـه  دیـد تـوانیمـ 12-2کار بردن لم  دوازده است. با به

مقاله  نیا شده در فیتک دور همبند تعر یهاگراف یهاکلاس

 هستند. یناته

راف همبنـد بـا تعـداد گـ کیـ 𝐺 دیـکنفرض  .[11] 11-2لم 

𝑐اسـت. اگـر  𝑚 یهاالیو تعداد  𝑛 یهاراس = 𝑚 − 𝑛 + 1 

 گاهآن باشد،

(10) 
𝑛1(𝐺) = 2 − 2𝑐 + ∑

Δ(𝐺)

𝑖=3

(𝑖 − 2)𝑛𝑖, 

  𝑛2(𝐺) = 2𝑐 + 𝑛 − 2 − ∑

Δ(𝐺)

𝑖=3

(𝑖 − 1)𝑛𝑖. 

بـه هسـتند 𝑛 مرتبه از دو گراف ’𝐺و  𝐺 دیکن فرض .15-2 لم

,𝑢} کــــــه وریــــــــــــط 𝑣} ⊆ 𝑉(𝐺)، {𝑥, 𝑦} ⊆ 𝑉(𝐺′)، 
𝑑𝐺(𝑢) = 𝑑𝐺(𝑣) = 𝑑𝐺′(𝑥) و 1 ≥ 𝑑𝐺′(𝑦) ≥  در د.باشــــ 1

𝐷(𝐺) اگرت صور این ≼ 𝐷(𝐺′) ،اهآنگ باشد 

(18) 𝐷(𝐺 + 𝑢𝑣) ≼ 𝐷(𝐺′ + 𝑥𝑦). 

𝐷(𝐺) فـــرض کنیـــد برهمممان. = (𝑑1, . . . , 𝑑𝑚, 1,1, . . . ,1⏞    
𝑛−𝑚

و  (

𝐷(𝐺) ≼ 𝐷(𝐺′) .میــــدار فیــــطبــــق تعرحــــال  باشــــد 

∑𝑣∈𝑉(𝐺) 𝑑𝐺(𝑣) = ∑𝑣∈𝑉(𝐺′) 𝑑𝐺′(𝑣) .عـــدد  کیــ نیبنــابرا

≥)𝑘مانند  یعیطب 𝑚) کهی طور وجود دارد به 

(19) 
𝐷(𝐺′) = (𝑑1

′ , . . . , 𝑑𝑘
′ , 1,1, . . . ,1⏞    

𝑛−𝑘

). 

 پس داریم:

(24) 
𝐷(𝐺 + 𝑢𝑣) = (𝑑1, . . . , 𝑑𝑚 , 2,2, 1, . . . ,1⏞    

𝑛−𝑚−2

)

≼ (𝑑1
′ , . . . , 𝑑𝑘

′ , 2,2, 1, . . . ,1⏞    
𝑛−𝑘−2

)

≼ 𝐷(𝐺′ + 𝑥𝑦). 

 □                و حکم ثابت است.

سـه  یمسـاو ایـبزرگتـر  یعـیعـدد طب کی 𝑛 دیکنفرض حال 

𝑇 دیفرض کن نیاست. همچن ∈ 𝑇(𝑛) صـورت نیـا در .باشـد 

 :میکنیم فیتعر

(21) 𝜑(𝑇) = {𝑇 + 𝑢𝑣: {𝑢, 𝑣} ⊆ 𝑉(𝑇), 𝑢𝑣 ∉  𝐸(𝑇)}. 

𝑇∈𝒯(𝑛)𝜑(𝑇)⋃ که دید توانیم یآسانبه  = 𝒰(𝑛) .است 

𝑛درخـت از مرتبـه  کیـ ′𝑇 دیـکن فرض .11-2 هیقض ≥ 12 

𝛥(𝑇′) کهی طور است به = 𝑛3(𝑇′)و  3 ≥  اگر باشد. 5
𝐺 ∈ 𝐶(5(3), (𝑛 − 10)(2), 5(1)) 

 و
𝐺′ ∈ (𝜑(𝑇′)\𝐶(5(3), (𝑛 − 10)(2), 5(1))) 

𝐷(𝐺)آنگاه  باشد، ≺ 𝐷(𝐺′) .است 

𝑛3(𝑇′) رـــــــــاگ ان.ممممممممبره = اه ـــــآنگ باشـــــد، 5

𝑇′ ∈ 𝑇(5(3), (𝑛 − 12)(2), ، 15-2 کار بردن لـم با به و ((1)7

𝐷(𝐺) ≺ 𝐷(𝐺′) فرض کنیداست . 𝑛3(𝑇′) >  نیـدر اباشد.  5

 کـه دیـد تـوانیم 15-2و لم  8-2 هیضکار بردن ق حالت با به

𝐷(𝐺) ≺ 𝐷(𝐺′) برقـرار  یحکـم در حالـت کلـ نینابرا. باست

 □                 است.

ـــرض .17-2 هیقضممم ـــکن ف 𝑛4(𝑇′) دی = 1 ،𝑇′ ∈ 𝐹(𝑛)  و

𝑛3(𝑇′) ≥  اگر باشد. 2
𝐺′ ∈ (𝜑(𝑇′)\𝐶(1(4), 2(3), (𝑛 − 7)(2), 4(1))) 

 و
𝐺 ∈ 𝐶(1(4), 2(3), (𝑛 − 7)(2), 4(1)) 

𝐷(𝐺)آنگاه  باشد، ≺ 𝐷(𝐺′) .است 

𝑛3(𝑇′) اگر برهان. =  آنگاه باشد،  2

(22) 𝑇′ ∈ 𝑇(1(4), 2(3), (𝑛 − 9)(2), 6(1)). 

𝐷(𝐺)، 15-2بردن لم  کار بهبا  ≺ 𝐷(𝐺′) .حـال فـرض  است

𝑛3(𝑇′) دیکن > و  9-2 هیبا اسـتفاده از قضـ صورت نیا در ،2
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𝐷(𝐺)، 15-2 لم ≺ 𝐷(𝐺′) یحکم در حالت کل نیبنابرا. است 

 □     .  برقرار است

′𝑇 دیکن فرض .18-2 هیقض ∈ 𝐹(𝑛)  و𝑛4(𝑇′) ≥  اگر باشد. 2
𝐺′ ∈ (𝜑(𝑇′)\𝐶(2(4), (𝑛 − 6)(2), 4(1))) 

 و
𝐺 ∈ 𝐶(2(4), (𝑛 − 6)(2), 4(1)) 

𝐷(𝐺) آنگاه، باشد ≺ 𝐷(𝐺′) است. 

ه بـ 15-2و لـم  14-2 هیاز قضـ میمسـتقطور  به حکم برهان.

 □     .دیآیدست م

𝑛درخـت از مرتبـه  کیـ ′𝑇 دیـکن فرض .19-2 هیقض ≥ 12 

𝛥(𝑇′) کهی طور است به ≥  اگر باشد. 5
𝐺 ∈ 𝐶(1(5), (𝑛 − 4)(2), 3(1)) 

 و
𝐺′ ∈ (𝜑(𝑇′)\𝐶(1(5), (𝑛 − 4)(2), 3(1))) 

𝐷(𝐺)اه آنگباشد  ≺ 𝐷(𝐺′) .است 

ه بـ 15-2و لـم  11-2 هیاز قضـ میمسـتقطور  حکم به برهان.

 □     . دیآیدست م

 یمسـاو ایبزرگتر  یعیعدد طب کی 𝑛 دیکن فرض .20-2توجه 

𝑖 یبـرا صورت نیا دوازده است. در ∈ {1,2, … , 𝑛} ،𝐺𝑖 را بـه 

 :میکنیم فیتعر ریصورت ز

(22) 

𝐺1 ≅ 𝐶𝑛,  

𝐺2 ∈ 𝐶(1
(3), (𝑛 − 2)(2), 1(1)), 

𝐺3 ∈ 𝐶(2
(3), (𝑛 − 4)(2), 2(1)), 

𝐺4 ∈ 𝐶(3
(3), (𝑛 − 6)(2), 3(1)), 

𝐺5 ∈ 𝐶(1
(4), (𝑛 − 3)(2), 2(1)), 

𝐺6 ∈ 𝐶(4
(3), (𝑛 − 8)(2), 4(1)),  

𝐺7 ∈ 𝐶(1
(4), 1(3), (𝑛 − 5)(2), 3(1)), 

𝐺8 ∈ 𝐶(5
(3), (𝑛 − 10)(2), 5(1)), 

𝐺9 ∈ 𝐶(1
(4), 2(3), (𝑛 − 7)(2), 4(1)), 

𝐺10 ∈ 𝐶(6
(3), (𝑛 − 12)(2), 6(1)),  

𝐺11 ∈ 𝐶(1
(4), 3(3), (𝑛 − 9)(2), 5(1)), 

𝐺12 ∈ 𝐶(2
(4), (𝑛 − 6)(2), 4(1)), 

𝐺13 ∈ 𝐶(1
(4), 4(3), (𝑛 − 11)(2), 6(1)), 

𝐺14 ∈ 𝐶(2
(4), 1(3), (𝑛 − 8)(2), 5(1)), 

𝐺15 ∈ 𝐶(1
(5), (𝑛 − 4)(2), 3(1)), 

𝐺16 ∈ 𝐶(2
(4), 2(3), (𝑛 − 10)(2), 6(1)), 

𝐺17 ∈ 𝐶(1
(5), 1(3), (𝑛 − 6)(2), 4(1)), 

𝐺18 ∈ 𝐶(1
(5), 2(3), (𝑛 − 8)(2), 5(1)), 

𝐺19 ∈ 𝐶(1
(5), 1(4), (𝑛 − 7)(2), 5(1)). 

یک عدد طبیعی بزرگتر یا مسـاوی  𝑛د فرض کنی .21-2قضیه 

𝑖 دوازده است. همچنین برای ∈ {1,2, … , 𝑛}، د فـرض کنیـ𝐺𝑖 

 صـورت ایـن اسـت. در 24-2گراف تعریف شـده در توجـه 

 :های زیر برقرار هستندگزاره

 (الف

(20) 

𝛴2(𝐺1) < 𝛴2(𝐺2) < 𝛴2(𝐺3) < 𝛴2(𝐺4)
= 𝛴2(𝐺5) < 𝛴2(𝐺6)
= 𝛴2(𝐺7) < 𝛴2(𝐺8)
= 𝛴2(𝐺9) < 𝛴2(𝐺10)
= 𝛴2(𝐺11) = 𝛴2(𝐺12)
= 𝛴2(𝐺15) < 𝛴2(𝐺13)
= 𝛴2(𝐺14) = 𝛴2(𝐺17)
< 𝛴2(𝐺16) = 𝛴2(𝐺18)
< 𝛴2(𝐺19). 

 ب(

(25) 

𝛴3(𝐺1) < 𝛴3(𝐺2) < 𝛴3(𝐺3) < 𝛴3(𝐺4)
< 𝛴3(𝐺5) < 𝛴3(𝐺6)
< 𝛴3(𝐺7) < 𝛴3(𝐺8)
< 𝛴3(𝐺9) < 𝛴3(𝐺10)
< 𝛴3(𝐺11) < 𝛴3(𝐺12)
< 𝛴3(𝐺13) < 𝛴3(𝐺14)
= 𝛴3(𝐺15) < 𝛴3(𝐺16)
= 𝛴3(𝐺17) < 𝛴3(𝐺18)
< 𝛴3(𝐺19). 

𝑘 اگرپ(  ∈ (−∞, 0) ∪ (1,  آنگاه باشد، (∞+

(21) 

𝛴𝑘(𝐺1) < 𝛴𝑘(𝐺2) < 𝛴𝑘(𝐺3)
< min{𝛴𝑘(𝐺4), 𝛴𝑘(𝐺5), 𝛴𝑘(𝐺6), 𝛴𝑘(𝐺7),
𝛴𝑘(𝐺8), 𝛴𝑘(𝐺9), 𝛴𝑘(𝐺10), 𝛴𝑘(𝐺11),
𝛴𝑘(𝐺12), 𝛴𝑘(𝐺13), 𝛴𝑘(𝐺14), 𝛴𝑘(𝐺15),
𝛴𝑘(𝐺16), 𝛴𝑘(𝐺17), 𝛴𝑘(𝐺18), 𝛴𝑘(𝐺19)}. 

𝑘 اگرت(  ∈  آنگاه باشد، (0,1)

(20) 

𝛴𝑘(𝐺1) > 𝛴𝑘(𝐺2) > 𝛴𝑘(𝐺3)
> max{𝛴𝑘(𝐺4), 𝛴𝑘(𝐺5), 𝛴𝑘(𝐺6), 𝛴𝑘(𝐺7),
𝛴𝑘(𝐺8), 𝛴𝑘(𝐺9), 𝛴𝑘(𝐺10), 𝛴𝑘(𝐺11),
𝛴𝑘(𝐺12), 𝛴𝑘(𝐺13), 𝛴𝑘(𝐺14), 𝛴𝑘(𝐺15),
𝛴𝑘(𝐺16), 𝛴𝑘(𝐺17), 𝛴𝑘(𝐺18), 𝛴𝑘(𝐺19)}. 

دو و سه  بیترترا به (0)تا  (1)در جداول  𝑘اگر مقدار  برهان.

 بررسـی توانیمحاسبات ساده م یگاه با برخآن م،یریدر نظر بگ

 )الف( و )ب( برقرار هستند.  یهاکرد که حالت

 :میدار (1) ( با استفاده از جدولپ

(28) Σ𝑘(𝐺1) − Σ𝑘(𝐺2) = (2 × 2
𝑘) − (3𝑘 + 1). 

𝑥 دیـفـرض کن اگرحال  = 𝑦 و (2,2) = گـاه آنباشـد،  (3,1)
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𝑥 واضح است که ≺ 𝑦 .کـار بـردن قسـمت  با به نیبنابرا است

ــف( قضــ ــدار 0-2 هی)ال 2) می × 2𝑘) < (3𝑘 + ــا . (1 ــس ب پ

Σ𝑘(𝐺1) کـه دیـد تـوانی( مـ28استفاده از معادله ) < Σ𝑘(𝐺2) 

از )پ(، مشـابه بـا  مانـدهیها باقحالت ریثبات ساا برقرار است.

 . شودینظر مصرف نجایها در اآن انیاز بحالت است و لذا  نیا

روش مشـابه  کیـو  0-2 هی( با استفاده از قسمت )ب( قضت

برقـرار  حالـت نیـکـه حکـم در ا دید توانیبا قسمت )پ( م

 □        است.

 دیتول همبند دور تک یهاگراف خانواده هاقلم نوع و اندازه (:1) جدول

𝑇((𝑛 از شده − 2)(2),  هاآن درجات ام-K توان مجموع و ((1)2

 𝚺𝒌 خانواده

𝐶(𝑛(2)) 𝑛2𝑘 

𝐶(1(3), (𝑛 − 2)(2), 1(1)) 3𝑘 + (𝑛 − 2)2𝑘 + 1 

𝐶(2(3), (𝑛 − 4)(2), 2(1)) 2 × 3𝑘 + (𝑛 − 4)2𝑘 + 2 

 دیتول همبند دور تک یهاگراف خانواده هاقلم نوع و اندازه (:2) جدول

,𝑇(1(3) از شده (𝑛 − 4)(2),  هاآن درجات ام-K توان مجموع و ((1)3

 𝚺𝒌 خانواده

𝐶(1(3), (𝑛 − 2)(2), 1(1)) 3𝑘 + (𝑛 − 2)2𝑘 + 1 

𝐶(2(3), (𝑛 − 4)(2), 2(1)) 2 × 3𝑘 + (𝑛 − 4)2𝑘 + 2 

𝐶(1(4), (𝑛 − 3)(2), 2(1)) 4𝑘 + (𝑛 − 3)2𝑘 + 2 

𝐶(3(3), (𝑛 − 6)(2), 3(1)) 3 × 3𝑘 + (𝑛 − 6)2𝑘 + 3 

𝐶(1(4), 1(3), (𝑛 − 5)(2), 3(1)) 4𝑘 + 3𝑘 + (𝑛 − 5)2𝑘 + 3 

 دیتول همبند دور تک یهاگراف ادهخانو هاقلم نوع و اندازه (:3) جدول

,𝑇(2(3) از شده (𝑛 − 6)(2),  هاآن درجات ام-K توان مجموع و ((1)4

 𝚺𝒌 خانواده

𝐶(2(3), (𝑛 − 4)(2), 2(1)) 2 × 3𝑘 + (𝑛 − 4)2𝑘 + 2 

𝐶(3(3), (𝑛 − 6)(2), 3(1)) 3 × 3𝑘 + (𝑛 − 6)2𝑘 + 3 

𝐶(1(4), 1(3), (𝑛 − 5)(2), 3(1)) 4𝑘 + 3𝑘 + (𝑛 − 5)2𝑘 + 3 

𝐶(4(3), (𝑛 − 8)(2), 4(1)) 4 × 3𝑘 + (𝑛 − 8)2𝑘 + 4 

𝐶(1(4), 2(3), (𝑛 − 7)(2), 4(1)) 4𝑘 + 2 × 3𝑘 + (𝑛 − 7)2𝑘 + 4 

𝐶(2(4), (𝑛 − 6)(2), 4(1)) 2 × 4𝑘 + (𝑛 − 6)2𝑘 + 4 

 دیتول همبند دور تک یهاگراف خانواده هاقلم نوع و اندازه (:1) جدول

,𝑇(3(3) از شده (𝑛 − 8)(2),  هاآن درجات ام-K توان مجموع و ((1)5

 𝚺𝒌 خانواده

𝐶(3(3), (𝑛 − 6)(2), 3(1)) 3 × 3𝑘 + (𝑛 − 6)2𝑘 + 3 

𝐶(4(3), (𝑛 − 8)(2), 4(1)) 4 × 3𝑘 + (𝑛 − 8)2𝑘 + 4 

𝐶(1(4), 2(3), (𝑛 − 7)(2), 4(1)) 4𝑘 + 2 × 3𝑘 + (𝑛 − 7)2𝑘 + 4 

𝐶(5(3), (𝑛 − 10)(2), 5(1)) 5 × 3𝑘 + (𝑛 − 10)2𝑘 + 5 

𝐶(1(4), 3(3), (𝑛 − 9)(2), 5(1)) 4𝑘 + 3 × 3𝑘 + (𝑛 − 9)2𝑘 + 5 

𝐶(2(4), 1(3), (𝑛 − 8)(2), 5(1)) 2 × 4𝑘 + 3𝑘 + (𝑛 − 8)2𝑘 + 5 

 دیتول همبند دور تک یهاگراف خانواده هاقلم نوع و اندازه (:5) جدول

,𝑇(4(3) از شده (𝑛 − 10)(2),  هاآن درجات ام-K توان مجموع و ((1)6

 𝚺𝒌 خانواده

𝐶(4(3), (𝑛 − 8)(2), 4(1)) 4 × 3𝑘 + (𝑛 − 8)2𝑘 + 4 

𝐶(5(3), (𝑛 − 10)(2), 5(1)) 5 × 3𝑘 + (𝑛 − 10)2𝑘 + 5 

𝐶(1(4), 3(3), (𝑛 − 9)(2), 5(1)) 4𝑘 + 3 × 3𝑘 + (𝑛 − 9)2𝑘 + 5 

𝐶(6(3), (𝑛 − 12)(2), 6(1)) 6 × 3𝑘 + (𝑛 − 12)2𝑘 + 6 

𝐶(1(4), 4(3), (𝑛 − 11)(2), 6(1)) 4𝑘 + 4 × 3𝑘 + (𝑛 − 11)2𝑘 + 6 

𝐶(2(4), 2(3), (𝑛 − 10)(2), 6(1)) 2 × 4𝑘 + 2 × 3𝑘 + (𝑛 − 10)2𝑘 + 6 

 دیتول همبند دور تک یهاگراف خانواده هاقلم نوع و اندازه (:1) جدول

,𝑇(1(4) از شده (𝑛 − 5)(2),  هاآن درجات ام-K توان مجموع و ((1)4

 𝚺𝒌 خانواده

𝐶(1(4), (𝑛 − 3)(2), 2(1)) 4𝑘 + (𝑛 − 3)2𝑘 + 2 

𝐶(1(4), 1(3), (𝑛 − 5)(2), 3(1)) 4𝑘 + 3𝑘 + (𝑛 − 5)2𝑘 + 3 

𝐶(1(5), (𝑛 − 4)(2), 3(1)) 5𝑘 + (𝑛 − 4)2𝑘 + 3 

𝐶(1(4), 2(3), (𝑛 − 7)(2), 4(1)) 4𝑘 + 2 × 3𝑘 + (𝑛 − 7)2𝑘 + 4 

𝐶(1(5), 1(3), (𝑛 − 6)(2), 4(1)) 5𝑘 + 3𝑘 + (𝑛 − 6)2𝑘 + 4 

 دیتول همبند دور تک یهاگراف خانواده هاقلم نوع و اندازه (:7) جدول

,𝑇(1(4) از شده 1(3), (𝑛 − 7)(2),   هاآن درجات ام-K توان مجموع و ((1)5

 𝚺𝒌 خانواده

𝐶(1(4), 1(3), (𝑛 − 5)(2), 3(1)) 4𝑘 + 3𝑘 + (𝑛 − 5)2𝑘 + 3 

𝐶(1(4), 2(3), (𝑛 − 7)(2), 4(1)) 4𝑘 + 2 × 3𝑘 + (𝑛 − 7)2𝑘 + 4 

𝐶(2(4), (𝑛 − 6)(2), 4(1)) 2 × 4𝑘 + (𝑛 − 6)2𝑘 + 4 

𝐶(1(4), 3(3), (𝑛 − 9)(2), 5(1)) 4𝑘 + 3 × 3𝑘 + (𝑛 − 9)2𝑘 + 5 

𝐶(2(4), 1(3), (𝑛 − 8)(2), 5(1)) 2 × 4𝑘 + 3𝑘 + (𝑛 − 8)2𝑘 + 5 

𝐶(1(5), 2(3), (𝑛 − 8)(2), 5(1)) 5𝑘 + 2 × 3𝑘 + (𝑛 − 8)2𝑘 + 5 

𝐶(1(5), 1(4), (𝑛 − 7)(2), 5(1)) 5𝑘 + 4𝑘 + (𝑛 − 7)2𝑘 + 5 
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 یمسـاو ایبزرگتر  یعیعدد طب کی 𝑛 دیکن فرض .22-2 هیقض

𝑖 یبرا نیدوازده است. همچن ∈ {1,2, … , 𝑛}، دیـفـرض کن 𝐺𝑖 

 صـورت نیـا اسـت. در 24-2شـده در توجـه  فیگراف تعر

 :برقرار هستند ریز یهاگزاره

𝐺( اگر الف ∈ 𝒰(𝑛)\{𝐺1, 𝐺2, … , 𝐺9} ،آنگاه باشد 

(29) 
Σ2(𝐺1) < Σ2(𝐺2) < Σ2(𝐺3) < Σ2(𝐺4)

= Σ2(𝐺5) < Σ2(𝐺6)
= Σ2(𝐺7) < Σ2(𝐺8)
= Σ2(𝐺9) < Σ2(𝐺). 

𝐺 اگرب(  ∈ 𝒰(𝑛)\{𝐺1, 𝐺2, … , 𝐺8} ،آنگاه  باشد 

(24) 
Σ3(𝐺1) < Σ3(𝐺2) < Σ3(𝐺3) < Σ3(𝐺4)

< Σ3(𝐺5) < Σ3(𝐺6)
< Σ3(𝐺7) < Σ3(𝐺8)
< Σ3(𝐺). 

ــــاگ پ( 𝑘 رـــــ ∈ (−∞, 0) ∪ (1, ــــد  (∞+ و باشـــــــ

𝐺 ∈ 𝒰(𝑛)\{𝐺1, 𝐺2, 𝐺3}آنگاه ، 

(21) Σ𝑘(𝐺1) < Σ𝑘(𝐺2) < Σ𝑘(𝐺3) < Σ𝑘(𝐺). 

𝑘 اگرت(  ∈ 𝐺و  (0,1) ∈ 𝒰(𝑛)\{𝐺1, 𝐺2, 𝐺3}  ،آنگاه باشد 

(22) Σ𝑘(𝐺1) > Σ𝑘(𝐺2) > Σ𝑘(𝐺3) > Σ𝑘(𝐺). 

 داریم: 21-2 هیستفاده از قسمت )الف( قضبا ا برهان.

(22) 
Σ2(𝐺1) < Σ2(𝐺2) < Σ2(𝐺3) < Σ2(𝐺4)

= Σ2(𝐺5) < Σ2(𝐺6)
= Σ2(𝐺7) < Σ2(𝐺8)
= Σ2(𝐺9). 

𝐺همچنین اگر  ∈ {𝐺10, 𝐺11, . . . , 𝐺19} ،دوبـاره بـا آنگـاه  باشد

کـه حکـم  دیـد تـوانیم 21-2 هیف( قضاستفاده از قسمت )ال

-2، 11-2 یهاهیحکم از قض صورت نیا ریغ برقرار است. در

 .دیآیدست مه ب 0-2و قسمت )الف(  2-19 ،2-18 ،10

 داریم: 21-2 هیکار بردن قسمت )ب( قض با به ب(

(20) 
Σ3(𝐺1) < Σ3(𝐺2) < Σ3(𝐺3) < Σ3(𝐺4)

< Σ3(𝐺5) < Σ3(𝐺6)
< Σ3(𝐺7) < Σ3(𝐺8). 

ــین اگــر  𝐺همچن ∈ {𝐺9, 𝐺10, . . . , 𝐺19}  ،ــاره آنگــاه باشــد دوب

 نیـا ریـغ . دردهـدیحکم را به ما م 21-2 هیقسمت )ب( قض

ــورت ــ ص ــم از قض و  19-2 ،18-2 ،10-2 ،11-2 یهاهیحک

 .  شودیم جهینت 0-2قسمت )الف( 

  داریم: 21-2 هی( با استفاده از قسمت )پ( قضپ

(25) Σ𝑘(𝐺1) < Σ𝑘(𝐺2) < Σ𝑘(𝐺3). 

ــ Σ𝑘(𝐺1)عــلاوه اگــر ه ب < Σ𝑘(𝐺2) < Σ𝑘(𝐺3)  ،آنگــاه باشــد

 ریغ . دردهدیم جهیحکم را نت 21-2 هیدوباره قسمت )پ( قض

و قسـمت  19-2، 18-2، 10-2، 11-2 یهاهیقضـ صورت نیا

 .دهندیبه ما محکم را  0-2)الف( 

 داریم: 21-2 یهکار بردن قسمت )ت( قض ت( با به

(21) Σ𝑘(𝐺1) > Σ𝑘(𝐺2) > Σ𝑘(𝐺3). 

ــر  ــین اگ 𝐺همچن ∈ {𝐺4, 𝐺5, . . . , 𝐺19} ،ــد ــاه  باش ــاره آنگ دوب

 نیـا ریـغ . دردهـدیحکم را به ما م 21-2 هیقسمت )ت( قض

ــورت ــ ص ــم از قض و  19-2، 18-2، 10-2، 11-2 یهاهیحک

 □  .دیآیدست مه ب 0-2 هیقسمت )ب( قض

کنند که هیچ تعمارض منمافعی تعارض منافع: نویسندگان اعلام می

   ندارند.
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