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 دار ماندده  مشدبکه  کید  یهدا  هید پالا یمعرف به ابتدا. میده یم ارائه دار مانده یها مشبکه از ییها مثال و

 کی در مشمول جهینت در و نیشیب هیپالا کی در مشمول سره هیپالا هر میده یم نشان سپس و میپرداز یم

 را اول یها هیپالا نیادیبن گزاره و کرده یبازشناس را جبر-MTL کی در اول یها هیپالا. است اول هیپالا

 هیپالا هر که میکن یم یبازشناس را یدار مانده یها مشبکه. میکن یم اثبات و انیب دار مانده یها مشبکه یبرا

 سدپس، . میده یم قرار یبررس مورد اول یها هیپالا از استفاده با را پوچسازها هم و است یاصل آنها در

 انیب را نیکم اول یها هیپالا نیادیبن گزاره و کرده یمعرف را دار مانده  مشبکه کی در نیکم اول یها هیپالا

 اول یها هیپالا و کرده یمعرف را دار مانده مشبکه کی در ابی بخش یها هیالاپ انتها، در. میکن یم اثبات و

 .میده یم قرار یبازشناس مورد آنها از استفاده با را نیکم
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 مقدمه. 1
که از  ییها تاجاستن ژهی، به ودقیقپردازش اطلاعات  دانیم که می

اسـت.   کیبر منطق کلاس ید، مبتننشو یاطلاعات حاصل من ای

بـه   یمنطق ـ هـایی  که سامانهلازم است  یعیبه طور طببنابراین، 

 نیبه هم شود. جادیا نادقیقپردازش اطلاعات ای برای  یهعنوان پا

و  شنهادیپ کیرکلاسیغ یمنطق ساختارهایاز  یانواع مختلف ل،یدل

بـه   کیکلاس ـریغ های منطقز استفاده ا ،امروزه اند. شده یبررس

مقابلـه بـا    ه منظـور ب وتریعلوم کامپ یبرا دیو مف یرسم یابزار

                                                             
 اله: پژوهشینوع مق 

 نویسنده مسئول *

 (یرسول) srasouli@pgu.ac.irالکترونیک:  (های) پست

haghani1351@yahoo.com (یکسارحقانخا) 

 ،گرید ییاز سو. [0]-[1] اند شده لیو مبهم تبد نادقیقاطلاعات 

 های منطق ییمعنا های سامانهبه عنوان  یمختلف یمنطق یجبرها

 -BCK توان بـه  می عنوان مثال اند، به شده شنهادیپ کیرکلاسیغ

 ،پـذیر  دار بخـش  های مانده مشبکه ،دار های مانده مشبکه، هاجبر

MTL- جبرها ،BL-  ،جبرهاMV- نـ  یتیه یجبرها و جبرها 

 دار هـای مانـده   مشبکه ،یمنطق یجبرها نیا انی. در ماشاره کرد

 هستند. یو مهم یاساس اریبس یجبر یساختارها

، رولتوسط ک [0]بار در  نیاول یدار برا مانده یها فهوم مشبکهم

 کـرد،  یمجزا کار م ـ یها آل دهیحلقه به ا کی هیتجز یکه بر رو

 یمهـم در بررس ـ  یمفهوم به عنوان ابزار نیشد. سپس ا یمعرف

 مقالاتدر  لورثید و حلقه توسط وارد کی یها آل دهیا مشبکه

ها تحت  رده از مشبکه نیمورد استفاده قرار گرفت. ا [11] -[5]
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 یجبرها -BCK، [12]ها  همشبک -BCKمانند  یمختلف نیعناو

جـایی   های جابه تکگون - [ و 10] 1جبرها -    ، [0کامل ]

انـد. همننـین،    مورد مطالعه قرار گرفته ،[10] 2دار صحیح مانده

هـای بـدون    دار ساختار جبری متناظر با منطق های مانده مشبکه

هایی  دارای ویژگی 0هستند. این جبرهای منطقی 0قانون انقباض

 .[2] عنوان یک ساختار جبری هستند جالب به

دارنـد.   یمنطق فـاز  نظریهدر  ینقش مهم دار مانده یها شبکهم

 یهـا  شـبکه مجبرهـا،  -MTLمانند  یمنطق یاز جبرها یاریبس

 هیتین  یها جبرها، جبر-MVجبرها ، -BL ،پذیر بخش دار مانده

 هستند. دار مانده یها شبکهم های واریتهریز یبول یو جبرها

 یمنطق ـ یسـاختار جبرهـا   یدر بررس یاساس یابزارهااز  یکی

 یدر جبرهـا  یاسیق یها است. سامانه یاسیق یها سامانه هینظر

و برهان  یجبر یساختارها نیا هدر مطالع نیادیبن ینقش یمنطق

منطق، هر  دگاهی. از دکنند یم فایا با آنها متناظر یها منطق تیتمام

 ریپـذ  جمـلات برهـان  از   همجموع کیمتناظر با  یاسیسامانه ق

از  ییهـا  متناظر با مجموعه یاسیق یها است. از آنجا که سامانه

 ییاسـتثنا  اسی ـجملات در منطق هستند که نسبت به قاعـده ق 

 ـآنهـا را پالا  یاند، گـاه  بسته . از مینـام  ی( م ـی)اسـتلزام  یهـا  هی

 توان یدار م مانده  یها مشبکه هیدر نظر ها هینوع پالا نیتر یاساس

 اشاره کرد. نیاول و اول کم ن،یشیب یها هیبه پالا

هـای   دار با رابطـه  های مانده هها در مشبک از دیدگاه جبری پالایه

های  یک قرار دارند که این رده مشبکه به یکنهشتی در تناظر  هم

دهـد.   قـرار مـی   5آل معـین  هـای ایـده   واریته دار را در رده مانده

ار همـان نقشـی را ایفـا    د های مانده ها در مشبکه بنابراین، پالایه

ها  ها در حلقه آل ها، ایده های نرمال در گروه کنند که زیرگروه می

ها  . از آنجا که رده مشبکهکنند ایفا می ها ها در مدول مدولو زیر

اسـت،   1پـذیر  پخـش -نهشـتی  هـم  ها یک واریته مانند رده حلقه

-[15]کنند  های اول در آنها نقش مهمی را ایفا می پالایهبنابراین 

[24]. 

                                                             
1      algebras 
2 Integral, residuated, commutative  -monoid 
3 Contraction rule 
4 Logical algebras 
5 Ideal determined varieties 
6 Congruence-distributive varieties 

در  نیاول و اول کم ن،یشیب یها آل دهیا یبا توجه به نقش اساس

 Baerو  mp ،Rickart یها ها از جمله حلقه حلقه هینظر مطالعه

 یهـا  در رده مشبکه ها هیقض نیمشابه ا ایکه آ مینیبب میخواه یم

مقاله  نیاز اهداف مهم ا یکی نیبرقرار هستند؟ بنابرا زیدار ن مانده

 هینظر در مطالعه نیاول و اول کم ن،یشیب یها هیش پالانق یبررس

 است. دار مانده یها مشبکه

 یها در مشبکه نیاول و اول کم ن،یشیب یها هیمقاله، پالا نیدر ا

 یمقاله دارا نی. امیده یقرار م یدار را مورد مطالعه و بررس مانده

 یها یژگیو و فی، تعار2است: در بخش ریز شکلبخش به  پنج

آنها ارائه  یبرا ییها و مثال میکن یم انیدار را ب مانده یها مشبکه

مشبکه  کیدر  یاصل یها هیپالا  مشبکه میده ی. نشان ممیده یم

 یمهم ـ یها آن است و گزاره یها هیمشبکه پالاریز کیدار  مانده

، 0 . در بخشمیکن یو اثبات م انیب یاصل یها هیدر رابطه با پالا

 یا و گزاره میده یقرار م یرا مورد بررسو اول  نیشیب یها هیپالا

که هر  میده ی. نشان ممیکن یم انیاول را ب یها هیپالا یبرا نیادیبن

اول شامل آن اسـت و بـا    یها هیبرابر با اشتراک تمام پالا هیپالا

که در  میکن یم یرا بازشناس یدار مانده یها استفاده از آن مشبکه

کرده  یپوچسازها را معرف است. سپس، هم یاصل ه،یآنها هر پالا

 ـرا با استفاده از پالا و آنها قـرار   یاول مـورد بازشناس ـ  یهـا  هی

 ـ، پالا0 . در بخشمیده یم  یهـا  در مشـبکه  نیاول کم ـ یهـا  هی

 یهـا  هیپالا نیادیبن ی قرار داده و گزاره یدار را مورد بررس مانده

 پوچسازها را با هم ن،ی. همننمیکن یو اثبات م انیرا ب نیاول کم

. در میده یقرار م یمورد بازشناس نیاول کم یها هیاستفاده از پالا

کرده و با استفاده  یرا معرف ابی بخش یها هی، مفهوم پالا5بخش 

 ـپالا یها یژگیو نیاز بارزتر یکیاز آنها  را  نیاول کم ـ یهـا  هی

 نیاول کم یها هیپالا یبرا یاساس یبازشناس کیکرده و  یبررس

 ـ بخش یها هیپالا ان،یدر پا .میده یارائه م را بـا اسـتفاده از    ابی

 .میده یم رارق یمورد بازشناس نیاول کم یها هیپالا

 دار های مانده مشبکه. 2

هـای   هـای مشـبکه   در این بخش، برخی از تعـاریف و ویژگـی  

 ،گیرنـد  های قبل مورد استفاده قرار مـی  دار را که در بخش مانده

 کنیم. یادآوری می
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 ـر تا:ساخ[21] 2.1ف تعری 𝔄 ریجب از  (             ) 

هرگـاه   ،نـامیم  دار مـی  را یک مشبکه مانـده  (           )نوع 

 بندهای زیر را برآورده سازد:

1.  (𝔄)  دار باشد؛ یک مشبکه کران (         ) 

 جایی باشد؛ یک تکگون جابه (     ) .2

هر  یبرا یعنی دهند؛تشکیل یک جفت الحاقی  (   ) .0

اگـر و تنهـا اگـر          ، داشته باشیم        

     . 

    ،    ر نامیم. برای ه می«  »ل عم ماندهرا «  »عمل 

نــامیم. همننــین،  مــی   1نشــان داده و آن را نقــی    را بــا 

 2دهیم. در ادامـه، رده  نشان می   مرتبه( را با   )      

، [22]مرجـ   دهیم. بنابر  نشان می   دار را با  های مانده مشبکه

اسـت. مشـبکه    0و در نتیجه یک واریتـه  0ای ه معادلهیک رد   

-نامیم هرگـاه ویژگـی پـیش    جبر می-   را یک  𝔄دار  مانده

 :[20] شود( برآورده سازد ده مینامی     را )که با  5خطی

  یمداشته باش      برای هر  (    

(   )  (   )   . 

مـورد   [22]-[20]، [11]، [15]مراجـ   دار در  مانده یها مشبکه

 ـ یمقاله، فـرض م ـ  نیاند. در ا و مطالعه قرار گرفته یبررس  میکن

دار آشنا است و به عنوان  مانده یها از مشبکه یخواننده با مقدمات

 .میکن یاستفاده م [22]مرج  از 

دار باشـد.   یـک مشـبکه مانـده    𝔄فرض کنید  :[22] 2.2 گزاره

 برقرارند:        های زیر برای هر  همانی

 ؛       و             .1

2. (    )   (    )  ؛      

0. (    )     (    )  ؛(    )  

0.   (    )  (    )  ؛(    )  

5. (    )  ؛(    )       

1.    (    )  (    )  ؛(    )  

2.    (    )   (    )  ؛(    )  

                                                             
1 Negation  
2 Class  
3 Equation class 
4 Variety  
5 Pre-linearity 

2.       ((    )    )   ((    )    ). 

یک مشبکه                  : فرض کنید [21] 2.0مثال 

داده شــده اســت.  (1) آن در شــکل 1ســهاســت کــه نمــودار ه

 شوند. ( تعریف می2( و )1جداول ) در « »و  « »های  عمل

 
𝕬 دار مانده مشبکه هسه نمودار :(1) شکل

 
. 

 

𝕬 دار مانده مشبکه « » عمل جدول :(1) جدول
 

 

  0 a b c d 1 

0 0 0 0 0 0 0 

a 0 a a 0 a a 

b 0 a a 0 a b 

c 0 0 0 c c c 

d 0 a a c d d 

1 0 a b c d 1 

𝕬 دار مانده مشبکه « » عمل جدول (:2) جدول
 

 

→ 0 a b c d 1 

0 1 1 1 1 1 1 

a c 1 1 c 1 1 

b c d 1 c 1 1 

c b b b 1 1 1 

d 0 b b c 1 1 

1 0 a b c d 1 

 (              )  𝔄 دهد که ان میاده نشیک بررسی س

نیسـت؛  ر جب-   یک   𝔄ست، اگرچه دار ا یک مشبکه مانده

(   ) زیرا  (   )         . 

ــال  ــد [21] 2.0مث ــرض کنی ــک                    : ف ی

داده شده اسـت.   (2)شکل مشبکه است که نمودار هسه آن در 

 شوند. ( تعریف می0( و )0در جداول )«  »و  « »های  عمل

                                                             
6 Hasse diagram 
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𝕬 دار مانده مشبکه هسه نمودار :(2) شکل

 
. 

 

𝕬 دار مانده مشبکه « » عمل جدول :(3) جدول
 

 

  0 a b c d e 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 

a 0 a a a a a a 

b 0 a b a b a b 

c 0 a a a a c c 

d 0 a b a b c d 

e 0 a a c c e e 

1 0 a b c d e 1 

𝕬 دار مانده مشبکه « » عمل جدول :(1) جدول
 

 

→ 0 a b c d e 1 

0 1 1 1 1 1 1 1 

a 0 1 1 1 1 1 1 

b 0 e 1 e 1 e 1 

c 0 d d 1 1 1 1 

d 0 c d e 1 e 1 

e 0 b b d d 1 1 

1 0 a b c d e 1 

 (              )  𝔄 دهد که اده نشان مییک بررسی س

 جبر است.-   یک 

دار باشـد.   یک مشـبکه مانـده   𝔄[: فرض کنید 21] 2.5تعریف 

نامیم هرگـاه   می 𝔄در  1را یک پالایه  از   هی زیرمجموعه نات

 و    و بـرای هـر        داشته باشیم      هربرای 

 .     داشته باشیم     

دهیم. آشـکار   نشان می ℱ(𝔄)را با  𝔄های  مجموعه تمام پالایه

نـامیم   مـی  2را سـره   . پالایـه  هستند ℱ(𝔄)      است که 

یک پالایه سره   دید که  توان . به سادگی میباشد    هرگاه 

اسـت کـه    آشـکار . باشـد برقـرار      است اگر و تنهـا اگـر   

                                                             
1 Filter  
2 Proper 

(  ℱ(𝔄)) ی است؛ یعن 0یک سامانه بسته جبری  ℱ(𝔄)  و

است. عملگـر   ℱ(𝔄)در  ℱ(𝔄)اشتراک هر خانواده از اعضای 

ℱبستار متناظر با این سامانه را با 
𝔄  و هرجا نیاز به تاکید نباشد(

را  ( )ℱ،  از   دهیم. برای هـر زیرمجموعـه    می( نشان ℱبا 

،    نـامیم. بـرای هـر     مـی  𝔄0 در  پالایه تولید شده توسط 

ℱ(   )  را باℱ( ) تولیـد   5دهیم و آن را پالایه اصلی نشان می

را بـا   𝔄های اصلی  نامیم. مجموعه تمام پالایه می  شده توسط 

ℱ𝒫 (𝔄) های  ی از پالایها گردایه  دهیم. فرض کنید  نشان می𝔄 

 سـاختار  [،10. بنـابر ] (  )ℱ   دهـیم   است. قـرار مـی  

(ℱ(𝔄)          ) و در نتیجه یـک جبرهیتینـ     1یک قاب

کامل است  یک مشبکه (          ℱ(𝔄))است؛ یعنی  2کامل

چنـان وجـود دارد کـه     ℱ(𝔄) ،  ℱ(𝔄)    و برای هر 

اشـد کـه   چنان وجود داشته ب ℱ(𝔄)  و هرگاه       

 .   آنگاه       

را در نظر بگیرید. در  2.0از مثال   𝔄دار  : مشبکه مانده2.1 مثال

 این صورت، داریم:

ℱ(𝔄 )                                  

                

را در نظر بگیرید. در  2.0از مثال   𝔄دار  : مشبکه مانده2.2 مثال

 ت، داریم:این صور

ℱ(𝔄 )                                

                      

یـک    دار،  یک مشـبکه مانـده   𝔄: فرض کنید [22] 2.2 گزاره

 باشد. بندهای زیر برقرارند:  ای از  زیرمجموعه  و  𝔄پالایه در 

1.   ℱ(   )    ℱ( )                   

 ؛                            

2. ℱ(   )   ℱ(   )  ℱ(      )؛ 

( )ℱ، آنگاه    هرگاه  .0  ℱ( )؛ 

( )ℱ، آنگاه    هرگاه  .0  ℱ( )؛ 

5. ℱ( )  ℱ( )  ℱ(   )؛ 

                                                             
3 Algebraic closed set system  
4 The filter generated by X 
5 Principal filter 
6 Frame  
7 Complete Heyting algebra 
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1. ℱ𝒫 (𝔄) ی  زیرمشبکه یکℱ(𝔄) .است 

باشـد.   𝔄یک پالایه در   دار و  یک مشبکه مانده 𝔄فرض کنید 

 کنیم: تعریف می به صورت زیر  را روی    رابطه دوتایی 

 (   )  .         اگر و تنها اگر     

نهشتی روی  یک رابطه هم   توان دید که رابطه  به سادگی می

𝔄 و جبرخـارج قسـمتی    ⁄  را بـا   ⁄   ارزی  است. رده هم

𝔄 𝔄را با  ⁄    دهیم. نشان می ⁄ 

های اصلی  پالایه  های مهم مشبکه در گزاره زیر، یکی از ویژگی

توان با  کنیم. این گزاره را می دار را بیان می های مانده در مشبکه

 (.[21]،       ای خود مقایسه شود )لم  نسخه مشبکه

 𝔄 دار هایی در مشبکه مانده پالایه  و   : فرض کنید 2.1گزاره 

برقـرار   𝒫ℱ(𝔄)    و  𝒫ℱ(𝔄)    هستند. هرگـاه  

 .𝒫ℱ(𝔄)    آنگاه  باشند

، به ازای ( )ℱ    و  ( )ℱ    ان: فرض کنید بره

کنـد کـه    بیـان مـی        (، 1)2.2 . بنابر گـزاره      

. بـا اسـتفاده از      و یـک      ، به ازای یـک       

(   )  توان دید که  ( می5)2.2گزاره  و ایـن نتیجـه      

((   )  )ℱدهد که  می را در نظـر بگیریـد.       .   

و ایـن       وجود دارد کـه    د بنابراین، عدد صحیحی مانن

( داریـم  5)2.2 . بنـابر گـزاره         کنـد کـه    بیان مـی 

   (     ) کنـد   ( بیان مـی 1)2.2 و این بنابر گزاره   

. از   ، به ازای یک عدد صحیح ماننـد      (   )    

یک ، به ازای 2.2، پس بنابر گزاره        طرفی داریم 

. بنـابراین، داریـم          داریـم     عدد صـحیح ماننـد   

. بنابراین به   به ازای یک عدد صحیح مانند           

داریـم     انند ـــــــ ـحیح مـــــــ ـدد صـــــــازای یک ع

(       )  (       ) ( 5)2.2و این بنابر گـزاره     

(       )    دهــد  تیجــه مــین . پــس بنــابر گــزاره   

وجـود دارد کـه      دد صحیحی ماننـد  ــــــــــــ( ع1)2.2

ــی      (   )     ــان م ـــن نش ــ و ایـــ ــه ده   د ک

ℱ(  (   )) ه یجو در نت  ℱ(  (   )) به روش .

 𝒫ℱ(𝔄).                          توان نشان داد که  مشابه می

 𝔄 دار هایی در مشبکه مانده چنان پالایه  و   : هرگاه 2.14نتیجه 

هـای   پالایه  و  ، آنگاه      و         باشند که 

 اصلی هستند.

 های بیشین و اول پالایه. 3

کنیم  های بیشین و اول را یادآوری می در این بخش، مفهوم پالایه

 دهیم. ی قرار میو آنها را مورد مطالعه و بررس

 1را بیشـین  𝔄 دار در مشـبکه مانـده    : پالایه سـره  0.1تعریف 

بیشین باشد.  𝔄های سره  نامیم هرگاه در مجموعه تمام پالایه می

و اشتراک تمام  (𝔄)   را با  𝔄های بیشین  مجموعه تمام پالایه

 دهیم. نشان می (𝔄)   را با  𝔄های بیشین  پالایه

را در نظـر بگیریـد.    2.0از مثال   𝔄 دار مانده: مشبکه 0.2مثال 

( 𝔄)    داریم 2.1بنابر مثال          . 

را در نظـر بگیریـد.    2.0از مثال   𝔄 دار : مشبکه مانده0.0مثال 

( 𝔄)   داریم  2.2بنابر مثال       . 

دار مشـمول در   : هر پالایه سره در یک مشبکه مانـده 0.0گزاره 

 یک پالایه بیشین است.

است.  𝔄دار  یک پالایه سره در مشبکه مانده  برهان: فرض کنید 

ℱ(𝔄)      دهیم قرار می آشکار است که  .       

تـوان   است به سادگی می  زنجیری در  𝒞. فرض کنید    

𝒞 دید که  کند.  در شرایط لم زرن صدق می  و بنابراین    

توان دید که  به سادگی می است.  عضو بیشین   فرض کنید 

                               است. 𝔄بیشین  یک پالایه  

یـک   𝔄[(: فـرض کنیـد   21] از مرج  0.01)گزاره  0.5گزاره 

باشد. در این صورت،  𝔄یک پالایه سره در   دار و  مشبکه مانده

، یک عدد صحیح    بیشین است اگر و تنها اگر برای هر   

 .     ن وجود داشته باشد که چنا  مانند 

یک عـدد    دار و  یک مشبکه مانده 𝔄: فرض کنید 0.1تعریف 

نـامیم   مـی  2ناپذیر تحویل- را  𝔄در   اصلی است. پالایه سره 

داشته   با عدد اصلی  𝔄های  از پالایه ℱهرگاه برای هر خانواده 

  داشته باشـیم   ℱ  ک ـ، آنگاه به ازای یℱ   باشیم 

نامیم هرگاه بـرای هـر    ناپذیر می را )متناهی( تحویل  یه . پالا 

                                                             
1 Maximal  
2  -irreducible 
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 1را اول  ناپذیر باشد. پالایه  تحویل- ،  عدد اصلی )متناهی( 

ناپذیر باشد. آشکار است که پالایه  نامیم هرگاه متناهی تحویل می

 (𝔄)       اول است اگر و تنها اگر برای هر  𝔄در   سره 

 . مجموعه    یا      ، آنگاه        داشته باشیم 

 (𝔄)    نامیم و با  می 𝔄 2را طیف اول 𝔄های اول  تمام پالایه

یک  𝔄توان دید که هر پالایه بیشین  دهیم. به سادگی می نشان می

ناپذیر و در نتیجه یک پالایه اول اسـت. بنـابراین،    پالایه تحویل

(𝔄)   داریم       (𝔄). 

را در نظـر بگیریـد.    2.0از مثال   𝔄 دار بکه مانده: مش0.2مثال 

( 𝔄)    داریم  2.1بنابر مثال                . 

را در نظـر بگیریـد.    2.0از مثال   𝔄 دار : مشبکه مانده0.2مثال 

( 𝔄)    داریم  2.2بنابر مثال             . 

یک پالایـه    دار و  مشبکه ماندهیک  𝔄: فرض کنید 0.1گزاره 

 ارزند: دیگر هماست. بندهای زیر با یک 𝔄سره در 

 اول است؛   .1

،        ند که باش 𝔄هایی در  پالایه   و    هرگاه  .2

 ؛    یا      آنگاه 

، آنگـاه       د که باشن 𝔄ری در عناص  و   هرگاه  .0

 .   یا     

چنــان در نظــر  𝔄را در    و     هــای ( پالایــه2 1 برهــان:

 ـ        گیریم کـه   می (     )م . لـذا، داری      .

ــش  ــی پخ ــابر ویژگ ــذیری مشب بن ـــپ ـــداری ℱ(𝔄)که ــ م ـــ

(    )  (    ) دهـــد کـــه  و ایـــن نتیجـــه مـــی   

ــا         ــد       یـ ــرض کنیـ .       . فـ

دهد که  و این نشان می            بنابراین، داریم 

    . 

گیــریم کــه  چنــان در نظــر مــی  را در   و   ( عناصــر 0 2

(   )ℱ  . فرض کنید        ℱ(   )  بنـابر گـزاره . 

ــد کــه    و  و اعــداد صــحیح          ،2.2 وجــود دارن

(     )  (     )  ( داریم:1)2.2بنابر گزاره    

(     ) (     ) (     ) (   )      

                                                             
1 Prime  
2 Prime spectrum 

(   )ℱ. بنابراین،    دهد  و این نتیجه می  ℱ(   )    

(   )ℱ  و در نتیجه داریم  (   )ℱ  یا       . 

گیریم کـه   چنان در نظر می 𝔄را در    و    های  ( پالایه1 0

.     و      د ـــــــــــ. فــــــرض کنی       

، داریـم  بنـابراین را در نظر بگیرید.        و        

؛ ایـن یـک      یا     و در نتیجه             

                                                           تناق  است.

یک پالایه سره   جبر و -MTLیک  𝔄: فرض کنید 0.14گزاره 

نها اگر برای هر اول است اگر و ت  باشد. در این صورت،  𝔄در 

 .     یا       ته باشیم داش      

را در نظـر        یک پالایه اول باشد.   برهان: فرض کنید 

(   ) داریم prelبگیرید. بنابر   (   ) و ایـن       

.      یـا        دهـد   ( نتیجه می0)0.1بنابر گزاره 

یـا        داریـم        حال، فرض کنیـد بـرای هـر    

.      ا چنان در نظر بگیرید کـه  ر      .      

ــزاره   ــابر گ ــت ( 2)2.2بن ــواهیم داش (   ) خ و      

(   ) ــر      ــرف دیگ ــم  . از ط ــا       داری ی

  . بنـابراین،     یـا      دهـد   . این نتیجه می     

                                                     ای اول است. پالایه

دار ویژگی گزاره  ه در یک مشبکه ماندههایی ک : پالایه0.11نکته 

های  ( پالایه[04] مرج  2( را برآورده سازند، در )تعریف 0)0.1

 های اول ( پالایه[01]مرج   0.14و در )تعریف  0اول از نوع دوم

دار ویژگی گزاره  هایی که در یک مشبکه مانده و همننین پالایه

هـای   ( پالایه[04] مرج  2را برآورده سازند، در )تعریف  0.14

نامیـده   0های خطـی  ( پالایه[01] مرج  1.1اول و در )تعریف 

اند. آشکار است که هر پالایه اول یک پالایه خطی اسـت.   شده

، مجموعـه  𝔄دار  ( در مشـبکه مانـده  [02] مرج  1بنابر )نتیجه 

-MTLیک  𝔄های خطی و اول برابر است اگر و تنها اگر  پالایه

 جبر باشد.

یک پالایه اول   جبر و -MTLیک  𝔄فرض کنید : 0.12نتیجه 

، یک پالایه  شامل  ست. در این صورت، هر پالایه سرها 𝔄در 

                                                             
3 Prime filters of the second type 
4 Linear filters 
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 اول است.

یک پالایه   دار و  یک مشبکه مانده 𝔄: فرض کنید 0.10گزاره 

با رابطـه        (𝔄)    باشد. هرگاه مجموعه  𝔄ره در س

 اول است.   ها یک زنجیر باشد، آنگاه شمول نظریه مجموعه

. فـرض کنیـد        ℱ(𝔄)     دهـیم   برهان: قرار می

اول نباشد. بنابراین،   یک زنجیر باشد. فرض کنید که  (   )

از     . و    ،      ه چنان وجود دارند ک      

(   )ℱ(   ) ℱجا کهآن توان  ، بدون کاستن از کلیت، می   

(   )ℱ فــرض کــرد کــه  ℱ(   )گــی . بــا اســتفاده از ویژ

 ( داریم:2)2.2و گزاره  ℱ(𝔄)پذیری مشبکه  پخش

    ℱ(   )    (ℱ( )  ℱ( ))

 ℱ(   )  ℱ(   )  ℱ(   )  

این یک تناق  است. بنابراین،  و    دهد که  این نشان می و

                                               یک پالایه اول است.  

یک پالایه   دار و  یک مشبکه مانده 𝔄: فرض کنید 0.15 گزاره

 ارزند: دیگر همباشد. بندهای زیر با یک 𝔄اول در 

 ، اول است؛ پالایه سره شامل  هر .1

با رابطـه شـمول نظریـه          (𝔄)    مجموعه  .2

 ها یک زنجیر است. مجموعه

. فرض      ℱ(𝔄)     دهیم  ( قرار می2 1برهان: 

ــد  ــه         کنیـ ــبـ ــه وری طـ .      و       کـ

را در نظر بگیرید. بنابراین، داریم         و         

؛ این        یا         و در نتیجه           

 یک تناق  است.

اسـت.    شـامل   𝔄یـک پالایـه سـره در      کنیـد ( فرض 1 2

. از      و       را چنان در نظر بگیرید که       

(   )ℱ(   ) ℱجا که آن توان  ، بدون کاستن از کلیت، می  

(   )ℱفرض کرد که   ℱ(   ) و     (، 1)2.2. بنابر گزاره

( 1)2.2 . بنابر گزاره      وجود دارند که   عدد صحیح 

 داریم:

          (    )  (    )  (     )
   (   )      

  تناق  است          ؛ این یک   دهد که  و این نتیجه می

ارز  جبـر بنـدهای هـم   -MTL، هر 0.12: بنابر نتیجه 0.11نکته 

مشـبکه   2.0چـه مثـال    سـازد، اگـر   را برآورده می 0.10گزاره 

 جبر نیست، ولی باز-MTLکند که یک  داری را معرفی می مانده

 سازد. را برآورده می 0.10ارز گزاره  هم بندهای هم

دار باشد. مجموعه  یک مشبکه مانده 𝔄: فرض کنید 0.12تعریف 

نـامیم هرگـاه    مـی  𝔄بسته در - را یک مجموعه   از   ناتهی 

نتیجــه دهــد       بسـته باشــد؛ یعنـی       تحـت عمــل  

     . 

دار  : آشکار است که یک پالایه در یک مشبکه مانـده 0.12نکته 

بسـته  - یک مجموعـه         تنها اگر  اول است اگر و

کـه هرگـاه    تـوان مشـاهده کـرد    به سادگی می شد. همننین،با

𝒫      (𝔄) آنگاه ،( 𝒫)   بسته است.- یک مجموعه 

یـک   𝔄های اول( فرض کنید  : )گزاره بنیادین پالایه0.11گزاره 

یک مجموعه   باشد. هرگاه  𝔄ای در  پالایه  دار و  مشبکه مانده

  ای ماننـد   را قط  نکند، آنگاه پالایه  باشد که  𝔄بسته در - 

بیشـین    وجود دارد که نسبت به ویژگی قط  نکردن   شامل 

 ای اول است. پالایه  است. به علاوه، 

             ℱ(𝔄)      دهـیم  برهان: قرار می

را بـرآورده   1شرایط  لم زرن  توان نشان داد که  به سادگی می

یـد  اسـت. فـرض کن    عضـو بیشـین     سازد. فرض کنیـد   می

ــذا.    و     ،       ــم  ل (   )ℱداری و      

ℱ(   ) ــد      ــرض کنی ــه . ف    و  (   )ℱ    ک

ℱ(   )و اعداد         (، 1)2.2 . با استفاده از گزاره    

ــد کــه  (     )وجــود دارن  (     ) ــا        . ب

 (، داریم:1)2.2استفاده از گزاره 

(     ) (     ) (     ) (   )         

 ؛ این یک تناق  است.         بنابراین، 

  و  𝔄دار  ای در مشبکه مانـده  پالایه  : فرض کنید 0.24نتیجه 

 باشد. بندهای زیر برقرارند:  ای از  زیرمجموعه

وجـود    شامل   ، آنگاه پالایه اولی مانند     هرگاه  .1

 ؛   دارد که 

2. ℱ( )         (𝔄)     . 

                                                             
1 Zorn’s lemma 
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 برهان:

. بـا       م دهی را در نظر بگیرید. قرار می       .1

 برهان سرراست است. 0.11استفاده از گزاره 

. بنـابراین       (𝔄)          دهـیم   قرار می .2

ℱ( ) . با استفاده از بند ( )ℱ  . فرض کنید     

کـه  به طـوری  وجود دارد  ( )ℱشامل   اول(، پالایه 1)

                 .      . این نتیجه می دهد که   

 دار یک عنصر در مشبکه مانده     : فرض کنید0.21تعریف 

𝔄  نامیم هرگاه در مجموعه تمام  می 1بیشین- را   است. پالایه

 نیستند، بیشین باشد.  هایی که شامل  پالایه

در  یک عنصر    دار است و  یک مشبکه مانده 𝔄فرض کنید 

هـا،   پالایـه - (، مجموعـه تمـام   1)0.24است. بنـابر نتیجـه     

ای ناتهی است. در گزاره زیر یک شرط لازم و کـافی   مجموعه

- ،  در     برای آن که یک پالایه به ازای عنصری ماننـد  

 دهیم. بیشین باشد ارائه می

ای در  پالایه  دار و  یک مشبکه مانده 𝔄: فرض کنید 0.22گزاره 

𝔄 ارزند: دیگر هم. بندهای زیر با یکباشد 

 بیشین است؛- ای  پالایه  ،      به ازای یک  .1

 ناپذیر است؛ تحویل   .2

0.    ℱ  جایی که ،ℱ      (𝔄)     ؛ 

 بیشین است.- ای  پالایه  ،    ℱ   برای هر  .0

 آشکار هستند. 1 0و  0 2برهان:

 ـ    ( آشکار است که 2 1 د یک پالایه سره اسـت. قـرار دهی

   ℱ  کهℱ ست. بنابراین ا ها خواه از پالایهیک خانواده دل

   ℱ  بـا توجـه بـه بیشـین بـودن         وجود دارد که .  ،

  دهـد کـه    و این نشـان مـی      توان نتیجه گرفت که  می

 ناپذیر است. تحویل

بیشـین  - ای  پالایـه   و     ℱ   ( فـرض کنیـد   0 0

چنـان وجـود دارد کـه      ℱ    پالایه 0.11نباشد. بنابرگزاره 

                                      ؛ این یک تناق  است.   

دار اســت و  یـک مشــبکه مانــده  𝔄: فــرض کنیــد 0.20نتیجـه  

 بیشین، اول است.- . در این صورت، هر پالایه      

                                                             
1  -maximal 

 ناپذیر و در بیشین، تحویل- ، هر پالایه 0.22برهان: بنابرگزاره 

                                                        نتیجه اول است.

های یـک    در ادامه، شرطی لازم و کافی برای این که تمام پالایه

 دهیم. اصلی باشند ارائه می دار مشبکه مانده

 𝔄یک پالایه در   دار،  یک مشبکه مانده 𝔄: فرض کنید 0.20لم 

باشـد    مل که شـا   است. هرگاه برای هر پالایه اول     و

 .( )ℱ  ، آنگاه    داشته باشیم 

       ( برهان سرراست است.2)0.24برهان.با استفاده از نتیجه 

دار است. بنـدهای   ماندهیک مشبکه  𝔄: فرض کنید 0.25گزاره 

 ارزند: دیگر همزیر با یک

𝒫برای هر  .1      (𝔄)  و   (𝔄)  که   𝒫 به ،

 ؛   داریم  𝒫  ازای یک 

ــ .2 ــر ـبـ 𝒫رای هـ      (𝔄)  و      (𝔄)  ــه کـ

   𝒫 به ازای یک ،  𝒫  ؛   داریـــم 

 اصلی است؛ 𝔄هر پالایه اول  .0

 اصلی است. 𝔄هر پالایه  .0

 ( آشکار است.2 1: برهان

یک پالایه اول باشد که اصلی نیست. بنابر   ( فرض کنید 0 2

وجود   شامل    یک پالایه اول مانند     ، برای هر 0.20لم 

و بنابراین             . از طرفی داریم      کهدارد 

 ؛ این یک تناق  است.    داریم     به ازای یک 

 𝔄 مجموعه تمام پالایه های غیر اصـلی   ( فرض کنید 0 0

است. آشکار   یک زنجیر در   ناتهی و   است. فرض کنید 

،       است. اگر   ای ناتهی از  زیرمجموعه   است که 

و این یعنـی        چنان وجود دارد کــــــه     آنگاه 

. در    و      . اکنون فرض کنیـد          

کند که  و این بیان می    وجود دارد که     این صورت، 

است. فـرض   𝔄یک پالایه در    . بنابراین         

داریم     . در این صورت، به ازای یک 𝒫ℱ(𝔄)   کنید 

   ℱ( )و این     داریم     ک . بنابراین، به ازای ی

( )ℱدهد  نتیجه می       ℱ( )  پـس .  𝒫ℱ(𝔄) 

. بنابراین،     دهد که  که یک تناق  است. این نشان می

یک   سازد. فرض کنید  های لم زرن را برآورده می ویژگی  
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اصـلی نیسـت پـس بنـابر       جا که است. از آن  عضو بیشین 

ــابراین، وجــود دارد فــرض اول هــم نیســ کــه       ت. بن

 ( داریـــم2)2.2. بنـــابر گـــزاره    و     ،      

ℱ(   )  ℱ(   ) ــذا.      و  (   )ℱ   لــــــــ

ℱ(   ) ــس ــه (   )ℱو  (   )ℱ. پ ــلی   ، و در نتیج اص

هستند؛ این یک تناق  است. بنابراین، فرض خلف باطل است 

 .   و این یعنی 

هـای   ای از پالایه خانواده 𝒫و  𝔄پالایه در   کنید(  فرض 1 0

وجـود دارد کـه       . بنابر فرض 𝒫   است که  𝔄اول 

  ℱ( ) پس یک .  𝒫   بنـابراین،     وجود دارد کـه .

  ℱ( )                     کند. و این حکم را اثبات می   

  دار و  یـک مشـبکه مانـده    𝔄[: فرض کنید 21] 0.21تعریف 

 1پوچساز هم  از   هر زیرمجموعه است. برای  𝔄ای در  پالایه

نشان  (   )( را با  پوچساز  هم- )به سادگی؛   وابسته به   

 کنیم: دهیم و به صورت زیر تعریف می می

(   )                    

و آن را  (   )نویسـیم   مـی  (   )، بـه جـای        هرگاه 

ا را ب (   )،      نامیم. هرگاه  می  وابسته به    2پوچک هم

نـامیم. همننـین،    مـی   پوچساز  دهیم و آن را هم نشان می   

 دهیم. نشان می   نامیم و با  می  پوچک  را هم     

را در نظر بگیریـد.   2.0از مثال   𝔄 دار مشبکه مانده :0.22مثال 

(    )داریـم   2.1بنابر نمادهای مثـال       ،(    )     ،

(    )     ،(    )     ،(    ) (    )و       

  . 

یک مشبکه  𝔄 [( فرض کنید21] مرج  0.1: )گزاره 0.22گزاره 

. بنــدهای زیــر بــرای هــر 𝔄ای در  پالایــه  دار اســت و  مانــده

 برقرارند:      

 ؛(   )  اگر و تنها اگر  (   )   .1

2. (   )  .   اگر و تنها اگر    

هـای اول در   ای از پالایـه  خـانواده   نیـد  : فرض ک0.21گزاره 

 داریم:  از   است. برای هر زیرمجموعه  𝔄 دار مشبکه مانده

                                                             
1 Coannihilator 
2 Coannulet 

(    )              

و  (    )  .            دهـیم   برهان: قرار مـی 

جـا کـه   . از آن     را در نظر بگیرید. فرض کنید     

 دهــد کــه . ایــن نشــان مــی   ، بنــابراین         

(    )    . 

توان دید که  . به سادگی می   و      اکنون، فرض کنید 

به معنای این است که و این       داریم     برای هر 

دهـد کـه    و این نشان می (    )  . بنابراین،       

   (    ).                                                 

 های اول کمین  پالایه. 1

دار  های مانـده  های اول کمین را در مشبکه در این بخش، پالایه

 دهیم. کنیم و آنها را مورد مطالعه و بررسی قرار می معرفی می

  دار اسـت و   یـک مشـبکه مانـده    𝔄: فرض کنید 0.1تعریف 

را یک پالایه اول کمین  𝔄در   اول   . پالایه ای از  زیرمجموعه

  میم، هرگاه نا می 0اول کمین(- )به سادگی، پالایه  وابسته به 

هستند، یک عنصر   های اولی که شامل  در مجموعه تمام پالایه

را بـا   𝔄اول کمین در - های  باشد. مجموعه تمام پالایه 0کمین

    (𝔄)  در   دهـیم. پالایـه اول    نشان مـی𝔄   را اول کمـین

های اول کمین  . مجموعه پالایه(𝔄)        نامیم هرگاه  می

𝔄  را با   (𝔄) دهیم. نشان می 

 𝔄ای در  پالایه  دار و  یک مشبکه مانده 𝔄: فرض کنید 0.2 لم

را قطـ     باشد که  𝔄بسته در - یک مجموعه   است. هرگاه 

چنان وجود   شامل   بسته مانند - نکند، آنگاه یک مجموعه 

 بیشین است.  دارد که نسبت به ویژگی قط  نکردن 

              برهان سر راست است. برهان: با استفاده از لم زرن

 𝔄های اول کمین( فرض کنید  : )گزاره بنیادین پالایه0.0گزاره 

از   است. زیرمجموعه  𝔄ای در  پالایه  دار و  یک مشبکه مانده

یک مجموعه    اول کمین است اگر وتنها اگر - یک پالایه   

بیشـین    باشد که نسبت به ویژگی قط  نکردن  𝔄بسته در - 

 باشد.

                                                             
3 Minimal prime filter belonging to X 
4 Minimal  
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    است. فرض کنید   ای از مجموعهزیر  برهان: فرض کنید 

باشد که نسـبت بـه ویژگـی قطـ       𝔄بسته در - یک مجموعه 

  شـامل    پالایـه اول   0.11بر گزاره بیشین باشد. بنا  نکردن 

    ،0.12بر نکتـه  کند. بنا را قط  نمی   چنان وجود دارد که 

 و      است. بنابراین داریم  𝔄در  بسته-  ای مجموعهزیر

و       گیـریم   نتیجه می   . بنابر بیشین بودن       

یک پالایه اول   دهد که  . این نشان می    دهد این نتیجه می

اول کمین - یک پالایه    توان نشان داد که است. به سادگی، می

 است.

اسـت.   𝔄 ول کمـین در ا- یک پالایه    برعکس، فرض کنید

اسـت و   𝔄بسـته در  - یک زیرمجموعـه      ،0.12بنابر نکته 

بسته مانند - یک زیرمجموعه  0.2. بنابر لم       داریم 

چنان وجود دارد که نسبت به ویژگـی قطـ       شامل  𝔄در   

یـک پالایـه اول      بیشین است. بنابر قسمت رفـت،   نکردن 

و ایـن        کند. بنابراین، را قط  نمی    است که  شامل 

 𝔄بسته در - یک مجموعه    . بنابراین      دهد نتیجه می

           بیشین است.  است که نسبت به ویژگی قط  نکردن 

ــد 0.0 نتیجــه ــده 𝔄: فــرض کنی ــک   دار،  یــک مشــبکه مان ی

 اسـت. در ایـن    شـامل   𝔄یک پالایـه در    و   زیرمجموعه 

 وجود دارد.  اول کمین مشمول در - صورت، یک پالایه 

 𝔄بسـته روی  - یک زیرمجموعه    ، 0.12برهان: بنابر نکته 

( )ℱ   است که  - ، یک زیرمجموعـه  0.2. بنابر لم   

چنان وجـود دارد کـه نسـبت بـه        شامل  𝔄در   بسته مانند 

یک    ، 0.0 بیشین است. بنابر گزاره ( )ℱویژگی قط  نکردن 

                               است.  اول کمین مشمول - پالایه 

 مقایسه شود. 0.24تواند با نتیجه  نتیجه زیر می

  و  𝔄دار  ای در مشـبکه مانـده   پالایه  : فرض کنید 5.0نتیجه 

 است. بندهای زیر برقرارند:  ای از  زیرمجموعه

وجود   مین مانند اول ک- ، آنگاه پالایه     هرگاه  .1

 ؛   دارد که 

2. ℱ( )       (𝔄). 

 برهان:

. با      یم ده را در نظر بگیرید. قرار می       .1

 برهان سرراست است. 0.0( و 1)0.24استفاده از نتیجه 

ــابر      (𝔄)          دهــیم  قــرار مــی .2 . بن

. (𝔄)         (، باید نشان دهیم 2)0.24نتیجه 

ــت  ــکار اسـ ــه  آشـ ــال، (𝔄)         کـ . حـ

       (𝔄)  ــابر      و را در نظــر بگیریــد. بن

  ماننـد    اول کمین شـامل  - ، یک پالایه 0.0نتیجه 

دهـد کـه    و این نشان مـی     وجود دارد. در نتیجه 

     (𝔄)     .                                       

دار است. برای هـر   ک مشبکه ماندهی 𝔄: فرض کنید 0.1نتیجه 

 داریم:  از   زیرمجموعه 

(   )          (𝔄)       

( برهان آشـکار  2)0.5و نتیجه  0.21برهان: با استفاده از گزاره 

                                                                    است.

 یاب های بخش  پالایه. 5

دار را  هـای مانـده   یاب در مشبکه های بخش هدر این بخش پالای

 ها ابزار مهمـی در مطالعـه   کنیم. این پالایه معرفی و بررسی می

 دار هستند. مانده های  های اول کمین در مشبکه پالایه

ای در  پالایه  دار و  یک مشبکه مانده 𝔄: فرض کنید 5.1تعریف 

𝔄  در   است. برای هر پالایه اول𝔄 دهیم: قرار می 

  ( )                    

- )به سادگی؛   وابسته به    1های یاب را بخش ( )  عناصر 

نشان  ( ) را با  ( )    نامیم. در ادامه،  ( می های  یاب بخش

نـامیم.   مـی    2هـای یکـه   یـاب  دهیم و عناصر آن را بخـش  می

های یکـه   یاب را به سادگی بخش    های  یاب همننین، بخش

 نامیم. می

اسـت.   𝔄ای در  پالایـه   دار و  یک مشبکه مانده 𝔄فرض کنید 

نامیم هرگاه،  می 0فشرده- را   در   کنیم که عنصر  یادآوری می

(   )داشته باشیم  را با   چگال - . مجموعه تمام عناصر   

  (𝔄) دهیم. نشان می 

                                                             
1 Divisors 
2 Unit divisors 
3 F-dense 
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یر دار است. بندهای ز یک مشبکه مانده 𝔄: فرض کنید 5.2گزاره 

 برقرارند: 𝔄در   و   ،  ،  برای هر پالایه 

1.   ( )  ؛   (   )  

2.   ( )       (   )  ؛   

 ؛( )     .0

( )  ، آنگاه    هرگاه  .0  ؛( )   

( )  ، آنگاه    هرگاه  .5  ؛( )   

1.   ( )  ؛   اگر و تنها اگر    

2.   ( )  ؛(𝔄)     اگر و تنها اگر    

یک پالایه  ( )  اول باشد، آنگاه   یک پالایه  ه هرگا .2

 است؛ 𝔄در 

ــاه  .1 ــه اول شــامل   هرگ ــک پالای ــم   ی باشــد، داری

  ( )   . 

های  ( دارای برهان5( و )0(، )0(، )2(، )1های ) برهان: قسمت

 راستی هستند.سر

( )  فرض کنید  .1 . بنابر ( )    . بنابراین،   

. بنابر (   )  رد که وجود دا    (، 1قسمت )

(   )  (، داریــم 1)0.20گــزاره  و بنــابراین    

. بنـابر گـزاره        . اکنون، فرض کنید    

(   )(، داریم 2)0.20 ( 1و این بنابر قسـمت )    

( )  دهد  نتیجه می   . 

( )  فرض کنید  .2 را در نظر بگیرید.     و    

(   )  بنابراین، داریم     ( ) بیان  و این   

ــی ــه   م ــد ک ــد  (𝔄)    کن ــرض کنی ــون، ف . اکن

     (𝔄)  ــر ــرای ه ــابراین، ب ــم     . بن داری

(   ) دهـد   ( نتیجـه مـی  1و این بنابر قسمت )   

  ( )   . 

. فـرض کنیـد   ( )    ( داریـم  0بنـابر قسـمت )   .2

چنـان وجـود           . در نتیجه، ( )      

. بنابراین داریم (    )  و  (    )  دارند که 

دهــد کــه  و ایــن نشــان مــی (     )      

ــه ســادگی مــی( )       ــوان  . همننــین، ب ت

داریم     و  ( )    مشاهده کرد که برای هر 

 𝔄یـک پالایـه در    ( )  . بنابراین، ( )      

 است.

     ( برهان سر راست است.1با استفاده از قسمت ) .1

ای در  پالایه  دار و  یک مشبکه مانده 𝔄: فرض کنید 5.0تعریف 

𝔄  در   است. پالایه𝔄  نـامیم   یـاب مـی   پالایه بخش- را یک

 .( )    باشد که  𝔄در   ای مانند  هرگاه پالایه

های اول کمین  های پالایه در گزاره زیر، یکی از بارزترین ویژگی

هـای اول   سی برای پالایـه را بررسی کرده و یک بازشناسی اسا

 دهیم. کمین ارائه می

ای در  پالایه  دار و  یک مشبکه مانده 𝔄: فرض کنید 5.0گزاره 

𝔄  در   است. برای هر پالایه اول𝔄  باشد، بندهای   که شامل

 ارزند: زیر هم

 اول کمین است؛- ،   .1

 ؛( )     .2

 (   )یـا    شامل یک وتنها یک   ،    برای هر  .0

 است.

توان نشـان داد   . به سادگی می   ( فرض کنید 2 1 ان:بره

(    )  که  اسـت.   𝔄بسـته در  - یـک مجموعـه       

 که توان نتیجه گرفت می 0.0بنابر گزاره 

(    )         . 

  (    ) وجـود      را در نظر بگیرید. بنـابراین،     

. شمول وارون ( )    و این یعنی         دارد که 

 ( بدیهی است.1)5.2با استفاده از گزاره 

 (( برهان آشکار است.2( و )1))5.2( با استفاده از گزاره 0 2

  و شـامل    یک پالایه اول مشمول در   ( فرض کنید 1 0

(   )را در نظر بگیرید. بنابراین،     است.  و این بیان    

( )    کنـد کـه    می    ( )                                                                 .   و در نتیجـه     

 
 𝔄ای در  پالایه  دار و  یک مشبکه مانده 𝔄: فرض کنید 5.5نکته 

اول - یـک پالایـه     ، هرگاه 5.0( و 0)5.2است. بنابر گزاره 

پالایـه اول کمـین    . به ویژه، هر( )    کمین باشد، آنگاه 

 های یکه است. یاب ای از بخش زیرمجموعه

ای در  پالایه  دار و  یک مشبکه مانده 𝔄: فرض کنید 5.1گزاره 
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𝔄  داریم      است. برای هر (   ) اگر و تنهـا   (   ) 

 .     (𝔄)             (𝔄)        اگــــر

 :دهیم قرار می    برهان: برای هر 

  ( )         (𝔄)     . 

،      (𝔄)             (𝔄)        اگــــر

( )  داریم آنگاه   :داریم 0.1. بنابر نتیجه ( )   

(   )     ( )     ( )  (   ). 

ــد  ــال، فـــــــــرض کنیـــــــ (   )حـــــــ و  (   ) 

         (𝔄)         را در نظر بگیرید. بنـابر گـزاره

(   )(، داریم 0)5.0  (   ) . ایـن     و بنـابراین     

و در نتیجـه        (𝔄)         دهـد کـه    مینشان 

       (𝔄)             (𝔄)     مول . ش

                              وارون بنابر تقارن برقرار است.

یـاب را بـا اسـتفاده از     هـای بخـش   خواهیم پالایـه  در ادامه، می

 های اول کمین بازشناسی کنیم. پالایه

   یک پالایـه و     دار، یک مشبکه مانده 𝔄رض کنید : ف5.2لم 

اول -( )  است. در این صورت، هر پالایه  𝔄ای اول در  پالایه

 است.  کمین مشمول در 

است.  𝔄اول کمین در -( )  یک پالایه   برهان: فرض کنید 

را در نظر بگیرید. بنابر گـزاره        .    فرض کنید 

وجود دارد     و این یعنی یک  ( )( )     داریم  5.0

    وجـود دارد کـه       . بنابراین، ( )      که 

(     )   که دــده یـه مــنتیجر ــامن ــو ای (   )  

  ( )  ؛ این یک تناق  است.  

   یک پالایه و    دار، یک مشبکه مانده 𝔄: فرض کنید 5.2گزاره 

 داریم: است. 𝔄ای اول در  پالایه

     ( )(𝔄)         (𝔄)     . 

را     .      (𝔄)         دهیم  برهان: قرار می

 خـواهیم داشـت   5.0( و 0)5.2 های در نظر بگیرید. بنابر گزاره

  ( )    ( ) یــک پالایــه اول شــامل   . بنــابراین،   

و  ( )  مل یک پالایـه اول شـا    است. فرض کنید  ( )  

داریـم   5.0(( و 1( و )0))5.2است. بنابر گـزاره   مشمول در 

    ( )    ( ) .    دهد کـه   . این نشان می  

 .(𝔄)( )       و در نتیجه  (𝔄)( )       بنابراین، 

( و لم 0)5.2. بنابر گزاره (𝔄)( )       حال، فرض کنید 

و   یک پالایه اول شامل   . فرض کنید      م داری 5.2

( )  (( داریـم  1( و )0))5.2است. بنابر گزاره   مشمول   

  ( ) است و  ( )  یک پالایه اول شامل   . بنابراین،   

و در     دهد کـه   . این نشان می   دهد  این نتیجه می

(𝔄)( )     نتیجه                  .            

   یک پالایه و    دار، یک مشبکه مانده 𝔄: فرض کنید 5.1نتیجه 

 است. داریم: 𝔄ای اول در  پالایه

  ( )          (𝔄)     . 

 برهان سرراست است.  5.2( و گزاره 2)0.5برهان. بنابر نتیجه 

 گیری نتیجه. 1

ه بررسی طور که مشاهده شد موضوع اصلی ما در این مقال همان

دار است.  های مانده های بیشین، اول و اول کمین در مشبکه پالایه

( را اثبـات کـردیم و   0.11های اول )گزاره  گزاره بنیادین پالایه

بسته را قط  نکند، - نشان دادیم که هر پالایه که یک مجموعه 

ی اول اسـت کـه آن مجموعـه را قطـ       مشمول در یک پالایـه 

هـای اول کمـین    دین در رابطه بـا پالایـه  کند. دو گزاره بنیا نمی

( بیان و اثبات کردیم و نشان دادیم کـه یـک   5.0و  0.0)گزاره 

، آن پالایه    پالایه اول کمین است اگر و تنها اگر برای هر 

یاب را مـورد   های بخش . در پایان پالایه  باشد یا   یا شامل 

هـای   ر مشـبکه هـا د  مطالعه قرار دادیم که در بررسی نظریه بافه

کنیم که  دار دارای نقش اساسی هستند. در پایان پیشنهاد می مانده

هـای خـالو و اسـتون یـک      در ادمه بحث فوق بر روی پالایه

دار  های مانده دار کار شود و با استفاده از آنها مشبکه مشبکه مانده

mp   وGelfand .مورد بررسی قرار گیرند 

کنند که هیچ تعارض مندافعی   تعارض منافع: نویسندگان اعلام می

  ندارند.
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