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 مقدمه. 1
 تفـاوت هـای م  هحـوز رويکـرد توـوری بـازی در    در طي زمان، 

زيادی داشته اسـت. ايـن رويکردهـا بـر     و تغییرات  ها پیشرفت

ايـن  جملـه  شـوند. از   بندی مي اساس متغیرهای گوناگون دسته

بر حسب تعداد بازيکنان، ها  بندی بازی توان به دسته متغیرها مي

 گیـری شـام    بازی، زمان ارائه تصـمی   گسسته يا پیوسته بودن

های نرمال، پويا و ائتلاف، با همکاری يـا بـدون همکـاری     فرم

هـا،   ها و انتخاب بودن بازی، قطعي يا غیرقطعي بودن استراتژی

 کرد اشاره ای بودن و از اين دست ای يا چند مرحله حلهيک مر

ماننـد  ها  بندی برخي از اين دستهدقت داشته باشید که . [2]،[1]

                                                             
 اله: پژوهشينوع مق 

 نويسنده مسوول *

 (انیصادق) akrami.ab@uoz.ac.irالکترونیک:  (های) پست

دنیـای  کـه در   2ای ند مرحلـه های چ و بازی 1های مخلوط بازی

کمتر مـورد   های علمي پژوهش افتند، در واقعي بیشتر اتفاق مي

های  بین آنها بازی. در [1]اند  قرار گرفتهو تجزيه و تحلی  توجه 

مـورد  بیشـتر   بايستي هستند که ها نوع خاصي از بازیمارکفي 

پیش از اين در مقالاتي اگرچه اين ارزيابي د. نقرار گیر ارزيابي

امـا   ،را ببینیـد(  [9] و [0] انجام شده )به عنوان مثال مراجعنیز 

به ندرت مـورد  نقاط تعادل با استفاده از زنجیره مارکف تحلی  

چنین است. شده توجه قرار گرفته و به صورت الگوريتمي ارائه 

هـای معمـولي از چنـد جهـت دارای      تحلیلي در قیاس با بازی

ها تا  ها که بازی ای بودن بازی از جمله چند مرحلهمزيت است 

. دقـت  يابـد  ، ادامه ميکه بازيکنان به تعادل پايدار نرسندزماني 

                                                             
1 Mixed Strategies Games 
2 Multi Stage 
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شود يا  يا فقط يکبار انجام ميبازی سنتي های  در بازیکنید که 

نقطه تعـادل  قب  از رسیدن به در صورت تکرار در چند مرحله 

به عنوان مثـال در  ايي که ه در اکثر بازیشود.  پايدار متوقف مي

شود و حتي از نوع پويا و استکلبرگ گرفته  زنجیره تامین کار مي

له يا حداکثر چند مرحله ادامه تا يک مرح به طور معمول شود مي

مان احتمال انتقال نهايي يابد و تا رسیدن به نقطه تعادل يا ه مي

 یمال به صورت مارکفي اين امکان براولي با اع ،رود پیش نمي

 احتمال انتقال نهايي وجود دارد.تعیین 

های قاب  انتخاب برای  استراتژیقطعي نبودن لزومي  مزيت ديگر

تواننـد ترکیبـي از    مـي است، جايي که آنها بازيکنان هر يک از 

ها لزوما  اين دسته از بازیکنند. در ضمن  انتخابها را  استراتژی

ه  در نوع ترکیب توانند دارای عدم قطعیت  مي قطعي نیستند و

 به عبارت ديگر،. باشندها و ه  در احتمال رويداد آنها  استراتژی

 در نظر بازيکنان اسـتراتژی  پیش از اينها اگر  در اين نوع بازی

 ـ   نمدنظر بود که اقدام کن خاصي ن د با اقـدام بـازيکن رقیـب اي

ممکن  يکلطور به  آنهاها و احتمال انتخاب  مجموعه استراتژی

به عنوان مثال در يک رقابت بین تولیدکننده و يابد. است تغییر 

فروش  های مرسوم مشخص است و خرده فروش، استراتژی خرده

حصول داند به ازای حرکت بعدی رقیب که يا تغییر کیفیت م مي

يا تغییر زمان تحوي  محصول و يا  است يا تغییر قیمت محصول

با اين همه به  هايي انجام دهد، .. چه اقداماتي و با چه احتمال.

ل جديـد و  کننده اقدام جديدی مانند ارائه محصـو ناگهان تولید

هـای سـنتي اگـر از قبـ       ازیدر ب .دهد ارزان قیمت را ارائه مي

ها ديده نشـده   مقابله با اين عملکرد در ماتريس استراتژی برای

های موجود اقدامي انجام گیرد  بايست از بین استراتژی ، ميباشد

ن اينکه استراتژی جديدی اضافه ای مارکفي امکاه ولي در بازی

 وجـود  شود و يا احتمال انتخاب آنها بر اساس نیاز تغییر يابد،

هـای   ج نیز به طور مشابه بـه ازای حرکـت  در بازی شطرن دارد.

مختلفي را  های توان استراتژی و احتمال بیني نشده رقیب مي پیش

مجموعـه  سـنتي همیشـه ايـن     هـای  رد. اگر در بـازی بررسي ک

های مارکفي  مال رخداد آنها ثابت بود در بازیها و احت استراتژی

در هر حرکت قاب  تغییر و اصلاح متناسب بـا حرکـت رقیـب    

بـر نـوع عوامـ     امکان دخـ  و تصـرف    مزيت ديگری است.

عوام  مرتبط با هر بازيکن يا  شام های انتقال  اثرگذار بر احتمال

 . اشاره کردبازيکنان رقیب و حتي اثرات مرتبط با گذر زمان 

توان هدف اصـلي ايـن    مي ،آنچه تا به حال بیان شدبا توجه به 

های مارکفي با شرايط مذکور و نیز نحـوه   معرفي بازی مقاله را

ن در اي لذا. ها دانست نقاط تعادل اين گونه بازی تحلی  تعیین و

ن نقاط تعادل برای آنها بررسي و نحوه تعییهای پويا  له، بازیمقا

ها در اين مقاله به صورت  دقت داشته باشید که بازی. شده است

انتقال فقط  های و احتمال اند در نظر گرفته شدهو گسسته دونفره 

رقیـب  بـازيکن  های انتخاب شده توسـط   تحت تاثیر استراتژی

 .شوند تعريف مي

هـای   نیاز از جمله بـازی  ابتدا تعاريف مورد ،مقالهين ادر ادامه 

بیـان  و سپس الگـوريت  و مـدل پیشـنهادی    طرح شده مارکفي 

در قالب يک مثال عددی با سه روش پیشنهادی  شوند. آنگاه مي

 .خواهد شدمدل ح  و تشريح 

 تعاریف. 2

 های تكراری . بازی2.1

سازنده ساختار های متوالي  گیری های استراتژی، تصمی  در بازی

گیرندگان به طور متوالي حرکات خود  بازی هستند، يعني تصمی 

در ضمن پس از انتخاب طرح اقدام توسط هر  دهند. را انجام مي

دهـد. بـه    گیرنده، وقوع هیچ رويدادی آن را تغییـر نمـي   تصمی 

يکبـار بـرای همیشـه انتخـاب     عبارت ديگر، طرح اقـدام تنهـا   

سـاختار تـوالي    ،1يافتـه  هـای تعمـی    . در مقاب  در بازیشود مي

در تصمی   مکان تغییرها روشن و مشخص است و ا گیری تصمی 

ی گونـاگون  وقوع رويـدادها تلف را وابسته به های مخ موقعیت

يافتـه بـا    های تعمی  در بازی .کند فراه  ميگیرنده  تصمی  برای

، ترتیـب  هـای آنهـا   ترجیحمجموعه  بازيکنان، ،2اطلاعات کام 

در بسیاری از  .عین باشدمبايد  های آنها بازيکنان و اقدامحرکت 

 شود که ت با همان يک نفر تکرار ميتعاملات استراتژيک، تعاملا

د. شو ديگر بازيکنان ميبر  برای کسب مزيتفرصتي  سبب ايجاد

 ای ، نتیجه يک بازی تکراری دنبالهاز نتايج يک بازی استراتژيک

                                                             
1 Extensive Games 
2 Perfect Information 
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 .[6]است 

پايه يک بـازی جـزی يـا بـازی      به بازی 1تکراری های بازیدر 

اين شود. اگر  مرحله بازی مي شود که در چند گفته ميای  مرحله

ابربـازی   ايجـاد يـک  ، رخ دهـد  بینهايت باربه تعداد  پايهبازی 

ساختار بازی تغییر کند  چنانچه در طي زمان کند. در عوض مي

 ساختار واقع. در شود گفته مي 2به آن بازی تفاضلي )ديفرانسیلي(

وابسته های ديفرانسیلي  بازی وهای تکراری مستق  از زمان  بازی

نیسـت کـه اسـتراتژی     معنا اين بدان به زمان است. با اين همه

يک  تر، به عبارت دقیق مان هستند.های تکراری مستق  از ز بازی

ی آن هـا  اسـتراتژی  تکرار شود ولـي بار تواند بینهايت  بازی مي

 1ها تحلی  ابربازی به طور معمولد. باش وابسته به کارهای قبلي

های  بازیدر تحلی  های ديفرانسیلي است زيرا  تر از بازی ساده

 .[7] نیاز استريزی پويا  برنامه بهنسیلي ديفرا

بازی بايد  ،مسالهيک برای  در صورت عدم وجود دنباله معیني

حالي که وجود چنـین  شود در  انجامحرکت همزمان  به شک 

لازم به ذکر است که شود.  ای مي حرکات دنباله منجر بهدنباله ای 

جـه  و در نتیهـا   روی اسـتراتژی  ، دنباله اقداماتها در اکثر بازی

بازيکني که حرکت اول و اغلب  گذارد اثر مينقطه تعادل روی 

  .[7]دهد دارای مزيت بیشتری است  را انجام مي

 زنجیره مارکف و ماتریس احتمالات انتقال. 2.2

های احتمـالي  تـرين نـوع فرآينـد    مرسـوم  0های مارکف زنجیره

 شوند. ته هستند و به صورت زير تعريف ميگسس

يک متغیر تصـادفي بـا مقـاديری در          {  } فرض کنید

فضای قاب  شمارش باشد، آن يک زنجیره مارکف اسـت اگـر   

 شرط زير )خاصیت مارکفي( تامین شود:

 و      هـر  برای                         

 داشته باشی :

(1)         |                  
         |           

                                                             
1 Repeated Games 
2 Differential Games 
3 Super-Games 
4 Markov Chain 

احتمال رسیدن  ،باشد  وضعیت سیست  در دوره زماني     اگر

فقط به وضعیت سیسـت  در دوره    به وضعیت قطعي در دوره 

رسـیده       که چگونه به وضعیت  بستگي دارد و اين    

 .[4]است اهمیتي ندارد 

احتمالات انتقال            |         احتمالات شرطي

رابطـه بـین    ،شود. بـا اسـتفاده از خاصـیت مـارکفي     نامیده مي

–يد که به معادله چاپمنآ و شرطي به دست مي احتمالات توام

های محدود بسیار  معروف است و در تعیین توزيع  9کلموگروف

 .[4] مفید است

(2) 
                 

          
         |         
         |           

اسـت اگـر و تنهـا اگـر      6همگن      {  } مارکفزنجیره 

وابسته نباشند و در غیر اين صـورت    به  (1رابطه )احتمالات 

نظر  در حال حاضر ما فقط حالت همگن را در همگن است.نا

 گیري . مي

(1)         |             

 شود: به صورت زير تعريف مي  و ماتريس 

(0)         

 شوند: به صورت زير تعريف مي  های ماتريس  درايه

(9) 
                                

     ∑   

   

              

بـه آن مـاتريس    ،دو شرط فوق را داشته باشـد   اگر ماتريس 

 گويند. 7انتقال احتمالات مارکف يا يک ماتريس

ن يک گراف انتقال تخصـیص  توا به ازای هر ماتريس انتقال مي

( 1همانطور که در شک  )همان حالات هستند.  ها سداد که را

وجـود خواهـد     و   کماني بـین دو راس   قاب  مشاهده است،

 .باشد      داشت اگر و تنها اگر 

                                                             
5 Chapman-Kolmogorov Equation 
6 Homogeneous 
7 Transition Probabilities Matrix 
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 انتقال گراف :(1) شكل

    توان احتمال انتقال حال مي
 را به صورت زير تعريف کرد:    

(6)    
   

           |      

( واضح است که شرط مربوطه بـا  1)رابطه از خاصیت مارکفي 

 :شود به صورت زير تبدي  مي     توجه به 

(7)    
   

 ∑      

 

 

 با استفاده از نماد ماتريسي داري :

(4)      [   
   

] 

 ( داري :7و با توجه به رابطه )

(5)         

 و در حالت کلي:

(14)      [   
   

] 

 داري :    و به ازای هر 

(11)         

گام با   ماتريس احتمال انتقال در که دهد  ( نتیجه مي11)رابطه 

 برابر است.  ام ماتريس   توان 

    و     به ازای هر    ای مرتبط با  های حاشیه برای توزيع

 داري :

(12)                

 توانند به صورت زير محاسبه شوند: که اين احتمالات مي

(11)       ∑     
   

 

                   

 اگر بنويسی :

     يا        (10)
   

     

 اگردر ضمن صحیح است.     ( به ازای هر 11) هرابط آنگاه

(19)      (             ) 

تواند با استفاده از نماد ماتريسي به صورت  ( مي11آنگاه رابطه )

 :[5]زير بیان شود 

(16)           

 های مارکفی بازی. 3

 توانـد  ای، هر بازيکن مي از يک بازی چند مرحلهدر هر مرحله 

به طور معمـول   يک استراتژی را با احتمال معیني انتخاب کند.

صورت گرفته توسط بازيکن رقیب  اين انتخاب به انتخاب قبلي

نامیـده   1، يک بازی مـارکفي چنین بازی. دارد وابستگي زيادی

را بـه  هـا   بـازی توان  در حالي که مي .[11] -[14] ،[1] شود مي

 ، گسسته يا پیوسـته [17] -[10] 1يا چند نفره 2دو نفره صورت

بندی  دسته [21] -[21]، [1]ای  ، يک يا چند مرحله[24] -[14]

، [9]-[0] گرفتمارکفي نیز در نظر  شک توان به  را مي آنها، کرد

يـک  ابتـدا  هـر بـازيکن    ،هـا  بـازی از . در اين نوع [24]-[20]

سپس با توجه به و  کردهانتخاب عیني ژی را با احتمال ماسترات

های بعدی استراتژی خود را تغییـر   در انتخابرقیب، استراتژی 

پويا و بر حسـب   شک  به دهد. به عبارت ديگر هر بازيکن مي

به همین  دنیایدر ها  بیشتر بازینمايد.  ميگیری  شرايط تصمی 

شرايط  باخود را های  انتخابشوند و بازيکنان  انجام مي صورت

يک بازی شطرنج حرکات هر  به عنوان نمونه دردهند.  ميتطبیق 

ديـد  از تواند بر اساس حرکات رقیب تغییر نمايـد.   بازيکن مي

ها دارای احتمالات مشخصي هستند حتي اگر  بازيکنان استراتژی

صرفا  ،[26]ما در . د آن را به طور شفاف مشخص نمايندنتوانن

که در  در حالي ،اي  را بررسي کردههای ايستا و فرم نرمال  بازی

، پرداخته های فرم پويا که تکام  يافته آن است قاله به بازیاين م

 شود. مي

 مدل پیشنهادی. 8

اسـتفاده شـده    [26]در مدل پیشنهادی، سه سناريو مشابه مقاله 

نحوه عملکرد دقت داشته باشید که هدف اصلي اين مقاله  است.

و در نهايت  بیان شده در هر سناريو های مارکفي بازی هر يک از

                                                             
1 Markovian Games 
2 Two Player Games 
3 Multi-Player Games 

𝑖 𝑗 
𝑝𝑖𝑗  
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بیان اين نکته ضروری . استها  تعیین نقطه تعادل برای اين بازی

صـرفا تحـت تـاثیر    در ايـن سـناريوها   احتمال انتقال  است که

های رقیب است و اين امر به عنوان يکي از مفروضات  اتژیاستر

اگـر   تر، به عبارت دقیق در نظر گرفته شده است. مه  اين مقاله

    با احتمال   ، بازيکن کندب را انتخا   استراتژی   بازيکن 

. مفروضـات مـدل پیشـنهادی    کنـد  را انتخاب مي   استراتژی 

 :شود بندی مي بوده و به صورت زير دسته [26]همانند مرجع 

  استبازی به صورت پويا. 

 .بازی دو نفره و گسسته است 

 های رقیـب   احتمالات انتقال صرفا تحت تاثیر استراتژی

 ر تابع مطلوبیت نیز روی مقادير آنهابوده و در واقع مقادي

 اثرگذار است. 

 .استراتژی تمام بازيکنان در تمام مراح  ثابت است 

  .احتمالات انتقال در تمام مراح  ثابت است 

ر ادامه ايـن  دکه يک بازی پويا به يک زنجیره مارکف با تبدي  

احتمـالات   مشخص کردن برای، مقاله توضیح داده خواهد شد

که در حقیقت احتمالات در بینهايت ) [5] -[4] پايدار يا نهايي

دستگاه معادلات  و  احتمال انتقال  مربعي ماتريس (، ازهستند

 :[26]شود  ذي  استفاده مي

(17) 
{

     

∑  
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∑  

 

          

 {

         

∑  

 

          

يک ماتريس   و     يک ماتريس مربعي   دستگاه اين در 

احتمالات  در آن معادل عبارت ذي  است کهو      برداری

 :[26] در بینهايت به يک مقدار ثابت می  خواهند کرد

(14)      
   

   

           ( يعني17معادله اول از دستگاه معادله رابطه )

 لذا همگن هستند ها معادله است، ولي چون اين معادله  دارای 

 ح  دسـتگاه انتخـاب   د برایتوان آنها مياز بین معادله     

∑شود و همراه با معادله  تشکی  يـک دسـتگاه کامـ           

 .[5] -[4]دهد را   معادلات جهت ح  و تعیین مقادير 

 بازیكن اول است(  نفره )های پویای دو . بازی8.1

 وجـود اگر يک بازی گسسته دونفره به صورت مـاتريس زيـر   

 باشد: داشته

(15) 
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           و   های بـازيکن   استراتژی           ه ک

    هستند و   های بازيکن  استراتژی
     

مطلوبیت بازيکنان    

اسـت، در ايـن صـورت      و   به ازای استراتژی هـای    و   

شروع کننـده بـازی     شود بازی پويا بوده و بازيکن  فرض مي

است و بازی به صورت تکراری در چندين مرحله تا رسیدن به 

رو در مرحله اول بازی،  شود. از اين نقطع تعادل پايدار برگزار مي

            های يکي از استراتژی   با احتمالات   بازيکن 

هـای   های مخـتلط و زنجیـره   بازی يکند. در تمام را انتخاب مي

تجربه و خبرگـي  اساس  ف، اين احتمالات انتقال تماما برمارک

بتـه ممکـن اسـت تحـت شـرايطي      شوند. ال بازيکنان تعیین مي

اکثر مواقع  نطقي ه  پشت اين موضوع باشد وليهای م استدلال

گیرندگان  معیارهای ذهني بازيکنان و تصمی  ممکن است تحت

 تعیین و اعمال شوند.

را    استراتژی     با احتمال   سپس در مرحله دوم، بازيکن 

را    اسـتراتژی    کـه بـازيکن    کند مشروط بر آن انتخاب مي

    بـا احتمـال     انتخاب کرده باشد. در مرحله سوم بـازيکن  

  کـه بـازيکن    کند مشروط بر آن ب ميرا انتخا   استراتژی 

ين مقاله را انتخاب کرده باشد. يکي از مفروضات ا   استراتژی 

مراح  دوم به بعد تکرار  ،ست که از مرحله چهارم به بعدا اين

خواهند شد. به اين معني که احتمالات در مراح  دوم و چهارم 

و شش  و ... با ه  برابر و احتمالات در مراح  سوم و پنج  و 

( نمای کلي زنجیره مارکف 2هفت  و ... نیز با ه  برابرند. شک  )

( 1دهد و شک  ) في فوق الذکر را نشان ميازی مارکحاص  از ب

جزئیات احتمالات  زنجیره مارکف حاص  از بازی مارکفي را با

 دهد. موجود نمايش مي
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های احتمال انتقال حاص  از بازی مارکفي به صـورت   ماتريس

 ذي  خواهند بود:

(24) 
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 وقتی پویا مارکفی بازی از حاصل مارکف زنجیره کلی نمای :(2) شكل

A است بازی کننده شروع. 

 

 جزئیات با همراه پویا مارکفی بازی از حاصل مارکف زنجیره :(3) شكل

 .است بازی کننده شروع A وقتی

نسبت بـه  های احتمال انتقال فوق  دو تفاوت عمده در ماتريس

کـه   اول ايـن  وجـود دارد: ی احتمال انتقال مرسـوم  ها ماتريس

که در ابتدای  لزوما مربعي نیستند و دوم اين  و   های  ماتريس

نیز اثر گذار اسـت    احتمالاتي مانند   شروع حرکت بازيکن 

های مـارکف   که در زنجیره در حالي ،نظر قرار گیرد که بايد مد

هـای   ه برخورد بـا مـاتريس  رو نحو مرسوم وجود ندارند. از اين

هـای   الذکر بايـد انـدکي متفـاوت از روش    ل انتقال فوقاحتما

های مارکف باشد. برای اين منظور سه روش  مرسوم در زنجیره

 گردد محاسبه جهت تعیین احتمالات پايدار و نهايي پیشنهاد مي

 که جزئیات آنها در ادامه آمده است.

 . روش اول )استفاده از زنجیره مارکف پنهان(8.1.1

هايي به صورت رابطـه ذيـ    حقیقت احتمال ندر اين روش در 

 شود: تعیین مي

(21)                              

بـه صـورت             ضرب   رای اين منظور ابتدا حاصب

 شود، سپس با در تعیین مي      با نام     يک ماتريس 

( 17)رابطه با استفاده از دستگاه معادلات و      نظر گرفتن 

محاسبه شده و با استفاده از عملگر زير که در حقیقت   مقدار 

ضرب دروني )درايه به درايه( همراه با نرمـالیزه کـردن اسـت،    

 شود: تعیین مي  مقدار احتمالات نهايي برای بازيکن 

(22)        
   

            
   

        

     

(21) 
                   

 [
      

∑      
 
   

 
      

∑      
 
   

] 

، اين بـازيکن آن   پس از تعیین احتمالات نهايي برای بازيکن 

استراتژی را انتخـاب خواهـد کـرد کـه بیشـترين مقـدار را در       

احتمالات نهايي کسب کرده است. سپس با توجه بـه مـاتريس   

اسـاس  بـر    اينکه بازی پويا است، استراتژی بازيکن  بازی و

و در نهايـت نقطـه تعـادل تعیـین       استراتژی انتخابي بازيکن 

 خواهد شد.

در حقیقت      با توجه به اينکه در اين روش با جايگزيني 

تمـالات  علیـرغ  اينکـه روی اح    های احتمال انتقال  ماتريس

ها در دستگاه معادلات جهـت  ابعاد آن نهايي اثرگذار هستند ولي

گیرند و در واقع حالات  نظر قرار نمي تعیین احتمالات نهايي مد

ايـن   رو از اين اند. ن شدهدر محاسبات پنها  مربوط به بازيکن 

 شود. به هر حال، رکف، زنجیره مارکف پنهان نامیده ميزنجیره ما

عیـین  جهـت ت   با توجه به اينکه در اين روش حالات نهـايي  

از شود و برای تعیین نقطه تعـادل،   قطه تعادل ناديده گرفته مين

A B A B 𝑟𝑖𝑗 𝑝𝑖 𝑠𝑗𝑘 𝑟𝑘𝑙 

     

مرحله چهارم     مرحله سوم    مرحله دوم     مرحله 

اول
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توان  شود نه از حالات حدی، مي اولین ماتريس بازی استفاده مي

 لذا .نقاط ضعف اين روش به حساب آورد اين مورد را يکي از

تواننـد   ، ميد، که در ادامه بیان خواهند شهای دوم و سوم روش

 ش باشند.های ديگری برای اين رو جايگزين

های احتمالات انتقال با  . روش دوم )تجمیع ماتریس8.1.2

 یكبار نرمالیزه کردن(

و   های بازيکنان  روش ک  حالات مربوط به استراتژی در اين

 با ه  تجمیع شده و به صورت يک زنجیره مارکف واحد در  

  شود. در اين روش ابتدا ماتريس احتمال انتقال  نظر گرفته مي

 است:            د که گیر شک  ميبه صورت زير 

(20) 
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   ]

 
 
 
 
 

 

که میزان احتمالات حدی   ( مقدار 17حال با استفاده از رابطه )

شـود.   دهد، تعیین مي نشان مي  و   را به ازای هر دو بازيکن 

( فقـط  17در ايـن روش بـا اسـتفاده از رابطـه )    که توجه شود 

معادله از معادلات همگـن اسـتفاده شـده و يـک           

 1احتمـالات برابـر بـا     معادله نیز جهت نرمالیزه کردن و جمع

بـا اسـتفاده از     ابتـدا   ، از تعیین مقدار شود. پس  استفاده مي

بايست  شود. سپس مي ( به تفکیک بازيکنان نرمالیزه مي29رابطه )

بار به صورت زير فقط  ( اين21عملگر معرفي شده در رابطه )

با ضرب آن عملگر بین دو   برای احتمالات مربوط به بازيکن 

 داري :يعني  ند،استفاده شو   و   ماتريس احتمالات 

(29) 
                   

   [
  

∑   
 
   

 
  

∑   
 
   

    

∑   
   
     

 
    

∑   
   
     

] 

(26) 
    
                             

 [
      

∑   
 
       

 
      

∑       
 
   

           ] 

یشترين احتمال از مقادير به دست آمده، هر بازيکن ب با استفاده

تخـاب  ها را به عنوان استراتژی مورد نظر ان مربوط به استراتژی

 1در اين روش جمع احتمالات برابر با  خواهد کرد. از آنجا که

نرمـالیزه   ،برای تمام بازيکنان استفاده شده و پس از محاسـبات 

روش  لذامورد نیاز است، ( 29کردن مجدد با استفاده از رابطه )

 .شودتواند استفاده  اين روش است مي سوم که اصلاح شده

های احتمالات انتقال با  . روش سوم )تجمیع ماتریس8.1.3

 دوبار نرمالیزه کردن(

مربــوط بــه در ايــن روش نیــز ماننــد روش دوم کــ  حــالات 

با ه  تجمیع شده و به صورت   و   های بازيکنان  استراتژی

د. در اين روش نشو نظر گرفته مي يک زنجیره مارکف واحد در

 ايجـاد ( 4به صورت رابطـه )   نیز ابتدا ماتريس احتمال انتقال 

( به صورت 17ای شبیه رابطه ) و سپس با استفاده از رابطهشده 

که میزان احتمالات حدی را به ازای هر دو   رابطه زير، مقدار 

کـه  شود. توجـه شـود    ، تعیین ميدهد نشان مي  و   بازيکن 

ست کـه در ايـن روش   ا تفاوت اين روش با روش دوم در اين

معادله از معادلات همگن استفاده شـده و دو        فقط 

 1معادله ديگر نیز جهت نرمالیزه کردن و جمع احتمالات برابر با 

 شود.  استفاده مي  و   ه ازای هر دو بازيکن ب

(27) 

{
 
 

 
 
         

∑   

   

  

∑   

   

  

 

بايست عملگری مشابه عملگر رابطه  مي  پس از تعیین مقدار 

با   ( به صورت زير فقط برای احتمالات مربوط به بازيکن 26)

اسـتفاده    و   ضرب آن عملگر بین دو مـاتريس احتمـالات   

 يعني داري : شود،

(24) 
   
                         

 [
     

∑   
 
      

 
     

∑      
 
   

         ] 

یشترين احتمال مربوط به ، هر بازيکن بحاصلهمقادير  توجه بهبا 

 اتژی مورد نظر انتخاب خواهد کرد.ها را به عنوان استر استراتژی
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 ارائه مثال عددی. 9

نفره گسسته به عنوان مثال اول، فرض کنید يک ماتريس بازی دو

و نیز زنجیره مارکف بـا احتمـالات انتقـال بـه     به صورت زير 

 موجود است.  (0شک  )صورت 

(25) 
    

  

  
[
          
          

]
 

 
 اول مثال پویای بازی به مربوط مارکف زنجیره :(8) شكل

 اين مثال عبارتند از:های احتمالات انتقال  ماتريس

(14) 

              

     [      
      

] 

     [      
      

] 

نفر اول   اگر اين بازی به صورت پويا برگزار گردد و بازيکن 

هر سه روش به قرار گیری باشد، محاسبات مربوط به  در تصمی 

 ذي  خواهد بود. 

را محاسبه کرده و سپس      در اين روش ابتدا  :روش اول

یین ( بر اساس آن تع21( و )22احتمالات حدی را طبق روابط )

 کنی . لذا داري : مي

(11) 
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Π                       
              

را انتخاب    استراتژی   با توجه به نتیجه تعیین شده بازيکن 

(، بازيکن 25)رابطه رو با توجه به ماتريس بازی  کند، از اين مي

را انتخـاب خواهـد کـرد و       در اين بازی پويا اسـتراتژی    

ه نقطه تعادل موجـود اسـت. ايـن نقط ـ           بنابراين نقطه 

تعادل در حالت حدی و با توجه به احتمالات انتقال تعیین شده 

ای و  ( يک مرحله25رابطه )که اگر بازی پويای  است، در حالي

نظر گرفته شود، نقاط تعادل آن نقاط  بدون احتمالات انتقال در

 باشند. مي        و         

و در اين روش از ماتريس احتمالات انتقال تجمیعي  :روش دوم

( تـا  20اساس روابـط ) شود. بر  يک معادله نرمالیزه استفاده مي

 ( داري :26)
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نقطـه تعـادل           با استفاده از مقادير تعیین شـده، نقطـه   

شود. تفاوت اين نقطه با نقطه تعیین شده در روش  محسوب مي

اول به اين دلی  است که در روش قب  تعیین اسـتراتژی مـورد   

 نه بـه صـورت حـدی   و از روی ماتريس بازی  صرفا  علاقه 

نقطه  . البته چون بازی به صورت حدی مطرح است،تعیین شد

 تواند بیشتر قاب  اتکا باشد. تعیین شده توسط اين روش مي

در اين روش از ماتريس احتمالات انتقال تجمیعي  :وش سومر

( و 27بر اساس روابط )لذا شود.  يو دو معادله نرمالیزه استفاده م

 ( داري :24)
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Π                         

شود جواب حاصـ  از ايـن روش بـا     همانگونه که ملاحظه مي

روش دوم با دقت بسیار بالايي تطابق دارد و در اين روش نیـز  

 شود. نقطه تعادل محسوب مي        نقطه 

های مربوط به آن را در  ( و ماتريس9مثال دوم، شک  ) به عنوان

 نظر بگیريد.

(10) 
                        

  

  

  

[

               
               
               

]
 

 در حالت ايستا

(19) 
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 شود. نقطه تعادل محسوب مي        ستراتژی ا

 

 دوم مثال پویای بازی به مربوط مارکف زنجیره :(9) شكل

( 16در رابطه )اين مثال احتمالات انتقال مربوط به های  ماتريس

 اند. بیان شده

(16) 
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 داري : نفر اول باشد  اگر بازی پويا و بازيکن 

 :اول روش

(17) 
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  و طبق ماتريس بازی، بـازيکن     استراتژی   پس بازيکن 

 شود. مي        و نقطه تعادل  کردهرا انتخاب    استراتژی 

 :روش دوم

(14) 
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را انتخاب    استراتژی   و بازيکن    استراتژی   بازيکن  لذا

 خواهد شد.        و نقطه تعادل در شرايط حدی  هکرد

، لذا از بیان آن روش دوم است مساوی   ماتريس  :روش سوم

 در ادامه داري : .کنی  خودداری مي

(15) 

{
 
 

 
 
          

∑  

   

  

∑  

   

   
          

 

{
 
 
 

 
 
 
                       
                       
                       
                      
                      
                      

          
          

                               

 

{
 
 

 
 
        
        
        
        
        
        

 

Π                                   

 را   اسـتراتژی    و بازيکن    استراتژی   بازيکن بنابراين 

انتخاب خواهد کرد و در نتیجه نقطه تعادل در شـرايط حـدی   

 خواهد شد.        

 و کارهای آتی گیری . نتیجه6

توان با در نظر  ، ميای مرحله گسسته به شک  يک بازیدر انجام 

های بازی  نگاشت استراتژی گرفتن احتمالات انتقال و همچنین

احتمـالات   تعیین باو  يک زنجیره مارکف ايجاد کرد، به حالت

در ايـن  ، نقاط تعادل حدی را به دست آورد. اين زنجیرهحدی 

 برایسه روش و  مورد بررسي قرار گرفتهای پويا  بازیمقاله 

يت مزبه عنوان معرفي گرديد.  ها اين بازیدر تعیین نقاط تعادل 

تعیـین  روش پیشنهادی يعني استفاده از زنجیره مارکوف بـرای  

. کمتر اشاره کردزمان و محاسبات توان به  مينقطه تعادل حدی، 

احتمـالات  لزوم اثرپذيری  ،اين روشمه  البته يکي از معايب 

و همچنین  از انتخاب استراتژی در هر مرحله توسط رقیبانتقال 

 است. اين امـر توابع مطلوبیت هر بازی احتمالات از  اثرپذيری

لازم حدی نقاط تعادل در تعیین بهترين نتیجه به  برای دستیابي

 قال به صورت تابعي از مقادير ذکرکه چنانچه احتمالات انت است

  نظر گرفته شود، اين مشک  قاب  رفع است. شده در

های گسسته چند نفره، پیوسـته دو   به عنوان تحقیقات آتي بازی

مالات انتقال تحـت تـاثیر   نفره و نیز زماني که احتنفره و چند 

 ،های رقیب نباشد و يا تحت تاثیری ساير موارد باشد استراتژی

 نیز قاب  بحث و بررسي خواهد بود.

 

فعی کنند که هیچ تعارض منـا  تعارض منافع: نویسندگان اعلام می

  ندارند.
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