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 مقدمه. 0
ی معـادتت  زسـا  گسسته رایب 0موجک های استفاده از پایه ایده

دیفرانسیل توسط محققین زیادی مورد مطالعه قرار گرفته است 

هـا، عـدم وجـود     پایـه  رغم کاربردهای فراوان این علی [.0-2]

وجـود آمـدن مشـک تی    ه ها باعث ب فرمول بسته برای موجک

همچنین محاسبه مشتق و ها در نقاط خاص و جهت محاسبه آن

ها شده است. در راستای برطرف کردن این معایـ،،  انتگرال آن

                                                             
 پژوهشیاله: نوع مق 

 نویسنده مسئول *

 (دوز یزیتبر) f htabrizidooz@kashanu.ac.irالکترونیک:  (های) پست

fatemehhajiramezanali@yahoo.com (یرمضانعل یحاج) 
1 Wavelet bases 

[ برای 1]مرجع معرفی شدند و در  2های چندگانه لژاندر موجک

 رد استفاده قرار گرفتند.مو ،حل عددی معادتت انتگرال

های چندگانه لژاندر، کاربرد پایه متشکل  از زمان پیدایش موجک

سـازی معـادتت    گسسته ه منظورب ها نوع جدید موجک از این

مورد بررسی قرار گرفته اسـت  دیفرانسیل، در نشریات مختلفی 

اشاره کرد. دلیـل   [00-8]مراجع توان به  می عنوان نمونه که به

های چندگانه لژانـدر بـرای حـل معـادتت      موجکموفق بودن 

ها بر اساس  ین موجکتوان در این دانست که ا دیفرانسیل را می

گشتاورهای  و 5فشرده ، محمل0، تقارن1چون تعامد هایی خاصیت

                                                             
2 Legendre multiwavelets 
3 Orthogonality 
4 Symmetry 
5 Compact support 
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شوند. توجه کنید که پایه متشکل از  ساخته می 0صفر با مرتبه بات

ه شده را نیز ی لژاندر یکها ای چندجملهاین نوع جدید موجک، 

عنوان تعمیمی از پایه  توان آن را به شود و در واقع می شامل می

 های لژاندر یکه شده در نظر گرفت. ایچندجمله

ها در محاسبات مربوط به م، الگوریتهای دیجیتالبا پیدایش رایانه

ابتدا  ها درکنند. الگوریتمل واقعی نقش بسزایی ایفا میحل مسائ

سعه داده شدند، ولـی امـروزه   تو 2سازی،ل مرتبرای حل مسائ

و  0، هوش مصنوعی1هایی همچون یادگیری ماشینفناوریمبنای 

در این مقاله، با استفاده از پایه [. 05-02اند ]قرار گرفته 5علم داده

برای  به بیان الگوریتم یک روش عددیموجک چندگانه لژاندر، 

، مجهول با ضری 2جواب یک معادله دیفرانسیل سهمویتقری، 

 ـ پردازیممی 1سوابسته به زمان در یک مساله معکو ن . بـرای ای

له را برحسـ، پایـه موجـک    امنظور، ابتدا بسط تابع جواب مس

گیریم و سپس با کمـک   لژاندر و با ضرای، مجهول در نظر می

پردازیم. بر این  له میاسازی مس های عملیاتی به گسسته یسماتر

ز معادتت جبری غیرخطی متشکل ا یدستگاهله به امس اساس،

شود. بـا حـل    ع تبدیل میبرحس، ضرای، مجهول در بسط تاب

ن ضرای، مجهول، بسـط  دست آمده و مشخص شد دستگاه به

 گردد. له معرفی میاعنوان تقریبی برای مس تابع جواب به

و  8دار های وزن توان در زمره روش باقیمانده روش حاضر را می

هـای   . در روش باقیماندهدانست 9به طور خاص یک روش تاو

ای  دار، بسط تابع جواب برحس، یک مجموعه از توابع پایه وزن

در تعیین ضرای، و  شود نظر گرفته می و با ضرای، مجهول در

 حـد ممکـن در   شود که بسط تابع جواب تـا  ت ش میمجهول 

معادله دیفرانسیل و شرایط مرزی داده شـده، صـدق کنـد. بـه     

آورند  دست می ای به گونه را به ولعبارت معادل، ضرای، مجه

که باقیمانده حاصل از جایگذاری بسط تابع جواب در معادلـه  

دیفرانسیل و شرایط مرزی در شرایط تعامدی مناسبی برحس، 

                                                             
1 High order of vanishing moments 
2 Sorting 
3 Machine learning 
4 Artificial intelligence 
5 Data science 
6 Parabolic differential equation   
7 Inverse problem 
8 Weighted residuals method 
9 Tau method 

، صادق باشد. روش تاو یک نمونه 01توابعی به نام توابع آزمون

ای و  دار است که در آن توابـع پایـه   های وزن از روش باقیمانده

  عنوان مثال، ه[. ب02له صادق نیستند ]اون در شرایط مرزی مسآزم

های  ای هنظر گرفتن چندجمل [ یک روش تاو با در01]مرجع در 

حـل   یبـرا  و آزمـون،  ای عنوان توابع پایـه  یافته به لژاندر انتقال

 کار رفته است.عددی معادله موج یک بعدی ب

عنوان مجموعه  بهرا پایه موجک چندگانه لژاندر  در مقاله حاضر،

همچنـین   ایـم و  بـرده ای و آزمون در روش تاو، بکار  پایه توابع

ضرب  حاصل انتگرال و 00های عملیاتی ساخت ماتریس مراحل

مـورد نیـاز    لهاسازی مس ـ ن پایه را که برای گسستهبه ای مربوط

بـرای تعریـ     ما ایم. تزم به ذکر است که ان کردهباشند، بی می

دیـدگاه کلـی اسـتفاده    یـک   ل ازتگـرا ان تیهای عملیـا  ماتریس

واقع، روش بیان شده در مقاله حاضر برای تعری   ایم. در کرده

های عملیاتی، تنها مختص بـه پایـه موجـک چندگانـه      ماتریس

لژاندر نبوده و برای هر پایه دیگری که در شرایط تعامد و یکه 

[، 9]مرجع است. توجه کنید که در ا بودن صادق است، قابل اجر

تار ماتریس عملیاتی انتگرال برای پایـه موجـک چندگانـه    ساخ

لژاندر معرفی شده و استفاده از آن در افزایش کارایی و کاهش 

زمان محاسبه مـاتریس عملیـاتی انتگـرال بسـیار مـستر اسـت.       

[ ساختار ماتریس عملیاتی انتگرال 09-08] مراجع همچنین در

رد استفاده برای پایه موجک چندگانه خطی لژاندر معرفی و مو

 قرار گرفته است.

به مرور مراحل  ،2است. بخش شرح زیر تنظیم شده ه بهاین مقال

چندگانـه   هـای  موجـک  خت توابع مقیاس چندگانه لژاندر وسا

های عملیاتی انتگرال و  ، مفهوم ماتریس1 پردازد. بخش لژاندر می

ضرب را برای پایه موجـک چندگانـه لژانـدر و از یـک      حاصل

 دهـد.  ر برای یک پایه متعامد و یکـه توضـیم مـی   ت دیدگاه کلی

عنوان مجموعه  نظر گرفتن پایه موجک لژاندر به ، با در0بخش 

سازی و حل  ای و آزمون در روش تاو، روش گسسته توابع پایه

، 5 در بخـش  دهـد.  له معکوس سهموی را توضیم مییک مسا

، نتایج 2شود. در بخش  شرح داده می یالگوریتم روش پیشنهاد

                                                             
10 Test functions 
11 Operational matrices 
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مثال  بر روی دو شده سازی روش پیشنهاد دهددی حاصل از پیاع

 .دوش میگیری بیان  نتیجه ،1گردد. سرانجام، در بخش  گزارش می

 های چندگانه لژاندر موجک. 2

  2مجهز به ضرب داخلی 0فضای هیلبرت        فرض کنید 

(0)       ∫  
 

 

 ( ) ( )                    

 مو نر

(2)       √                    

 1های لژاندر را با استفاده از فرمول رودریگس ای چندجملهباشد. 

 :[21کنیم ] صورت زیر تعری  میبه 

(1) 
  ( )     

  ( )  
 

    

  

   
 (    )            

ای از درجه  یک چندجمله ( )    ، هردر این صورت، برای 

وی بازه بر رها  ای های این چندجمله است. برخی از ویژگی  

 عبارتند از:         

 خاصیت تعامد 

(0) 
         ∫  

 

  

  ( )  ( )   

 {
                           

 

    
    

  

 0رابطه بازگشتی  

(5) 
(   )    ( )  (    )   ( )

      ( ) 
         

و سپس توابع  5ابتدا توابع مقیاس چندگانه لژاندر ،در این بخش

کنیم. همچنین با استفاده  را تعری  می 2موجک چندگانه لژاندر

 1از توابع مقیاس چندگانه لژاندر، مفهوم تقری، تجزیه چندگانه

لژاندر پایه موجک چندگانه دهیم. در انتها  ضیم میورا ت        

                                                             
1 Hilbert space 
2 Inner product   
3 Rodrigues formula   
4 Recurrence relation 
5 Legendre multiscaling functions   
6 Legendre multiwavelet functions   
7 Multiresolution approximation   

[ 20، 00، 1مراجع ]را در توضیحات تکمیلی کنیم ) را معرفی می

 .کنید( مشاهده

 توابع مقیاس چندگانه لژاندر. 2.0

 کنیم: وابع مقیاس چندگانه لژاندر را به صورت زیر تعری  میت

(2) 

  ( )

 {
√         (    )        

درغیراینصورت         

         

ها بر روی بازه  ای این چندجمله (0رابطه )در این صورت، بنا به 

  اند: ت تعامد و یکه بودن زیر صادقدر خاصی      

(1) 
          ∫  

 

 

  ( )  ( )   

 {
             
             

  

  ،   ، ...،   ،   یک عدد صحیم و     کنید اکنون فرض 

وابع مقیاس چندگانه لژاندر باشد. در این صورت، تابع اول از ت

 تابع یک پایه متعامد و یکه برای فضای    این

(8)                       

تـابع بـه     بردار متشکل از این   ⃗ دهد. فرض کنید  تشکیل می

عدد صـحیم  باشد. برای هر   (          )  ⃗  صورت

 کنیم فرض می             و     

(9)  ⃗   ( )  (   
 ( )    

 ( )      
 ( ))

 
  

 ،  .، ، ..  ،    عتواب  9های و انتقال  8ها بردار حاصل از اتساع

 ،         باشد، که در آن برای هر 

(01)    
 ( )   

 
   (     ) 

است. در   (   )         تابعی تعری  شده بر روی بازه 

هـای   تمام مسلفـه  تابت، مجموعه    این صورت، برای یک 

ــردار ( )   ب  ( ⃗   
 ( )  ⃗   

 ( )    ⃗   
 ( ))

 
ــه در آن ،  ک

 بعدی-   ، یک پایه متعامد و یکه برای فضای       

(00)            ⃗   
   ⃗   

     ⃗   
   

                                                             
8 Dilates 
9 Translates 
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 توان تحقیق کرد که  دهد. می تشکیل می

 ؛       ،    ال ( برای هر 

⋃ب(   ؛                

( ) ،    ج( برای هر       (  )       . 

( ) ب( به این معنی است که برای هر )خاصیت           

( ) و یک     صحیم دلخواه، یک عدد     و هر       

 صورت  به 

(02)  ( )  ∑  

    

   

∑  

 

   

   
    

 ( )  

 .          طوری که وجود دارد به 

، ... تعریـ  شـده در ایـن      ،   خانواده متشکل از فضاهای 

   0با چندگانگی        را یک تقری، تجزیه چندگانه بخش 

 نامند. می

 توابع موجک چندگانه لژاندر. 2.2

کنیم  . فرض میاست       ،طور که در بخش قبل دیدیمهمان

نویسـیم   باشد و می    در فضای    فضای  2متمم متعامد   

. در این بخش قصد داریم یک پایه متعامـد و          

  دست آوریم. فـرض کنیـد   به    بعدی - یکه برای فضای 

باشند. بنابراین، هر    ، توابعی در فضای   ، ، ...  ،   تابع 

متعامد اسـت و از آنجـایی کـه       کدام از این توابع بر فضای 

 توان نوشت ، می         ، برای هر      

(01) 
  ( )  ∑  

 

   

      (  )

 ∑  

 

   

       
 (    )  

ای تعیین  گونه را به         و        ضری، مجهول    اکنون 

یک پایه متعامد و یکه برای    ، ، ...  ،   کنیم که توابع  می

شرط که در     تشکیل دهد. برای انجام این کار از    فضای 

 کنیم. شود، استفاده می ادامه بیان می

                                                             
1 Multiplicity   
2 Orthogonal complement 

 گشتاورهای صفر 

(00) ∫  
 

 

  ( )                  

              

 1خاصیت تعامد و یکه بودن 

(05) ∫  
 

 

  ( )  ( )    {
     
     

 

             

،   ،   توابـع  ،         و        تعیین ضرای، مجهـول  با 

دست به    یکه برای فضای امد و عنوان یک پایه متع ، به  ،...

 نامند. تابع را توابع موجک چندگانه لژاندر می   آیند. این  می

جک چندگانه لژانـدر  راه جایگزین دیگر برای ساخت توابع مو

 به شرح زیر است. 0اشمیت-یند گراماستفاده از فرآ

 کنیم: ، به صورت استقرایی تعری  می         برای 

(02) 

      
   ∑ 

 

   

    
      ∑  

   

   

    
         

   
  

      
  

(، 5رابطه ) با استفاده از ،باشد می     که برای نمونه، هنگامی

 صورت های لژاندر به  ای چندجمله

(01) 

  ( )     

  ( )       

  ( )  
 

 
(     )  

، توابع مقیاس (2رابطه )همچنین، با استفاده از آیند.  به دست می

 صورت به       چندگانه لژاندر بر روی بازه 

(08) 
  ( )        

  ( )  √ (    )  

  ( )  √ (        )  

موجک توابع اشمیت، -گرامیندبا استفاده از فرآ شوند. تعری  می

( ساخته 09رابطه ) ، به شکل   حالت چندگانه لژاندر برای 

 شوند. می

                                                             
3 Orthonormality condition 
4 Gram-Schmidt process  



 2، شماره 01مجله محاسبات نرم، جلد /  111

(09) 

  ( )  {
          

 

 
)

        
 

 
   

  

  ( )  {
√ (          )      

 

 
)

√ (           )    
 

 
   

  

  ( )  {
√ (          )      

 

 
)

 √ (           )    
 

 
   

  

 پایه موجک چندگانه لژاندر. 2.1

 بردار متشکل از توابع موجک چندگانه لژاندر به  ⃗ فرض کنید   

عدد صـحیم  باشد. برای هر   (          )  ⃗  صورت

 کنیم فرض می             و     

(21)  ⃗   ( )  (   
 ( )    

 ( )      
 ( ))   

   ، ، ...  ،   هـای توابـع    ها و انتقال بردار حاصل از اتساع

 ،          باشد، که در آن برای هر 

(20)    
 ( )   

 
   (     ) 

است. برای هر   (   )         تابعی تعری  شده بر بازه 

 و        دهیم  ، قرار می   عدد صحیم 

(22)  ⃗  
 ( )  ( ⃗   

 ( )  ⃗   
 ( )    ⃗   

 ( ))  

 کنیم  و تعری  می

(21)            ⃗   
   ⃗   

     ⃗   
    

متمم متعامد فضای    ، فضای    در این صورت، برای هر 

. اکنون برای           است؛ یعنی،      در فضای    

 با استقرای ریاضی، داریم:    عدد صحیم 

(20) 
            

                    

       
                      

 

 های بردار بنابراین، مجموعه تمام مسلفه

(25)   ( )  ( ⃗  ( )  ⃗  ( )  ⃗  
 ( )    ⃗    

 ( ))
 
  

های  یک پایه متعامد و یکه )ع وه بر پایه متشکل از تمام مسلفه

  وهع دهد. تشکیل می   بعدی -   ی ( برای فضا( )  بردار

، ... یک   ،   که خانواده متشکل از فضاهای  ، از آنجاییبر این

 ب(، )است، بنا به خاصیت         تقری، تجزیه چندگانه 

(22)        
                          

              

دهد. این پایه را  تشکیل می        امد و یکه برای یک پایه متع

بنـابراین،  نامنـد.   می        پایه موجک چندگانه لژاندر برای 

( ) برای هر   توان نوشت  می         

(21)  ( )  ∑  

 

   

    ( )  ∑ 

 

   

∑  

    

   

∑  

 

   

   
    

 ( )  

و همچنین برای         ،        که در آن برای هر 

 ،        هر 

(28) 
            ∫  

 

 

 ( )  ( )       

     
         

    ∫  
 

 

 ( )   
 ( )    

 صورترا  به    در فضای  ( ) همچنین، تصویر 

(29) 

(   )( )  ∑  

 

   

    ( )

 ∑ 

   

   

∑  

    

   

∑  

 

   

   
    

 ( )

     ( ) 

 ،         نویسیم، که در آن با قرار دادن  می

(11)   (           
       

     
  

     
          

          
 )  

 

   گشتاور اول   ،             که برای هر از آنجایی

 داریـم              هـر )یعنـی، بـرای    برابر صفر است

∫  
 

 
در این صورت بـرای تـابع مفـروض    ، (       ( )  

 ( )  د:توان تابت کر ، می        

(10)           
 

   
   

       
  ( )( )   
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 های عملیاتی ماتریس. 1

م حظه کردیم، برای هر عدد صحیم  2همانطور که در بخش  

یک پایه متعامد و  ( )  های بردار  مجموعه تمام مسلفه    

ز این به بعـد  دهد. ا تشکیل می   بعدی -   یکه برای فضای 

  نویسیم: قرار داده و می      برای سادگی در نمادگذاری، 

(12)   ( )  (    ( )     ( )       ( ))   

، مجموعـــه تمـــام  ( )       ( )     ( )     بنـــابراین 

متعامـد و یکـه بـرای    است و یک پایه  ( )  های بردار  مسلفه

دهد. با این نمادگذاری، برای هر  تشکیل می   بعدی - فضای 

 ( )  را به صورت    در فضای  ( ) ، تصویر         

(11) (   )( )  ∑ 

 

   

      ( )      ( ) 

یـه موجـک   حسـ، پا بر ( ) نویسـیم و آن را بسـط تـابع     می

نـامیم. در   می  ( )       ( )     ( )     چندگانه لژاندر 

اسـت و     ، ...،   ،   های  تایی با مسلفه یک بردار   اینجا، 

 ،         برای هر 

(10)               ∫  
 

 

 ( )    ( )     

های عملیاتی انتگـرال و   به تعری  ماتریس ،بخشاین ادامه در 

پردازیم. تزم  ضرب برای پایه موجک چندگانه لژاندر می حاصل

شده در این بخش تنها مختص  بیانهای  به ذکر است که روش

و برای هر پایه دیگری که  ندبه پایه موجک چندگانه لژاندر نیست

 .ندسته ل اجرانیز قاب باشند،در شرایط متعامد و یکه بودن صادق 

 ماتریس عملیاتی انتگرال. 1.0

∫   دهیم  ، قرار می         برای هر    
 

 
    ( 

 )   ′ .

 توان نوشت  بنابراین، می

(15) ∫  
 

 

  ( 
 )    (  ( )   ( )     ( ))   

حس، پایه موجک چندگانـه  ، بر         ، ( )  با بسط 

 نویسیم می  ( )       ( )     ( )     لژاندر 

(12) (    )( )  ∑  

 

    

         ( )  

 را برابـر بـا       ،             برای هـر   که در این رابطه

∫  
 

 
 .ایمقرار داده   ( )     ( )  

توان گفت  طور فشرده بیان کنیم، می بط بات را بهاگر بخواهیم روا

∫  
 

 
برحسـ، پایـه    ( )   صورت توان به  را می ′  (  )  

یـک مـاتریس     موجک چندگانه لژاندر بسـط داد کـه در آن   

را   است. ماتریس              ،    های  با مسلفه    

عملیاتی انتگرال برای پایـه موجـک چندگانـه لژانـدر      ماتریس

 نامیم. می  ( )       ( )     ( )     

 ضرب ماتریس عملیاتی حاصل. 1.2

اسـت.     ، ...،   ،   های  تایی با مسلفه بردار   فرض کنید 

 دهیم  می، قرار          برای هر 

(11)   ( )  ∑ 

 

   

      ( )    ( )  

 توان نوشت صورت، می در این

(18)   ( )  
 ( )  (  ( )   ( )     ( ))   

، برحس، پایـه             ، ( )    ( )    با بسط دادن 

 نویسیم  گانه لژاندر میموجک چند

(19)   (        )( )  ∑  

 

    

    
       ( )  

    ،           بـرای هـر    این رابطـه  که در
را برابـر بـا      

∫  
 

 
 .ایمرار دادهق    ( )     ( )    ( )    

 داریم:،           ابراین، برای هر بن 

(01) 
  (  )( )  ∑ 

 

   

  ∑  

 

    

    
       ( )

 ∑  

 

    

(∑ 

 

   

      
  )     ( )  

توان گفت  طور فشرده بیان کنیم، می اگر بخواهیم روابط بات را به

  ( )  بسط 
برحس، پایه موجـک چندگانـه لژانـدر      ( ) 

صــورت  تــوان بــه    را مــی  ( )       ( )     ( )     
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هـای   با مسلفه    یک ماتریس  ̂ نوشت که در آن  ( )  ̂ 

     ∑   
         

را  ̂ ، اسـت. مـاتریس               ،    

بـرای پایـه     ضرب متناظر بـا بـردار    ماتریس عملیاتی حاصل

 نامیم. می  ( )       ( )     ( )     

 روش عددی برای حل یک مساله معکوس. 0

له و روش حل آن بـا اسـتفاده از   در این بخش به بیان یک مسا

له عبارت اسـت از  پردازیم. مسا در میهای چندگانه لژان موجک

 ( ) و همچنین ضری، گرمایی  (   ) یافتن تابع توزیع گرما 

 دیفرانسیل سهموی زمان در معادلهطور هم طوری که هر دو به به

(00)   (   )   ( )   (   )    

            

 همراه با شرایط 

(02)  (   )   ( )            

(01)  (   )   ( )            

(00)  (   )   ( )            

(05)  (    )   ( )            

 گویند.بات را یک مساله معکوس سهموی صادق باشند. مساله 

های  معلوم و تابع ( ) و  ( ) ، ( ) ، ( ) های  در اینجا تابع

و   مقدار تابتی در بین    اند؛ همچنین  مجهول ( ) و (   ) 

 (   )زوج جواب یکتای که یک برای این است. توجه کنید  

ع وه بر شـرایط اولیـه و   وجود داشته باشد،  (00رابطه )برای 

نیـز احتیـاج داریـم.     (05)شرط اضـافی  (، به 00)-(02)مرزی 

ع ، موضو(05)-(00)له ررسی وجود و یکتایی جواب برای مساب

[ بوده است. از طرف دیگر، حل عددی مسـاله  21-22مراجع ]

بحث قرار گرفته است  توسط مولفین بسیاری مورد( 05)-(00)

[ یک روش شبه طیفی 20]مرجع عنوان نمونه، در [. به 20-28]

[ یک روش عددی مبتنی بـر روش تـاو   21]مرجع لژاندر و در 

 است. مورد بررسی قرار گرفته (05)-(00)برای حل مساله 

نه لژاندر را برای تقری، های چندگا کاربرد موجک  در این بخش،

دهیم. در واقع با استفاده از  توضیم می (05)-(00)  لهجواب مسا

ای و  چندگانه لژاندر به عنوان مجموعه توابـع پایـه    پایه موجک

های عملیاتی مربوط به  یسآزمون در روش تاو و با کمک ماتر

را به یک دستگاه متشـکل از معـادتت    (،05)-(00) لهمسا  آن،

کنیم. در این صورت، با حل دستگاه  جبری غیرخطی تبدیل می

 ( ) و  (   ) هـای   هایی برای تـابع  به دست آمده، به تقری،

 یابیم. دست می

 در بـازه   نسبت به متغیر  (00رابطه )گیری از طرفین  با انتگرال

 آوریم  دست میه (، ب02شرط )و با استفاده از       

(02)  (   )  ∫  
 

 

 (  )   (    )     ( )  

  و   را نسـبت بـه متغیرهـای     (   )   اکنون تابع مجهـول  

 دهیم  های چندگانه لژاندر بسط می حس، موجکبر

(01)    (   )   ∑ 

 

   

∑  

 

    

        ( )     ( )

   
 ( )   ( )  

،     هـای مجهـول    با مسلفـه     یک ماتریس   که در آن 

( 01رابطـه ) گیری از طـرفین   است. با انتگرال ،          

و بـا اسـتفاده از مـاتریس          در بـازه     نسبت بـه متغیـر   

 آوریم  دست میبه   عملیاتی انتگرال 

(08)   (   )    
 ( )     ( )    

 ( )   ( )  

، ...،   های مجهـول   با مسلفه     یک ماتریس   که در آن 

های صفر واقـع بـر روی    واقع بر روی سطر اول و با مسلفه   

تابع  (08ابطه )ردست آوردن است. در واقع برای به  بقیه سطرها

های چندگانه لژاندر بسط  حس، موجکرا بر (   )  مجهول 

 ایم داده و نوشته

(09)   (   )  ∑ 

 

   

      ( )    
 ( )   ( )  

در   نسبت به متغیر  (08)گیری از طرفین رابطه  دوباره با انتگرال

و ماتریس عملیاتی انتگرال  (01شرط )ه از و با استفاد      بازه

 آوریم  دست می، به  

(51)  (   )    
 ( )(  )    ( )

     
 ( )     ( )   ( )  

 ،( ) و بسط توابع   را نسبت به متغیر  ( ) اکنون بسط توابع 
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های چندگانه  حس، موجکبر   متغیر بهرا نسبت  ( ) و  ( ) 

 نویسیم  لژاندر می

(50)  ( )     ∑ 

 

   

      ( )    
 ( )   ( )  

(52)  ( )  ∑ 

 

   

      ( )    
 ( )   ( )  

(51)  ( )  ∑ 

 

   

      ( )    
 ( )   ( )  

(50)  ( )  ∑ 

 

   

      ( )    
 ( )   ( )  

   ، ،   های معلـوم   با مسلفه    یک ماتریس   در اینجا 

 ها ستونهای صفر واقع بر بقیه  اول و با مسلفه ستون رویواقع بر

 ،       ست؛ که در آن، برای هر ا

(55)               ∫  ( )    ( )
 

 

    

   ، ،  های معلـوم   با مسلفه    یک ماتریس   همچنین 

های صفر واقع بر روی بقیـه   روی سطر اول و یا مسلفهواقع بر 

        ،ست؛ که در آن، برای هر ا سطرها

(52)             ∫  
 

 

 ( )    ( )     

و  ( ) به ترتی، متناظر با توابع   همانند   و   های  ماتریس

 (51)در  (52رابطه )پس با جایگذاری سآیند.  دست میبه  ( ) 

 آوریم  دست میه ب

(51)  (   )    
 ( )((  )        )  ( )  

های چندگانه لژاندر  حس، موجکا برر ( ) اکنون تابع مجهول 

 دهیم  بسط می

(58)  ( )  ∑ 

 

   

      ( )      ( )  

    ، ،  های مجهـول   با مسلفه     یک بردار   که در آن 

( و ماتریس عملیاتی 58( و )01)های  رابطهاست. با استفاده از 

 مآوری دست میضرب، به  حاصل

(59)  ( )   (   )      
 ( )   ( )  

 ( ) 

   
 ( )  ̂  ( )  

  ضرب متناظر بـا بـردار    ماتریس عملیاتی حاصل ̂  که در آن

( و بـا  02( در )59( و )50(، )51)روابـط  است. با جایگذاری 

 آوریم دست میبه   استفاده از ماتریس عملیاتی انتگرال 

(21) 
  

 ( )((  )        )  ( )

   
 ( )  ̂   ( )

   
 ( )   ( )  

( از سمت راست در 21)رابطه بنابراین، با ضرب کردن طرفین 

هـای بـردار    و از سمت چپ در مسلفـه  ( )  های بردار  مسلفه

   به دستگاه زیر که از       گیری روی بازه  و انتگرال ( )  

 یابیم  معادله جبری غیرخطی تشکیل شده است، دست می

(20) (  )           ̂     

  و   مـاتریس    مسلفـه   ،  ماتریس  مسلفه   از آنجایی که 

و   ، ،              ،بـرای   ′   یعنـی،    بـردار    مسلفه

دست جبری به  معادله   ند، بنابراین ع وه بر مجهول  ، ،   

معادله جبری دیگر احتیاج داریم. اما    ( به 20)رابطه آمده در 

ایم. بـا جایگـذاری    ( هنوز استفاده نکرده05( و )00از شرایط )

دسـت  (، بـه  05( و )00)شرایط در ( 50( و )51(، )51)روابط 

   آوریم می

(22) 

  
 ( )((  )        )  ( )

   
 ( )   ( )  

  
 (  )((  )        )  ( )

   
 (  )   ( )  

 ( )  های بردار  ر مسلفههای بات د با ضرب کردن طرفین رابطه

 معادلـه    ،      روی بـازه    گیری نسبت به متغیر  و انتگرال

 آیند  دست میمورد نیاز به صورت زیر به 

(21)   
 ( )((  )        )    

 ( )   

(20)   
 (  )((  )        )    

 (  )   

معادله جبری بر       ( یک دستگاه از 20)-(20معادتت )

   ، ،   ،          ، برای    مجهول       حس، 

است. با حل ایـن دسـتگاه از معـادتت جبـری،        ، ،   و 

ابـط  روبا اسـتفاده از   ( ) و  (   ) های تقریبی برای  جواب

 آیند. دست می( به 58( و )51)
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تـوان بـا کمـک     ( را مـی 20)-(20دستگاه معادتت غیرخطی )

ی سرعت بخشیدن حل کرد. برا 0هایی همانند روش نیوتن روش

بـه طـور   ها،  های موجود مبتنی بر این روش به اجرای الگوریتم

ت غیرخطـی  متناظر با دستگاه معـادت  2ماتریس ژاکوبی معمول

هـا   ان ورودی در اختیار این الگوریتمعنو هیه و بهمورد نظر را ت

دهند. بر این اساس، ما ماتریس ژاکوبی متناظر با دستگاه  قرار می

(، 0( را تهیه کـردیم. در شـکل )  20)-(20معادتت غیرخطی )

ماتریس ژاکوبی متناظر با دستگاه معادتت  1ساختار تنک بودن

ایم.  نشان داده     و     ( را به ازای 20)-(20غیرخطی )

شود که در این حالت ماتریس ژاکوبی یک ماتریس  م حظه می

و دارای ساختار تنک است. تزم به ذکر است  028 028با بعد 

که ساختار تنک بودن ماتریس ژاکوبی در کاهش زمان محاسبات 

  در هر تکرار روش نیوتن، بسیار مفید است.

 
 بیژاکو ماتریس بودن تنک ساختار (:0) شکل

 الگوریتم روش پیشنماد شده. 5

را  0الگوریتم روش عددی پیشنهاد شده در بخش  ،در این بخش

 دهیم. شرح می

)توجه  را وارد کنید    و     مقادیر صحیم  مرحله اول:

                                                             
1 Newton method 
2 Jacobian matrix 
3 Sparsness matrix 

مربوط به پایه موجک چندگانـه لژانـدر        کنید که حالت

 ندگانه لژاندرمربوط به پایه موجک چ     خطی است، حالت

نـه  مربوط به پایه موجک چندگا    درجه دو است، حالت 

 .(لژاندر درجه سه است و الی آخر

را و پایـه متعامـد یکـه زیـر           قرار دهید  مرحله دوم:

  تعری  کنید. 2مطابق مطال، بخش 

(25)   ( )  (    ( )     ( )       ( ))
 
  

 ،( )  ،( ) توابع  های مساله(: یف ورودیمرحله سوم )تعر

-(00له معکوس سهموی )را همانگونه که در مسا ( ) و  ( ) 

   و   ،  ،  های اند، وارد کنید و ماتریس ( مشخص شده05)

( 50)-(50و مطابق با معادتت )    های  عنوان ماتریس را به

 تعری  کنید.

 ول مساله(:مرحله چمارم )تعریف مقادیر مجم

های  با مسلفه    عنوان یک ماتریس  را به   ال ( ماتریس 

 ، تعری  کنید؛          برای  ′   مجهول 

های  با مسلفه    را به عنوان یک ماتریس   ب( ماتریس 

های صفر  واقع بر روی سطر اول و مسلفه  ، ،   مجهول 

 ری  کنید؛واقع بر روی بقیه سطرها، تع

های مجهول  با مسلفه    را به عنوان یک بردار   ج( بردار 

 تعری  کنید.    ، ،  

ههای عملیهاتی انتگهرال و     )سهاخت مهاتریس   مرحله پهنجم 

 :ضرب( حاصل

را به عنوان یک    ماتریس عملیاتی انتگرال: ماتریس  ال (

 های با مسلفه    ماتریس 

(22)      ∫  
 

 

  ( )     ( )   

             

 تعری  کنید، که در آن 

(21)   ( )  ∫  
 

 

    ( 
 )                

را به عنـوان   ̂ ضرب: ماتریس  ب( ماتریس عملیاتی حاصل

 های  با مسلفه    یک ماتریس 
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(28)      ∑ 

 

   

      
              

 تعری  کنید، که در آن 

(29)     
   ∫  

 

 

    ( )    ( )     ( )   

                

( را به منظور به 20)-(20دستگاه معادتت جبری ) مرحله ششم:

ــول  ــادیر مجه ــه ازای       دســت آوردن مق           ،ب

)برای حل دستگاه معـادتت   حل کنید   ، ،   و    ، ،   

 .(شود سازی موجود استفاده می بهینههای  جبری از الگوریتم

برای  ( ) و   (   ) های تقریبی متناظر با  جواب مرحله هفتم:

( به دست 58)-(51( را با استفاده از معادتت )05)-(00له )مسا

 آورید.

 (0)مراحل مختل  روش پیشنهادی به طور خ صه در الگوریتم 

 نمایش داده شده است.

 پیشنمادی روش مختلف مراحل (:0) الگوریتم

 را وارد کنید.    و     مقادیر صحیم . 0

یک پایه متعامد و ، 2مطابق با مطال، بخش  و      قرار دهید . 2

 به صورت زیر تشکیل دهید:     یکه برای فضای 

  ( )  (    ( )     ( )       ( ))   

را همانگونه که در مساله معکوس  ( )  و ( ) ، ( ) ، ( ) توابع . 1

،  ،  های  اند، وارد کنید و ماتریس ( مشخص شده05)-(00سهموی )

( 50)-(50و مطابق با معادتت )    های  را به عنوان ماتریس  و   

 تعری  کنید.

 . مقادیر مجهول مساله را به شکل زیر وارد کنید.0

های مجهول  با مسلفه    عنوان یک ماتریس  را به   ال ( ماتریس 

 تعری  کنید؛            برای  ′   

های مجهول  با مسلفه     را به عنوان یک ماتریس   ب( ماتریس 

های صفر واقع بر روی بقیه  واقع بر روی سطر اول و مسلفه   ، ،  

  سطرها، تعری  کنید؛

های مجهول  با مسلفه    را به عنوان یک بردار   ج( بردار 

 تعری  کنید.    ، ،  

ماتریس عملیاتی و  1.0را مطابق با بخش   ماتریس عملیاتی انتگرال . 5

 تعری  کنید. 1.2را مطابق با مطال، بخش  ̂ ضرب  لحاص

دست آوردن مقادیر  به برای( را 20)-(20دستگاه معادتت جبری ). 2

 حل کنید.    ، ،  و    ، ،             ، برای      مجهول 

( 05)-(00له )مسابرای  ( ) و  (   ) های تقریبی متناظر با  جواب. 1

 .( به دست آورید58)-(51را با استفاده از معادتت )

 های عددیمثال. 6

روی دو مثال را  0روش پیشنهاد شده در بخش  در این بخش، 

کنیم. تزم بـه ذکـر    انجام داده و نتایج عددی آن را گزارش می

 شده استفاده 0افزار متل، ها از نرم سازی مثال است که برای مدل

های معادتت جبری غیرخطی  برای حل دستگاههمچنین است. 

 ایم. کار بردهرا ب fsolveبه دست آمده، دستور 

گیـریم کـه در آن    نظـر مـی   ( را در05)-(00له )مسا .6.0مثال 

 و        

 :[20ر این مثال عبارت است از ]له دجواب دقیق مسا

(10) 
 (   )      

   ( (  
 

 
))     

 ( )  
 

  
   

گیـریم کـه در آن    نظـر مـی   ( را در05)-(00له )مسا .6.2مثال 

 و         

(12) 

 ( )       ( )    
     

    
    

 ( )    
 (     )

    
    

 ( )   
 
  

 
 
 (     )

    
  

 [:20این مثال عبارت است از ]له برای اجواب دقیق مس

(11) 
 (   )     

  (     )

    
    

 ( )  
   

         
  

م انجا 2.2و  2.0های  را روی مثال 0در بخش روش پیشنهادی 

دست آمده های به  جواب ( )  و  (   )  دهیم. فرض کنید می

و  (   ) و همچنین  برای مساله با استفاده از روش پیشنهادی

های دقیق داده شده برای مساله باشند. مقدار خطای  جواب ( ) 

                                                             
1
 Matlab software 

(11) 
 ( )     ( (  

 

 
))     

 ( )   ( )       

 ( )      
   (     )  
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 کنیم. ( تعری  می10ده را در رابطه )دست آمهای به  جواب

(10) 
   (∑ 

  

   

∑ 

  

   

[  (
 

  
 

 

  
)   (

 

  
 

 

  
)]

 

)

 
 

    

     (∑ 

  

   

[  (
 

  
)   (

 

  
)]

 

)

   

  

( 0در جـدول )  0روش پیشنهاد شده در بخش  حاصل ازنتایج 

    جـدول، سـطر   اند. توجه کنید که در ایـن    گزارش شده

مربوط     سطر، به پایه موجک چندگانه لژاندر خطی مربوط

مربوط به     سطر  ایه موجک چندگانه لژاندر درجه دو،به پ

است. تزم به  پایه موجک چندگانه لژاندر درجه سه و الی آخر

، زمان CPU timeهای گزارش شده در ستون  ذکر است که داده

را  fsolveحل دستگاه معادتت جبری غیرخطی توسط دسـتور  

 حس،  تانیه است.دهد و بر نشان می

( به منظور مشاهده نرخ همگرایی روش 1( و )2) های در شکل

برای حل عددی دو مثال مورد نظر، نمـودار مقـادیر    یپیشنهاد

این  طور که درایم. همانرسم کرده  عنوان تابعی از  را به (  )  

مقادیر خطا به    و  شود با افزایش مقادیر  شکل مشاهده می دو

 یابد. میمایی کاهش صورت ن

 
 6.0 مثال برای   مقادیر ازای به    خطای لگاریتم (:2) شکل

 
 6.2 مثال برای   مقادیر ازای به    خطای لگاریتم (:1) شکل

 هامثال روی بر پیشنمادی روش سازیپیاده از حاصل عددی نتایج (:0) جدول

    
 2.2ثال م 2.0مثال 

      CPU time       CPU time 

2 0 10-e00/9 10-e92/1 91/2 10-e19/2 10-e05/2 81/09 

2 2 10-e02/2 12-e92/2 19/0 10-e01/9 10-e99/0 29/0 

1 0 10-e10/0 12-e15/0 09/0 12-e10/2 12-e00/1 81/1 

1 2 12-e81/0 12-e01/0 92/1 12-e01/1 12-e19/0 10/0 

0 0 12-e29/0 12-e01/0 82/1 11-e51/1 11-e21/5 81/1 

0 2 11-e21/5 11-e51/2 52/0 11-e91/0 12-e95/2 08/2 

5 0 10-e21/9 11-e51/0 82/1 11-e21/0 11-e21/0 91/1 

5 2 10-e15/5 15-e10/2 92/0 10-e55/1 10-e02/0 95/0 

2 0 15-e12/2 15-e15/5 91/1 10-e01/0 10-e22/1 20/1 

2 2 15-e10/0 15-e22/2 12/2 15-e50/9 10-e22/1 52/1 

1 0 15-e12/0 12-e22/5 12/0 10-e21/0 11-e51/0 10/0 

1 2 15-e10/0 12-e12/9 19/1 15-e21/2 10-e11/0 11/0 
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نتـایج حاصـل از روش   سرانجام برای انجام یک مقایسه مابین 

ها، نتـایج روش   وشا نتایج به دست آمده از سایر رب یپیشنهاد

[ و 20[، نتـایج روش شـبه طیفـی ]   28، 22تفاض ت متناهی ]

گـزارش   2.2را که برای مثـال   یهمچنین نتایج روش پیشنهاد

 ایم. آورده (2اند، در جدول ) شده

 برای دیگر مراجع در ها روش سایر با یپیشنماد روش مقایسه (:2) جدول

 6.2 مثال

 روش
   خطای میانگین

 (     )  ( )       

 تفاض ت متناهی
             

    

FTCS (1,3) 11-e2/1 11-e9/0 - - 

BTCS (3,1) 11-e1/2 11-e0/5 - - 

Crank-Nikolson 

(3,3) 
11-e2/1 11-e1/5 - - 

     شبه طیفی

         11-e9/0 11-e0/0 11-e80/0 11-e20/1 

         10-e1/1 10-e8/1 10-e05/1 10-e99/8 

         15-e5/1 15-e1/0 10-e12/0 10-e29/0 

     پیشنهادی

        10-e2/1 10-e05/2 12-e01/1 12-e19/0 

        12-e1/0 15-e02/1 10-e55/1 10-e02/0 

        18-e1/5 15-e01/2 15-e21/2 10-e11/0 

 گیرینتیجه. 7

 ـ   های اخیر، پایـه مو  در سال  ه منظـور جـک چندگانـه لژانـدر ب

سازی معادتت دیفرانسیل توسط محققین زیادی مـورد   گسسته

است. در این مقاله، با استفاده از توابع موجک   استفاده قرار گرفته

ای، تقریبـی   عنوان یک مجموعه از توابع پایـه   چندگانه لژاندر به

برای جواب یک معادله دیفرانسیل سهموی با ضری، مجهـول  

دست آوردیم. بـرای  ه به زمان در یک مساله معکوس، به ستواب

ساله را برحس، پایه موجک این منظور، ابتدا بسط تابع جواب م

با کمـک  لژاندر و با ضرای، مجهول در نظر گرفتیم و در ادامه 

سـازی   ضرب به گسسته های عملیاتی انتگرال و حاصل ماتریس

دست آمده ری به برای حل دستگاه معادتت جب له پرداختیم.مسا

روش ایـم.   سازی موجـود اسـتفاده کـرده    نههای بهی از الگوریتم

طور  دار و به های وزن توان در زمره روش باقیمانده حاضر را می

سازی  صل از پیادهخاص یک روش تاو دانست. نتایج عددی حا

روی دو مثال، نشان دادند که با افزایش مقادیر  روش پیشنهادی

یابد. برای انجام  ا به صورت نمایی کاهش میمقادیر خط   و   

یج گزارش شـده از  را با نتا یک مقایسه، نتایج روش پیشنهادی

 ارائه شده،  در مراجع دیگر برای یکی از دو مثال ها سایر روش

 گزارش کردیم.

 سپاسگزاری

انی پشـتیب ای برانشگاه کاشان ددانند از  مولفین بر خود تزم می

 ، تشکر و قدردانی کنند.جاریمقاله در  مولفین

کنند که هیچ تعارض منهافعی   تعارض منافع: نویسندگان اعلام می

 ندارند.
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