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 مقدمه .1
 Eیک  جموعهکه تکی و  و     Vرا که در آن  G=(V, E)زوج 

 اسک،   Vهکیی دوهوکعی    یم زیرجموعههای از  و زیرجموعهه

هکددی  ]11  9  7  5  4[ گراف سیده گعیند. پیییی ی  گکراف 

 بکه  تسکب، ککه    طکعری  ؛شکعد  اس، که به گراف تسب، داده ج 

هیی ی    عداد ییل  جثیل برای .کند هی  غییر تو  یکریخت  گراف

 رین جسکیر   هیی کع یه  عداد ییل. گراف ی  پیییی گراف اس،

گراف رأس بین این دو  ۀفیصل Gاز گراف  vو  uرأس بین دو

  1[پیییی وینرشعد.  تشین داده ج  dG(u,v)شعد و بی  تیجیده ج 
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هکیی جتاکیود در    شده بکی تویدهکی و تکیم    یییی وینر جعرف پ

تی   جعاد  شیو   داروسکیزی  هلعج  جیتند هلعم کیجپیع ر  جکی

جنکد   ههلاقک  جعرداستایده قرار گرفته اس، که خعاتندۀو رییض  

 جراجعه کنکد. ]16  15  14  11  8[هی به  عاتد برای دیدن آن ج 

دان اسک، ککه   ‌اولین شیو  [19] جسلم اس، هیرولد وینرآتچه 

گککراف را در رأس هککیی بککین هککر دو زوج   جموککعف فیصککله 

   1947 هکی در سکیل    ذوب آلککین  ۀتقط ن خوی رایهی  ب درخ،

قرار داده اس،. وینر خکعد  از تکیم هکدد جسکیری      جعرد عجه

توکیی  داد.   W را بکی  برای این پیییی گراف استایده کرد و آن

 البته  عریا  که وینر یعن  جموعف فعاصل بین رئکعس  اولکین  

 تظکر  بکه . دشپن  به تیم هیرو هعسیی ارائه ژا دان بیر  عسط شیو  

هیی رییض  جقدار وینکر اولکین بکیر در سکیل      رسد در تعشته ج 

دهکد   طعر ککه شکعاهد تشکین جک      اس،. آن جطیلعه شده   1976 

زجین طعلات  از کیری ککه هیرولکد    برای ی  جدد داتین رییض 

وینر در شیو  بی استایده از جموعف فعاصل بین رئکعس اتمکیم   

هکیی    و تکیم  [4] قویییی کتکیب   جبیحث و اطلاف بعدتد. ب   داد

ی هی داتین ط  دوره   که رییض وضعی، کل    چعن حیل، اتبعه

 اتکد و  قکرار داده  ایدهاسکت  گعتیگعن برای این پیییی گراف جعرد

اس،.  وضعح گعاه این جطلب به  برتد کیر ج  هنعز تیز برخ  به

و  W  تویی  هیی اخیر رییض     در جقیلاد و کتیباینوجعدبی

شکعد. هوچنکین    کیر گرفته ج  پیییی گراف به تیم وینر برای این

 داتین در جقیلاد فراوات  تیز پیییی رییض 
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  جیکیت  جشکوعر اسک،   ۀ یکی فیصکل   جیکیتیین ۀ فیصل که به تیمرا 

تزدی  بی  ۀدر رابط  طعر که واضح اس، اتد. هوین دهکربررس  

  برای پ  بردن به هدد هیی پیییی وینرگراف اس،. ییفتن رو 

  هم از تظکر  وکعری و هکم از تظکر ککیربردی       وینر ی  گراف

اغلکب دو    حیل داتین  یبه بعده اس،. رییض  جعرد عجههوعاره 

بررسک   جقکدار هکدد وینکر گکراف      بکیرۀ گروه از جسکیئل را در 

بی دییر پیییهیی گراف دارد ای  چه رابطه Wاول آتکه  اتد. دهکر

چیعته به سکیختیر یک  گکراف وابسکته     ‌W  هبیرد دییر یی به

اشکیره ککرد   هیی گعتیگعت    عان به رابطه ج بیره  شعد. دراین ج 

  جموعهکه غیلکب و هکدد    اسکتقلال   که جیبین هدد وینر بی هدد

ه و جقکیدیر  ژویک  جقکیدیر   ی فراگیرهی شویر  زیر درخ، غیلب

هکیی   ی  گکراف برخک  ویژگک     [22  21  21] ویزه لاپلاس 

هکی   وجکعد دارد. دوجکین تکعف از بررسک      ...و هکی   جتری  گراف

 جستقیمۀ هیی  برای جحیسب پیییی وینر ییفتن  کنی  خصعصدر

Wضکرب    [11] ضکلع    هیی شک   سیستم  [11]  هی درخ، در‌

  اشیره کرد. ...و [11]تیتعسیختیرهی   هی دکیر   گراف

 وینر  پایای .2

 زیم.پکردا  وینکر جک    پییکیی به جعرف  و بررسک     در این بخ 

زیکر   صکعرد  به G پیییی وینر  ی  گراف بیشد.  G فرض کنید 

 .شعد  عریف ج 
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اگر  اس،.‌Gدر    v و  uرأس فیصله بین  dG(u,v) ‎‎ که در آن 

 صعرد به  Gاز  V‎ۀ رأس فیصل
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 کعان    وینکر را جک   پییکیی فرجعل جربعط به  ییهآت  عریف شعد  

  :بیزتعیس  کرد صعرددین ب
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 کعان   هکیی جوکم را جک       از گکراف وینر برخ اکنعن پیییی

  W(Kn)=n(n-1)/2 جثککیل راید. بکککککرسککیدگ  جحیسککبه  بکه 

W(Kn)=n(n
2
-1)/2 W(K1,n-1)=(n-1)

2
 و ‌

 
 

2

3

( 1)
1   2

8
( )

0   2
8

n

n n
n mod

W C
n

n mod

 


 
 
  

 

 G(n,m) بیشکد  آن را بکی    یکیل  mو  رأس‌nگراف  بی G  اگر  

  دهیم. تویی  ج 

 بیشترین درجکه ‌‌G(n, m( فرض کنید در گراف .1 قضیۀ

W(G) = n صعرد  این بیشد. در  ∆n-1=(G) هی سرأ
2
-n-

m [2.]    

 ی  گراف بیشکد  گکراف   G(n, m)‎  فرض کنید .2 قضیۀ

G+v‌ رأس گراف  اس، که بی اضیفه کردنv‎   بکه G  و جتصکل 

 صکعرد   در ایکن آیکد    وجعد جک   به G رئعس ۀآن به هودن کر 

W(G) = n
2
- m [2.] 

 رأسک   ‎G(n, m)   vفرض کنید در گراف  .]2[3 3 قضیۀ

  در ایکن  هوبنکد بیشکد.   G-vککه   طکعری  به  بیشد  n-1از درجه 

 :صعرد

W(G-v)=(n-1)
2
-m 

 و G1=G(n1,m1)‌‎‎ فککککرض کنیککککد  .]2[ 4 قضیییییۀ

G2=G(n2,m2 )   صکعرد   در ایکن  ند.دو گراف هوبنکد بیشک 

  :بی اس،برابر  G1+G2شیخص وینر 

1 2 1 1 2 2 1 2 1 2( ) ( 1) ( 1)W G G n n n n n n m m       
 

هکدد   بیشکد  ‌n>1که   رأس nی  گراف بی  G فرض کنید

  :شعد صعرد زیر  عریف ج  به G (جییتیین ۀوینر جییتیین )اتداز
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 هکیی  فیصکله  ۀجییتیین حسکیب  هوک   μ(G) عان دید که  ج   

هلاوه  سیوی  و بهμ(G)>0‎ اس،. بنیبراین Gتیصار در گراف 

ی  گراف کیجل یی یک  گکراف     G برقرار اس، اگر و  نوی اگر 

جاوعم هدد وینر جییتیین در گراف  ابتکدا   دار کیجل بیشد. جو،

ککیر رفتکه    هنعان ابزاری در جوندس  بکه  به  عسط جیرچ استیدجن

 جیکیتیین وجکعد دارد.   هدد وینکر  بیرۀجقیلاد بسییری در اس،.

هکدد وینکر جیکیتیین را    [ 16ک13] دویل و گریعر در   جثیل رایب

بکعکل  در   دار بررس  کردتکد.  دار و جو، هیی وزن برای گراف

  هیی خط  بررس  کرد. هدد وینر جییتیین را برای گراف [5] 

  همبند-kهای  گرافوینر  پایای .3

 هوبند -k  گرافهیی پییین  برای  کران [18]گع ون و ژاتگ در 

G  شعد ارائه کردتد که در اداجه به آن اشیره ج:  

رأس  n  هوبنکد بکی   -k ی  گکراف   G‎ فرض کنید. 5 قضیۀ

  :صعرد  در این .کند  غییر ج  n-2از ی   ی  kبیشد که

 1
( ) ( 1) ( 1)

2
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بی ‌Kkا صیل ‌G هلاوه  سیوی برقرار اس، اگر و  نوی اگر به 

  بیشد.‌Kn-k-1و ‌K1اجتویف 

رأس ‌n  ییل هوبند بی -k ی  گراف  G فرض کنید .6ۀ قضی

 :صعرد  در این .کند  غییر ج ‌n-2از ی   ی  kبیشد کهبیشد 

 1
( ) ( 1) ( 1)

2
W G n n n k    

 
 

بی  Kkا صیل  Gهلاوه  سیوی برقرار اس، اگر و  نوی اگر  به 

  بیشد. Kn-k-1و  K1اجتویف 

-k وینر گراف پییییبیلای  برای  این بخ  کران ۀدر اداج

  دهیم. هوبند ارائه ج  

هکدد    بیشکد.  G  دلخکعاه از گکراف  رأس ی   v فرض کنید

 کنیم: شکل زیر  عریف ج  را به‌vوینر
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رأس یک    v هوبنکد و   -k ی  گکراف G‎ فرض کنید .7 لم 

 اگر صعرد  در این بیشد.  G دلخعاه از گراف

 { ( ) | ( , ) }iV x V G d x v i   
 

|Vi|‎‎  حداقلk ،اس .  

 و بیشکد  s برابر بکی   ‌d(v, y) فرض کنید بیشترین جقدار .اثبید
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 d(v, y)‎=‎s رخ دهد  یعن   v جیتند رأس این جیکزیوم برای 

رأس دو ‌w و u  اگکر  اس،. Vsو ... و  V0اجتویف ‌V(G)پس 

زیرا  ؛‎|i-j|<2 تییهآ vj در w و‌viدر  uبیشند که   G جمیور در

و از ‌u‎بکه  ‌v0‎ ر یب دو جسیر از  به pj‎و  piو  ‌‎i>j+1اگر جثلاً

v0‎  بهw  جسیر بیشند 

 jP
v w u 0 

 

اسکک، کککه ایککن  نککیق     wبککه  v0از  Pj  ککر از جسککیر کع ککیه 

جتعلک  بکه    x جسیری بین   P  بنیبراین اگر دارد.   d(u,v0) = I بی

Vi‎‌ وx’تعل  به ج‌Vj‎ بیشد که i<j   اشتراک آتییه V(P)‌ وVk‎‌

 خکیص هکر   طکعر  بکه پس  .برابر  و  اس، i<j<k‎  ازای هر  به

اشتراک دارد. لکاا   هی  ‎Viبی  ویم  Vs‌‎در  y و V0‎در  v جسیر بین

1 برای هر 1i s  بی حاف    Viاز‌ V(G)‌  گراف  حیصکل

یعنک    ؛وجعد تکدارد   yو v‎ی بین هیچ جسیر  آن شعد که در ج 

vi‎‎ ‌ 0<i<s‌  بکرای   رأس ی  برG   .،چکعن   اسکG‎‌، k - 

 .Vi|>k-1‎| هوبند اس،  پس

در  بیشکد. رأس  n  هوبند بکی  -k گراف   G‎فرض کنید .8 ۀقضی 

 :مداریG‎ از v‎رأس برای هر   صعرد  این
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اگر در تیجسکیوی فکع     هوچنین .t=[(n-1)/2]+1  که در آن

 .اس، k برابر بی v‎  ۀ سیوی رخ دهد  درج

از  x بککرای d(x,y)‎‎‎فککرض کنیککد بیشککترین جقککدار  . اثبییا  

V(G)‎  برابر بی sجیتنکد   رأس این جیکزیوم برای  بیشد و‌ y‎  رخ

 قرار دهید d(v, y)=s‎ دهد  یعن  

 { ( ) | ( , ) }iV x V G d x v i   
 

 یمه درتت . |ai=|Vi و 

 
0 1( ) sV G V V V   

 

جیکزیوم  ۀلوبنیبراین جس .ai=|Vi|>k-1    داریم 7 طب  لم

 کردن هبیرد

 
1 2( ) 2 sW v a a sa    

 

  بی دو شرط   

 
1 2 1sa a a n     

 

واضح اسک، ککه ایکن جکیکزیوم زجکیت  رخ       اس،.  ai>k-1و 

 بیشند.‌as=n-1-(s-1)k و  ‌a1=a2=…=as-1=kدهد که  ج 

 :بنیبراین

W(v) = a1+2a2+…+sas 

  ≤(1+2+…+s-1)k+s(n-1-k(s-1)) 

  =s(n-1)-s(s-1)k/2 
 :قرار دهید

 ( 1)
( ) ( 1)

2

s s k
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
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اسک، و   s‎حسکب  ی   یبع درجه دوم بر f(s)‎ صعرد   در این  

 رین اهداد صحیح  در اهداد صحیح  در تزدی f بیشترین جقدار

 دهککد کککه ایککن هککدد وقتکک      رخ جکک   2+1/2/(n-1) بککه

(n-1)/k برابر اس، بی  هدد صحیح تبیشد: 

 1 1 1 1
[ ] [ ] 1

2 2

n n

k k

 
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   k/(n-1)  عاتد  هدد صحیح بیشد  این هدد ج  k/(n-1) اگر و 

‌as=0‎   آتیکیه    s= (n-1)/k+1 اجی اگر بیشد.‌k+1‎‎/(n-1)یی

صکحیح  ‌k‎‎/(n-1) دارد. پکس اگکر  ‌d(v, y)=s  که  نکیق  بکی   

که قسو، اول  s=[(n-2)/2]+1  بنیبراین‌؛s=(n-1)/k بیشد  

تیجسیوی   سکیوی   این اگر در  تویی،در کند. حکم را ثیب، ج 

 .  ‌d(v)=a1=k رخ دهد 

رأس  n‎ هوبنکد بکی  - k ی  گکراف   G فرض کنید .9 ۀنتیج  

  بیشد

 ( 1)
( ) [ ( ( 1) )]

2 2

n t t
W G t n k


  

 

 

 دهد اگکر  لاوه  سیوی رخ ج ه ه. بt=[(n-2)/2]+1آن  که در

جنظم بیشد  -kحیل، کل  اگر  در جنظم بیشد. -G   k نوی اگر  و

 عکداد   و  s=[(n-2)/2]+1 آن  کرین جسکیر در   که طعل بزرگ

{x, y}  ی  کههی d(x, y) =‎[(n-2)/2]+1 ‎   برابکرas=n-1-

k(s-1)‎‎‎تیجسیوی جربعط به در آتییه  بیشد‌  w(G)‎سیوی رخ‌  

 دهد. ج 

  یککک  گکککراف دوهوبنکککد بیشکککد  G‎ اگکککر .11ۀ جییینتی

W(v)<[n
2
/4}‎ نوی اگکر  و  سیوی برقرار اس، اگر و  G  دور

 بیشد.
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  داریم ‌vازای هر  برقرار اس،. لاا به 8  ۀقوی  شرایط . اثبا 

W(v)<[n
2
  عان تعش، حیل ج  .{4/

2 2
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ف   شیخص وینر ییل  گکرا س،ی  گراف اG‎ فرض کنید

 :کنیم  عریف ج  زیر صعرد بهرا 
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 e’=u2v2‎ و e=u1v1‎ هککیی بککرای یککیل d(e,e’)‎   آن کککه در 

 :شعد زیر  عریف ج  صعرد به

1 2 1 2 1 2 1 2( , ) { ( , ), ( , ), ( , ), ( , )}d e e min d u u d u v d v u d v v   
 

شکیخص   بیشکد. ‌G یکیل  از ‌e ی  گراف و  Gدفرض کنی

 :کنیم صعرد زیر  عریف ج  را به e‎ وینر
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ییل   e وی  گراف دو ییل هوبند ‌G‎  فرض کنید .11لم 

 : عریف کنید بیشد.  Gدلخعاه  از 

 { ( ) | ( , ) }iE e E G d e e i     
 

   i<s-2>0 هرازای  صعرد به  در این .|ai=|Ei و قرار دهید 

 ai>1. 

‌Eiجموعهکه هوکع   هر  یدیمد 6  لم هویتند آتچه در  اثبا .  

یکیل   دوG‎ ککه خعاهکد بکعد و ازآتمی  ‌Gییل برش  بکرای   ی 

 .ai>1م: بیید داشته بیشی  هوبند اس،

  n ی  گراف دو یکیل هوبنکد بکی     G  فرض کنید. 11ۀ قضی

 :صعرد  در این ییل بیشد.  mو رأس 

We(G)≤m/2[(m-2)
2
/4] 

از ‌eبکرای ‎ d(e,e’)‌‎فکرض کنیکد بیشکترین جقکدار      اثبا .

E(G)‌ برابر بی‎s‌ .قرار دهید  بیشد  

 { ( ) | ( , ) }iV x V G d x v i    
 

  :داریم . |ai=|Ei و

 
0 1( ) sE G E E E    

 

 جیکزیوم کردن هبیرد ۀلوبنیبراین جس . ai>1داریم   11 طب  لم

 1 2( ) 2 sW e a a sa     
 

  بی دو شرط 

 
0 1 2 sa a a a m      

 

هکر   ۀدرجک   و ییل هوبنکد اسک،  د G‎چعن  اجی اس،.  ai>1 و  

خعاهد بعد  بنیبراین حداقل   دو جسیوی یی   ر بزرگ  آن دررأس 

  :پس شعد. ج   سه برابر  a0 جقدار

 
1 22 3sa a sa m      

 

جکیکزیوم    داشکتیم  8 ۀ قوکی   اکنعن جشیبه اسکتدلال  ککه در  

(m-2)] برابر بی W(e) جقدار
2
/4]‎  درتتیمهو:  

We(G)≤m/2[(m-2)
2
/4]‌

 سپاسگزاری

، داتشکییه کیشکین بکی شکویره     تار اول این جقیله  ح، حوییک 

 در این  حقی  جشیرک، داشته اس،.  4/682411 پژوهیتۀ
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