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 دهیچک
nQ عدی بُ  -nیک ابرمکعب  أس با یکدیگر مجاورند، هرگاه  های دودویی هستند و دو ر تایی -nآن  های أسگرافی است که ر  

 ،فراوان در علوم مختلف هایکاربرد دلیل بهها  های آن ها و نیز زیرگراف ه متفاوت باشند. ابرمکعبمؤلفدر یک طور دقیق  به

های فیبوناتچی  ها مانند مکعب های آن گرافاند. برخی از زیر خصوص در علم کامپیوتر، بسیار مورد توجه دانشمندان مختلف بوده به

در این مقاله، پس از بیان مختصری از کاربردهای این دو دسته از روند.  کار می های ارتباطی به های لوکاس در شبکه و مکعب

را باز در این رابطه ، برخی مسائل  پردازیم. سپس ها می آن بارۀو ترکیبیاتی خود و دیگران در متریک های  گزارش یافته ها، به  مکعب

که در محاسبات مربوط به این     Sage   افزار  ، نرم . در ادامهکنیم مطرح می،  ایم ها پرداخته و نتایجی یافته که خود به بررسی آن

 .خواهد شدطور خلاصه و گذرا معرفی  هب د،رو کار می ها در ابعاد بالا به بمکع

 .، مکعب لوکاس ی، مکعب فیبوناتچ ابرمکعب: یدیکل یها واژه
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 مفاهیم مقدماتی  .1
یاد   فوردیینظکاه    گا ا   ۀبه بیان  فاانمیم فمادفناز اظ ی   ا     ابتدا

است که در س اس  ا ن فمنله فن اور اظ گا ا      گاتنزپ داظ م.  فز

دار   ک گ ا  سنده )بدو  طوقه و  نل فک ر(  ممبناد و یی هتات  

و فجموعاه    GV)(  ا بان ر Gگا ا    مان   أساست. فجموعه ر

G دماایم. گاا ا   یشاان  فااز  GE)( ماان     را باان  اانل کااه را   

من ز  ظ  فجموعه ا ایب بهمن      و فجموعه  نل من أسفجموعه ر

G من   و فجموعه  نل من أساظ فجموعه ر   ظ  گ ا   ک مستند   

ا  اظ  کسا       دیبنلهرشتهینفیم. ممچنین  فن ور اظ  ک  فز  Gاظ 

ح و  و اعداد است. اعداد ا ن حا و  و اعاداد را طاول رشاته     

 ۀرشات بنشاند     را  اک    1و  0 عننص  رشته فما   اگ گو یم.  فز

n{0,1} م  عضو اظ به بین  د گ   ینفیم.  فز دودو ز رشاتۀ   اک    

n به طول  دودو ز مان    رشته 111و  101001ب ا  فثنل   ؛است  

 ممینا   ۀفنصا  مساتند.   سهو  شش من  طول به  ا ایب بهدودو ز 

 ز است که ا ان  من( هفؤلا)من بین دو رشته بن طول ب اب   اعداد فکن 

ممینا  باین    فنصا ۀ ا  فثنل  ب  ؛دو رشته بن  کد گ  اانوت دارید

 است.   دو  107847و  105647دو رشته 

 :ق ار دمید   ،1nب ا  م  

},1|{= 21 niBbbbb in  

B={0,1}   که در    گ افاز اسات کاه      nQ فکعب-n .  ک  

nbbb  دو رأس   در  اسات و       مان   أسفجموعه ر 21   

nbbb و  21   اااک  قطاااور دقیاا  بااه اگ وانتاااناگ   فجنوریااد 

},{1,2, ni     یاانب اب   اظا      بااه فوهااود بنشااد کااه 

ii bb  اک  مان ب ابا  بان        فنص ۀ ممین   عبنراز به .رخ دمد   

شاود. روشان    ییز گاته فز  بعد -n اب فکعب بنشد. به ا ن گ ا 

nاست که 

nQV 2|=)(|.  

G در گاا ا    فساای  ااک  G ماان   ا  اظ  اانل دیبنلااه    ؛اساات  

را به  کاد گ  وصا     من   فتمن ز  من  أسا  اظ ر دیبنله که طور  به

 دار   ان یی هتات  دار  در گ ا  هتات  ی تنزفسی  ممد.  ک نکن فز

G G فسی   است که اظ م  رأس     ک بنر بگاررد.   طور دقیق به  

را    ک فسی  ممی تنز است که دور بنشد. گ افز دور ممی تنز ک 

یانفیم.   فاز  گا ا  ممی تناز   ک   که  ک دور ممی تنز داشته بنشد

من فسای  ممی تناز و ییاز دور ممی تناز      شود که اب فکعب ثنبت فز

 دارید.

),(  نرا با  Gاظ گا ا    vو  uبین دو رأس  فنص ۀ vudG 

ا  ن فسی  فوهاود باین ا ان دو     دمیم و    را طول کوانه یشن  فز

کاه گا ا  بان اوهاه باه فاتن        یم. درصاوراز کنا  فز رأس اع  ف

),(   فشخص بنشد  ب ا  سندگز اظ یمند vud  کنایم.   اساتانده فاز

u  است که اگ  شده   یشن  داده  [2] و  [1] در v و   دو رأس فجازا     

jvudبنشاند    nQبعد  -n اب فکعب اظ   اگ وانتاناگ   ),(=

u v  و   j  در طور دقیق به   خا و  اظ   .مم فتانوت بنشند اظه فؤلا 

v رأس  ف کز G اظ گ ا  ممبند    veG)( را بن    دمایم و   یشن  فز  

v اا  ن فنصا ه باین رأس     صورت بزرگ به و ما  رأس د گا  اظ     

G گاا ا    G   )(Gdiamگاا ا   قطاا    کناایم. اع  ااف فااز  

گا ا  و   من  أسر فین  امنم را  ن فمدار خ و  اظ ف کز د بزرگ

خاواه اظ گا ا    باین ما  دو رأس دل   ۀا  ن فنصا   عبنراز  بزرگ به

ا  ن خ و  اظ ف کاز فوهاود در گا ا      کوچک  G شعنعاست. 

G گاا ا    ف کااز شااود.  داده فااز شاان ی  Grad)( اساات و باان    

)(GZ اظ  من ز أسفجموعه امنم ر G است که خ و  اظ ف کاز    

v من ب اب  بن شعنع است  و رأس     م گانه   یانفیم  فاز   ف کاز  را   

 خ و  اظ ف کز    ب اب  بن شعنع بنشد.

G گ ا  ممبند  u اان ز   نه م  سهم گ شود ینفیده فز  فینیز       

v w و        ک رأس فینیز  کتن داشته بنشاند. رأس   من  أساظ ر  

x فینیز رأسز فنیند     :که طور   به ؛است  

 ),,(=),(),( vudvxdxud   

),,(=),(),( wvdwxdxvd   

).,(=),(),( wudwxdxud   

مان  فیانیز    مان گا ا    شاود کاه اب فکعاب    راحتز ثنبت فز به

x مستند. ب ا  ا ن کنر  رأس فینیز  u  اان ز  ساه اظ  اک         v  و   

w مان   مان      هفؤلاا اظ  م  اک اکث  ات در   ۀبن استانده اظ قنعاد   

کند کاه اگا  حاداق      اکث  ت چنین عم  فز ۀ  د. قنعد دست فز به

و در   ix=0 ب اباا  باان صااا  بنشااند     iw و   iu    iv  دو ااان اظ

ix=1 صورت  ا ن یی  لاعنت بیشت  در ا ن ظفیناه  . ب ا  کسب اط 

 را ببینید.    [2]

G ف ض کنیم  H گ افز ممبند اسات. ظ  گا ا       G اظ    را   
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G اظ   پن ن-طول ظ  گ ا   ک   اگا  با ا  ما  دو رأس     یانفیم  فز  

)(, HVvu    ),(=),( vudvud HG.  فن اااور اظ  اااک  

G   اظ   ظ  گ ا  فحدب ما    دری  گا فتن   ظ  گ افز است که بان     

ا  ن فسی من  فمکن بین    دو   کوانه امنم    اظ    دلخواهدو رأس 

G   رأس در  پن ان  -ا  طول ک ظ  گ  در    ظ  گ ا  ییز بنشند.      

است به ا ن یکته فتم اوهه ینفیم.  فز  هزئزفکعب اظ اب فکعب را 

   [2]  اظ  ۲.2. )بخاش  مستند هزئزمن     فکعب من  فینیز گ ا که 

   را ببینید.(

اظ فجموعااه  D  ااک گاا ا  بنشااد  ظ  فجموعااۀ  Gاگاا  

   اگاا  ماا  رأس در  یاانفیم فااز ینلااب را فجموعااۀ G ماان  رأس

DGV \)( D    من  رأسحداق  بن  کز اظ        عادد  فجنور بنشاد.      

G)( کاه بان    ینلب  ۀاا  ن ایاداظ     کوچاک  شاود    داده فاز یشان     

G    فجموعه ینلب در       فتغی   اظ گ ا  بند  بسته-2است. عدد      

GVX)(   بسینر شبیه به عدد ینلاب اسات. فجموعاه      2ا ر-

u   اگ  ب ا  م  دو رأس فتمان ز    ینفیم بند  فز بسته v   و                Xاظ     

2>),( vud   . بند  بسته-2عدد     )(G -2 ۀا  ن ایداظ بزرگ      

G   مان    بناد   بسته ثنبات      [۲]اسات. ا ما  و و ممکانرایش در        

G اید که ب ا  م  گ ا   ک ده        )()( GG  . 

G   اظ گ ا    رأسز فستم  ۀفجموع  ک    ظا  ا   ظ  فجموعه    

G   که میو دو عضو اظ     نلز اظ  طور  به ؛   است من  أسر     

  گ ا    عدد استملال    طور خلاصه  ن به عدد استملال رأسزد. نیبنش

G رأسز فستم  در    است. ا ن  ۀا  ن فجموع بزرگ ۀایداظ   

G)( عدد را بن   نلز  ۀ   ک فجموع طور فشنبه دمیم. به زیشن  ف  

G   در گ ا    فستم   ؛من     است ا  اظ  نل   ظ  فجموعه     

عدد که میو دو  نل اظ    رأس فشت ک یداشته بنشند.  طور  به

G   گ ا    ملال  نلزاست ا  ن فجموعه  نلز فستم   بزرگ ۀ  ایداظ     

 دمیم.  یشن  فز   G)(اظ    است. ا ن عدد را بن 

  رو   شاود  یشان  داده فاز    کاه بان     و نک   ا ژوکو و  ۀرابط

 :[5 و 4] شود اع  ف فز صورت ظ   من  گ ا  به فجموعه  نل

xye من    نل = uvf و    = G اظ    مستند و   در رابطه   

fe یو سیم  فز    اگ وانتناگ  

 ).,(),(),(),( vydvxdvyduxd   

 ییساات. فتعااد نًاماانریز اساات  افاان لزوفاا ایعکنسااز و  

فتعاد    ۀا  ن رابط صورت کوچک بهرا که بستنرفتعد  ا ن رابطه 

 شنف  * شود  بن اع  ف فز   G دمایم. اگا    یشن  فاز     اک     

 ور بن طول ظو  بنشد  د مان  فمنبا  مام     نف  امنم ظو   نلش  

n  دارا   *. بننب ا ن  است در  درواقا  ارظ  است و  کلاس مم 

=*ت ا ن حنل  .   اظ ط   د گ   م   نل اظ  ک دور بن طاول

  ف د بن دو  نل فمنب     در رابطه *  اسات. در ا ان حنلات        

یشان  داد کاه     1894  در سنل     و نک    ارظ  دارد.  ک کلاس مم انتن

G  گ ا  ممبند G  اسات اگ وانتاناگ    هزئزفکعب    دوبخشاز    

=* بوده و [5] .اوا  اظ  فز هزئزن  م ننب ا ن  ب ا  فکعبب

 -    ممچناین   مان صاحبت کا د.    کالاس  -*هان    من به کلاس 

e ماان    اانل f و    G اظ گاا ا      مسااتند م گاانه      رابطااهدر   

fe = من فسی   فحدب رو  سه رأس اشاکی  دمناد.    و  ن     

uve اگاا   بااه بیاان  د گاا    vwf و  = =   اگاا  fe گاانه       

fe GEuw)( ن و   = v و    u فشات ک   ۀممسان   انتان     و   

w  .[6] بنشد  

H  وG  دو گا ا    ض ب دکنراز حنص  G کاه بان     □H    

    ماان  أسشااود  گ افااز اساات کااه فجموعااه ر یشاان  داده فااز

)()( ض ب دکانراز  ص حن HVGV     در    دو رأسباوده و 

),( hg و ),( hg   فجنوریااااااد  م گاااااانه gg = و  

)(HEhh   ن  )(GEgg  hhو    =  .است کاه   گاتنز

اظ اصاطلا     ضا ب دکانراز   حنصا  هن   بهبعضز اظ یو سندگن  

ضا ب دکانراز    حنصا  کنند. عما    ض ب ف ب  استانده فز حنص 

پر   اسات و باه    هن ز و ش کت ر ختز  هنبه من  در حد  ک گ ا 

1G  من  گ ا ض ب دکنراز  حنص ب ا  یشن  داد    ممین دلی 

    2G       kG iاظ یمند   

k

i G1= □ مکنیم. فا ض کنای   استانده فز  

),,,(= 21 kvvvv  رأساااااز اظ i

k

i G1= =G اسااااات.   □

G ظ  گ افز اظ  v من   هفؤلاکه در    امنم    iv هاز   باه    را ثنبات    

iG ا م  بن  یگه داشته مان    اا  ن گا ا    ر خات اسات. سانده     ک  

S  ممان مساتند. فا ض کنای     حنص  اظ ض ب دکنراز  اب فکعاب    

q ا  اظ  فجموعه d و  عنصا        اک عادد صاحیث فثبات اسات       

),( گ ا  ممین  qdH     مان   أسبان فجموعاه ر   گ افاز اسات 
dS من  به طول    رشته d S اظ عننصا      دو رأس بان    کاه در      

بنشد. باه بیان       ک   بن من ب اب    فنص ۀ ممین مم فجنورید م گنه 
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),( د گ   گ ا  ممین  qdH   ض ب دکنراز  حنص d گ ا    

qK کنف   dQ اب فکعاب    dH)(2, است. بن اوهه به اع  اف       

dQ   اب فکعب درواق است.  d ض ب دکنراز  حنص    2K  کپز     

 است.  

   شاود  یشان  داده فاز      G)( کاه بان      Gگا ا     عدد ریگز

 مان     ۀوسای   ااوا  باه   فاز  من ز است کاه  ا  ن اعداد ری  کوچک

G    من  أسر ریا     را چنن  ری  ک د که مایو دو رأس فجانور      

    ن ممان  عادد ریگاز  انلز      شنخص ریگز  کسن  یداشته بنشند. 

مان    مان  انل      ۀوسای   من ز است که بتوا  باه  د ری کمت  ن اعدا

G   گ ا   ریا    را چنن  ری  ک د که میو دو  نل فجانور  مام      

   شود. یشن  داده فز    G)(  ا ن عدد بنیبنشند. 

 های فیبوناتچی و لوکاس مکعب .2

باه    من  فیبویناچز و لوکنس در ا ن بخش  پس اظ اع  ف فکعب

ذک  است که ب خاز   شن ن پ داظ م.  من فز بین  خواص ا کیبیناز   

 ایاد    ور  شاده  هما    [7]من  فیبویناچز در  من  فکعب اظ و ژگز

  گ د ور  خواص بیشات   اظ  افن  یچه در ا ن فجموعه ایجنم شده

من  لوکنس و درواقا    من  فیبویناچز و ییز خواص فکعب فکعب

   نست.م ا  اظ     فمن سه ۀارائ

 های فیبوناتچی و لوکاس تعریف مکعب .1 .2

  .[9] دمن  فیبویناچز را اع  ف ک  فکعب  188۲ ر سنل مسو د

  بیشت   بود که  من( من ) ن شبکه نفتن گ ا    مد  او اظ ا ن کنر

ولز ف ابه   اشته بنشندمن د خواصز فشنبه بن خواص اب فکعب

ق ار  1n یبنشد. ب ا    دو من اوایز اظ     من  أسفجموعه ر

 :دمید

n nbbb 21{= 1}0,1=| 1  nibb ii 

n   دودو ز بن طول من شنف  امنم رشته n درواق  است که   

nn  فکعب فیبویناچز فتوالز یدارید. 1 دو میو  1)(  گ افاز  

 م گنه که در    دو رأس فجنورید nمن  أساست بن فجموعه ر

فنصا ۀ    عبانراز   ان باه  اانوت بنشاند   ه فتفؤلادر  ک  طور دقیق به

گ افااز اساات   n  بنشااد. درواقاا   ااکماان ب اباا  باان     ممیناا 

nQ دوبخشز که اظ    1 ز کاه حاداق  دو   مان   أسبن حر  امانم ر   

ااوا    را فاز  n کاه   دار ام   اد. اوهاه    دست فز فتوالز دارید  به

nQ طور طبیعز ب   به  .[8] یشنید  

کاه  علاوه ب  ا ن من  فیبویناچز لاظم است بداییم فکعب نرۀبدر

مان    ظ الگور تمبسینر  ا ن را دارید وم بسینر  اظ خواص اب فکعب

مان    اید  خود ییز و ژگاز  من ییز صندق    خصوصمن در اب فکعب

. با ا    [11 و 9]  دکنا  زمن را پ اممیت ف    ۀید که فطنلعخنصز دار

کنناد و ا ان    من رشد فاز  ا  اظ اب فکعب  راممن بسینر     ۀفثنل  ف اب

. به مماین  استمن  ااصنلز داخ ز  خنصیتز بسینر فتم ب ا  شبکه

مان   ا ن یوع شابکه  عنوا  فدلز ب ا  من  فیبویناچز به دلی   فکعب

 .[11 و 9] روید کنر فز به

 ا  و باا 0F  1=1F=0صااورت  بااهاعااداد فیبویااناچز 

2n 21=   nnn FFF    شاوید. اانب  فولاد     اع  ف فاز

 ۀدیبنل

0=}{ nnF  صورت ظ   است: به 

 
2

0 1
=

xx

x
xF n

n

n 



 

کاه در  را  n مان  دودو از باه طاول       رشته1n ب ا  م 

 من  فیبویناچز به طاول  رشته  ز وهود یداردفتوال 1من میو دو    

n nC ینفیده و بن   2nF کاه  ثنبت شده  [12] دمیم. در یشن  فز 

n مان  دودو از باه طاول     رشته فجموعه ۀایداظ  1اسات کاه دو    

|=|1n  2  ا  ما ب   عبنراز فتوالز یدارید. به nn FC . ب  بنان

21 اع  ف  = K    که در nK n گ ا  کنف   رأسز است و  

2  ن رأس اسات. ممچناین  با ا  ساتولت قا ار       سهفسی   بن  

10 یمدم فز = K.  مان   بکعا ف (۲) و (2) و (1) من  در شک 

n  .اید رسم شدهمن  کوچک nب ا   

 
برای n(: مکعب 1شکل )

 
1,2,3=n 



 ترویجی محاسبات نرم   نشریه علمی/  08

 
 4(: مکعب فیبوناتچی 2شکل )

 

 
 5بوناتچی (: مکعب فی3شکل )

 

 صااااورت بااااه اعااااداد لوکاااانسطااااور فشاااانبه   بااااه

2)(= 21   nLLL nnn     0=2 کاه درL  1L=1و 

nL  درواقا  شوید.  اع  ف فز
 

ا  اظ  خانیواده  ۀااوا  ایاداظ   فاز  را

,1},{من   ظ  فجموعه n    من مایو دو   در ی   گ فت که در

n و 1عدد صحیث فتاوالز و ییاز ظو      فوهاود یبنشاند   ممزفان   

 ۀانب  فولد دیبنل .[12]

0=}{ nnL  :ب اب  است بن 

2
0 1

2
=

xx

x
xL n

n

n 





 

n اظ مان      ایتتن زو  ابتدا ز من  هفؤلاکه را  من ز أسر ممه 

فکعاب  کنیم. باه ظ  گا ا  حنصا       حر  فز  مستند 1ممزفن  

n بن بعدلوکنس  n یم و    را بن گو فز  دمیم. به بیان    یشن  فز 

مان  دودو از باه        رشاته  من  أسگ افز است که ر nد گ   

مان    هفؤلاا یدارید و ییز  فتوالز 1که دو  طور  به ؛مستند n طول

دو رأس ممچنین  ییستند.  1طور ممزفن   بهمن  ابتدا ز و ایتتن ز   

ب ابا     کبن  طور دقیق بهمن     فنص ۀ ممین بن مم فجنورید م گنه 

دماد    یشن  فاز  (4طور که شک  ) و ممن  بن اوهه به اع  ف .بنشد

11 = K  32 = P 1,33 و = K .فکعاااب  مااان  أسر

nĈ یانفیم. اگا    فاز  من  لوکانس  رشته لوکنس را  مماه فجموعاه   

nnدار ام   [12]اظ بنشاد    nل من  لوکنس به طو رشته LC |=ˆ| .

من کاه  1است که بیشت  ن اعداد  نبت شده ممچنین در ا ن ف ه  ث

n در  ک رشته لوکنس به طول   گی یاد  ب ابا  بان    ق ار فاز  








2

n

n فکعاب لوکانس   من  أسر .است  مان   أسااوا  اظ ر  را فاز  

3n و 1n مااان  فیبویاااناچز  فکعاااب صاااورت باااه 

)0(10)(0=)( 31   nnn VVV
 

هنلب دست  ورد.  به

مان  لوکانس ییاز کنرب دمان  وسایعز در       فکعاب اوهه است که 

من در  ب ا  فثنل  ا ن فکعب ؛[17ا12و  8] داریدمن  فخت ف  ظفینه

.[12] یدبسینر پ  کنرب د  من  چندپ داظیده سیستم
 

1n باا ا  nkو   0فن ااور اظ   kn, فجموعااه  

n اظ من ز أسر  kn,مستند. بنانب ا ن    1 ان k  است که شنف 

n ز اظمن  أسفجموعه ر k ۀاسات کاه در فنصا      قا ار   n0اظ  

kn, .دارید شود. در حنلات خانص    طور فشنبه اع  ف فز ییز به 

}{0== ,0,0

n

nn  . ممچنین 

1}.,0,,010{10== 121

,1,1

 nnn

nn  

k بان kn,  که ما  رأس اظ شود  یتیجه فزاع  ف  اظ  رأس اظ 

1,  kn  فجنور است. ممچنین






 


k

kn
V kn

1
|=)(| ,. 

  
 n=2,3برای  n(: مکعب 4شکل )

 

nbbbb رشتۀ دودو زب ا   21=    را  فکما  دودو از   

b بن ز    ه  فکم  دودو ا فؤلاهن  م   دمیم که در    به یشن  فز 

و فکما  دودو از    1  0دمیم. فن ور اظ فکم  دودو ز  را ق ار فز

=11 است. ممچناین   0  1 bbbb nn

R  
b فعکاوس  اسات.   

b اگ  c و   cbبان طاول  کسان  بنشاند       رشتۀ دودو زدو  
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فحنسابه   عادد دو  ۀا  و در پیمنیا  هفؤلاا طور  ست که بهمن هم    

niشود. ب ا   فز 1فن ور اظ   ie  باه طاول   رشتۀ دودو ز 

n قا ار دارد.   0مان   فکان   ۀو در بمیا  1ام    i  است که در فکن 

 ت:اوا  یوش پس فز

},,,{== 21,1,1 nnn eee 
 

مان    لوکنس و ممچناین فکعاب  اعداد بین اعداد فیبویناچز و 

لوکانس روابا  فتماز ب ق اریاد کاه در      مان    فکعبفیبویناچز و 

 .پ داظ م من فز من  بعد  به بین     بخش

 اساسی جزیۀت .2 .2

مان  فیبویاناچز و لوکانس را     اسنسز فکعب ۀاجز   در ا ن بخش

 م.کنی ید  ارائه فزبسینر فاید من فکعبکه در  نفتن خواص ا ن 

n   گ ا 1n  ب ا  م 1n من  اوا  به گ ا  را فز   و 

2n 2n طور  اجز ه ک د که م  رأس اظ   طاور دقیاق باه    باه  

1n  ک رأس اظ فتص  بنشد. ا ان سانختنر بنظگشاتز را کاه در      

 است  اجز ه اسنسز فکعب فیبویاناچز  شده   یشن  داده (5) شک 

n ه در )کا  n   فجموعاه 1n    با ا  ما  درواقا  ینفیم.  فز 

 ۀااااوا  باااه دو فجموعااا فع فاااز شاااد( را فاااز 1 .2 بخاااش

n nbbb 21{= n 1}=| 1b
 

n و nbbb 21{=

n 0}=| 1b
 

=0 حانل اگا  اع  اف کنایم     .اف اظ ک د  و 

0= }{   1n ا  خنلز است  با ا  ما    رشته که در     

 د:صورت بنظگشتز ظ   اع  ف ک  ا بهر  nو  n اوا فز

n  |{1= n-1} 

 و

n  |{0= n-1 n-1} 

 درواقا    nشاوید    شا وع فاز   10بان   n مان   چو  رشته

n ظ  گ افز اظ 2n را که بن   کناد.  ر خت اسات  المان فاز     ک 

1n ییز  nطور فشنبه  به n اظ   کند. را المن فز 

 
 n(: ساختار بازگشتی 5شکل )

 

ظ رأس ا  اک  بان طور دقیاق   به  n اظ 1ممچنین  م  رأس 

n رأس  0 ا ایب   فجنور است. به ا نn  من  به ظ  گ ا 

1n 2n و  nF و  شاود.    نل بین ا ن دو ظ  گ ا  اجز ه فاز  

21 صاورت  ا ن اجز ه را به
ˆ=   nnn 

دمایم.   فاز یشان   

 بننب ا ن   

(1 )              nnnn FEEE   |)(||)(|=|)(| 21 

|)(=|2n ،0  که در    0E
 

و
 

1|=)(| 1E. 

n ۀکاه اجز ا   دار ماوهه  1n باه   2n و    کتان ییسات   

234 ب ا  فثنل  ؛[19]
ˆ= 

 
را در ی ا  بگی  اد کاه در      

3 2 و 0مان      ۀفؤلا یخستیناید که  حنص  شده من ز أساظ ر 

2 مستند. افان  1 ن  3 و  ه فؤلاا کاه   مان ز  أسااوا  بان ر   را فاز  

ن  د گا    دسات  ورد. باه بیا    مساتند  ییاز باه    1 ن  0من     یتتن زا

n من  أساوا  م  رشته اظ ر فز  .هن ک د را بن فعکوس    هنبه 

 ؛  اد  دسات فاز   یتن ج بسینر  باه  n اسنسز گ ا  ۀاظ اجز 

|)(=|1 کاه با ا  فثانل  اظ ا ن   0V |)(=|2و   1V ۀ  اجز ا 

|)(=|2 دمد کاه  اسنسز یتیجه فز  nn FV.      بان اوهاه باه ا ان

مان طبیعاز    رابطه  استانده اظ ینم فکعب فیبویناچز ب ا  ا ن گا ا  

 .کند ه وه فز

من  لوکنس ییز بن اد بگاو یم کاه  اک فکعاب       فکعب بنرۀدر

n لوکنس بن بعد طاور بنظگشاتز باه دو ظ  گا ا       باه ااوا    را فز 

1n مان  فیبویاناچز باه بعاد     ر خت بن فکعاب  فتمن ز و  ک  و 

3n 3 عبنراز  چو  فجموعاه  اجز ه ک د. به
ˆ

nC ااوا    را فاز  

0100صااااااورت  بااااااه 2 nn CC  
 یوشاااااات  پااااااس

31
ˆ=   nnn.

 
nC کنیم که ند ور  فز ) فجموعاه امانم    

n من  فیبویناچز به طول رشته nĈ و  مان    فجموعه امانم رشاته   

n لوکنس به طول   .(است 

3n که م  رأس اظ دار ماوهه   انل باه   بن  اک  طور دقیق  به 

1n  ک رأس اظ ا ن  نل درواق   نلز اسات کاه    ؛شود وص  فز 

010v  000را بهv 3 کند. بننب ا ن ب ا  م  وص  فزn  

(2)          .|)(||)(|=|)(| 131   nnnn FEEE 

|)(=|0 ااوا  د اد کاه    طور فستمیم فز به  ممچنین 1E و  

2|=)(| 2E. ( دار م:2( و )1) من  ابطهحنل اظ ر 
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 |)(|<|)(|<|)(| 1 nnn EEE   

 برخی نتایج محاسباتی .3

ارائاه   مان  ا ان فکعاب   دربانرۀ فحنسبناز  ۀچند یتیج  در ا ن بخش

مان شا وع    مان      مان و ف با       نلمن أسدمیم. ابتدا اظ اعداد ر فز

G در گ ا  .کنیم فز  GS)( و GE)(  GV)( اظ یمندمان   

ماان و   اانل فجموعااه  ماان أسر ا ایااب باا ا  یماان ش فجموعااه بااه

A اگ   کنیم. ممچنین دورمن( استانده فز-4من ) ف ب  فجموعه  ک  

||د  فجموعه بنش A دار م [12 و 9]    است. اظ ۀایداظ: 

|)(|=0n  2م  الف. ب ا    nn FV. 

|)(|=))0n )/51)2ب. ب ا  م   1 nnn FnnFE  
. 

1n  nn . ب ا  م   LV =|)(| 
 

و
 

1=|)(| 0V. 

|)(|=0n  1د. ب ا  م    nn nFE. 

مان   و  نل من أسکه رواب  د گ   ییز ب ا  اعداد ر دار ماوهه 

است که  ثنبت شده  [15] و [8] اید. در در ف اه  فخت ف ارائه شده

=1n  11 با ا  ما   
|=)(|  ini

n

in FFE.  ممچناین  در 

  2n اسااااات کاااااه بااااا ا  مااااا     فاااااده  [15]

ini

n

in LFE 



 1

1

1=
ظ   با ا    ۀدر ممن  ف ه   رابط. |)(=|

n من  اعداد ف ب    1n است: ب ا  م  ارائه شده  

(۲)         nnn F
nn

F
n

S )
25

1

50

3

10
(

25

3
|=)(|

2

1   

 و سز ک د: ب ا  م صورت ظ   بنظی اوا  به را فز (۲)ۀ رابط

3n |)(||=)(| 1

2

1=

ini

n

i

n EFS 



  

من  فکعب لوکنس دار م: ب ا   طور فشنبه  ب ا  اعداد ف ب  به

|)(=||)(  5n  م 3

4

0=

ini

n

i

n ELS 



  

مان    مان و ف با       انل مان  أسممچنین  رواب  ظ   بین اعداد ر

 :[15] اریدمن  فیبویناچز و لوکنس ب ق  فکعب
 

|,)(||)(||)(|=|)(| 221   nnnn VEEE 
 

|,)(||)(||)(|=|)(| 221   nnnn ESSS 
 

|,)(||)(||)(|=|)(| 331   nnnn VEEE 
 

.|)(||)(||)(|=|)(| 331   nnnn ESSS 

لوکانس روابطاز هنلاب    مان  فیبویاناچز و    بین اعداد و رشته

 :کنیم ید. یخستین رابطه را به شک  ظ   فط   فزب ق ار

1)(== 2211   nFFFFL nnnnn  

 دار م: [12]اظ 
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کانفز اسات دو بانر اظ     (5)ۀ که ب ا  اثبانت رابطا   دار ماوهه 

 :استانده کنیم (4) ۀرابط

                                11=   nnn FFL 
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 ما   اسات کاه با ا     ثنبات شاده    [18] کنیم کاه در  اضنفه فز

0n  

























ik

in

ikn

i
F

k

i

n

k

n

2

1

1
=

0=0=

2 

   باا ا  ماا  4n ا نکااهباان فاا ض   [8] ممچنااین در

33  ni 1211: دار م =   niniini FFFFF 

 :است ثنبت شده   2n ب ا  م  [8] در ممن  ف ه 

ini

n

i

n LF
n

F 



  1

1

1=

1

1
= 

1n ب ا  م  فده است که  [15] در   5n و 

5

1)2(5

=
1
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1=
1
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  2n ممچنین ب ا  م 
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 ماااان  حاااانل شاااانخص
2

|)(|
=)(






n
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n

F

E
i  و 

n

n
n

L

E
i

|)(|
=)(


 دار م [21] ا در ی   بگی  د. اظر: 

 

)(>)(>)(الف.  1 nnn iii   

ب.  =)( nn ilim 

مان   ه در   را کا  n باه طاول   فیبویناچزمن   فجموعه رشته

nE بان  عادد  ظو  اسات    1 اعداد مان    فجموعاه رشاته   و 

n فیبویناچز به طول من عدد  ف د اسات    در    1که اعداد را  

nO بن مان را   ا ان فجموعاه   ۀدمایم. ممچناین  ایاداظ    یشن  فاز  

no و neا ایب بن به nÔ و nÊطاور فشانبه     دمیم. به فز شن ی 

n من  لوکنس به طاول  رشته  فجموعهب ا  یشن  داد    کانر  باه  

nê .تظو  و فا د اسا   ا ایب من به در    1که اعداد روید  فز  و 

nô [19]اظ  .من مستند ییز ایداظه ا ن فجموعه  

(6   )                                     ,
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2n ب ا  م  [12] ممچنین  اظ  :دار م 

 (9  )                               ,
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(8   )                   .
1212
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neداییم کاه  فز [19]  و [12] اظ
 

بنظگشاتز   ۀدر رابطا  no و

 :کنند ظ   ییز صدق فز

,= 12 nnn oee  

,= 12 nnn eoo  
 0e=1  در    که

 
1=1e  0=0o

 
و
 

1=1o.  ممچنین  

,=ˆ
31   nnn eoo 

,=ˆ
31   nnn oee 

ˆ=1  که در   
0e 

 
0=ˆ

0o.
 

روشن است که
 nnn Loe =ˆˆ .

 
 

nô و nê و ییاز  ne  no خوامیم فماند    زف
 

را بان  کاد گ    

nnn   بگی  اد فن اور فمن ساه کنایم. با ا  ا ان      oeh =  و 

nnn oeh ˆˆ=ˆ .
 

 و 12] مان را اظ  چند فمدار یخست اظ ا ن دیبنله 

 .ا م  ور  ک ده هم  (1) در هدول [19

 ها مقادیر نخست از دنباله(: 1جدول )

12112112111ˆ

623924148543200ˆ

6137231510631111ˆ

01101101101

7245281710643210

7244271711742111

123764729181174310

553421138532110

109876543210





n

n

n

n

n

n

n

n

h

o

e

h

o

e

L

F

n

 

nnnه کااا اسااات ثنبااات شاااده  [19] در hhh  12 =  

nn hh  =3  nn hh =6  سپس یتیجه شده است:و   

nnnn hhhh ˆ==ˆ
23  

 و 

.ˆˆ==ˆ
2131   nnnnn hhhhh

 
 ممچنین 
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  فشنبهطور  به

}ˆ{ ۀ دیبنل [12] .1 .3 قضیۀ nhرا دارد:ظ    خواص 

1n  nn با ا  الاف.   hh ˆ=ˆ
6       و فماند   اکا ار 

1,1,22,1,1,  مستند. 

nĥ انب  فولدب.   : ب اب  است بن 
21

1
=)(ˆ

xx
xH


 

 

 :اید رواب  ظ   ییز  فده [19] و [12] کنیم که در اضنفه فز
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 و( 9)  (7)  (6) من  بن استانده اظ روابا   ف ه سپس در ممن  

من  هد د ظ   ب ا  اعداد فیبویاناچز و لوکانس ارائاه     ف فول( 8)

 :اید شده
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=22 است کاه  ثنبت شده  [21] ممچنین  در  nnn Fehو 

2nF ب ا  رواب  ظ   [12]سپس در   :یدا شدهارائه  
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naaaۀکنایم کاه رشات    در ادافه   اند ور  فاز   21    فتمانر

ni م گنه ب ا  م  شود ینفیده فز ,1,=   ini aa =.
 

اعداد 

n مان  فتمانر  در   رشاته  2n با ا  ما      ب ابا  اسات بان    

nn
F

1)(/2 
n من  فتمانر  اظ  اعداد رشته .[19]  [12] درییاز   

nn ا ن فمدار بن ؛است فحنسبه شده 
F

1)(1/2 
 ب اب  است. 

مان  فیبویاناچز و    فکعاب  اظبه ب رسز خنصایتز د گا     حنل

سنختنر  فتم  پ داظ م. در حنلت ک ز   ک خصوصیت لوکنس فز

اسات.   شاده   فوهود اظ  اک درهاه داده    من  أسمن  اعداد ر گ ا 

1n ب ا  nk و  0  م  فا ض کنای kna فعا   اعاداد    ,

k درهه من  أسر n اظ  طاور   شوید. باه  ش وع فز 1است که بن  

knb مفشنبه  ف ض کنی , k درهاه  من  أساعداد ر  n اظ  اسات   

x شاوید. رأس  ش وع فاز  0که بن  k هاه اظ در  را چنان  اختیانر    

صاورت  ا ان رأس در     ا ان  شا وع شاود. در   1کاه بان    مکنای  فز

n اظ 2n ظ  گاا ا 1k اظ درهااه   بناانب ا ن ؛اساات 

12,12,, =   knknkn baa .طور فشنبه  اگ  به y رأسز بنشاد   

دو حنلات فمکان     n y عبانراز  شا وع شاده و باه    0که بن 

درواقا    yداشته بنشاد    n اگ  ا ن رأس  ک ممسن ه در :است

 کاه  صاوراز است. در n-1 ش وع شده و رأسز اظ فجموعه 00بن 

y است. باه   n-1 ته بنشد  رأسز اظیداش n ا  در میو ممسن ه 

knknknا ایب    ا ن abb 1,11,, =  .
 

درهانت   ۀبنانب ا ن دیبنلا  

در رواب  بنظگشتز ظ ا    n وn  من  المن ز اوس  در ظ  گ ا 

 :کنند صدق فز

1),2,(= 12,12,,   knbaa knknkn 

1),1,(= 1,11,,   knabb knknkn 

0),0,(0== ,00,  knaa nk 

2),(0=1,= 1,1,1 kaa k 

1).1,(0==1,= ,00,0,0  knbbb nk 
 

nn ممچناین  اواباا  فولاد  

knkn
yxayxa ,0,

=),(  
 و 

nn

knkn
yxbyxb ,0,

=),(  
 کنناد  در رواب  ظ   صادق فاز   

[18]: 

),,(),(=),( 22 yxybxyxyaxxyyxa  
 

    ),(),(=1),( yxxayxxybyxb  

 بننب ا ن  

,
))(1(1

)(1
=),(

32 yxyxxy

xyxxy
yxa




 

  yxyxxy
yxb

32 ))(1(1

1
=),(


 

k ۀمان  درها   اعاداد رأس   ظ ا   ۀدر قضای  مان     در فکعاب  

 ت.فیبویناچز فحنسبه شده اس
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0 مف ض کنی [18] .2 .3 ۀقضی kn. صاورت    ا ان  در 

k ۀدره من  أساعداد ر  :ب اب  است بن n اظ 
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i

ik

ink

i

 

اوا   خز اظ عواف  صا  است  فزدر ا ن قضیه  چو  فمدار ب 

 فجموع را در بانظه  )/2( kn و ),( knkmin  یوشات.   

,Zkm کااه باا ا شااود  ااند ور  اساات لاظم    k>0و  

1=
0 







m
=0 و 









k

m
ماان   طااور فشاانبه  باا ا  فکعااب بااه. 

 :وکنس دار مل

0 مفا ض کنای   [18] .3 .3 قضییۀ  kn  در. 2n و 

n اظ k درهه من  أسصورت  اعداد ر  ا ن  :ب اب  است بن 

]
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2
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,0 حنل اگ  ب ا  م  knۀدرها  ن ما  أس  اعداد ر k  اظ 

n knf را بن  ,  :یشن  دمیم  دار م 
 

nmب ا   [18] .4 .3قضیه  0  
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 :صورت ظ   بنظیو سز شده است قضیه بنلا به

0m مفا ض کنای   [18] .5 .3 قضیۀ 22 و   mn .در 

mn بن درهه من  أسصورت  اعداد ر  ا ن n اظ  ب اب  اسات   

 :بن



























5.=10;162

4,=21;/23/2

3,=8;3

2,=1;

1,=2;

0,=1;

=

2

2

,

mnn

mnn

mn

mn

m

m

f mnn 

mnnfطاور ک از     به ,   ا  ب حساب   اک چندهم اه n و اظ  

 درهه /2m  اا  ن ضا  ب      است. بازرگ  
/2)!(

1

m
اسات   

 و بنشدظو   m م گنه
!/2

1/2





m

m
 .بنشدف د  m است م گنه 

 

21)( وظ  رأس nn Vbbb  i صاورت  را باه  

n

i
b 1=

 

wnk ده اسات کاه اگا     فا  [18] کنایم. در  اع  ف فاز  ,, اعاداد   

nwk که طور  به ؛صحیحز بنشند ,   مان   اعاداد رأس   یگانه

n ۀاظ دره k w و وظ    :ب اب  است بن 
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kn است که اگ  فده  [18]ممچنین  در ممن     0w 

n مان     اعاداد رأس 2n و k ۀاظ درها   w و وظ   ب ابا    

 :است بن
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n من  طور فشنبه  اعداد رأس به k ۀاظ دره  w و وظ   را  

wknl  بن   1n ا نکاه صورت  بن ف ض   دمیم. در ا ن یشن  فز ,,

nw بن وظ  من  أساعدادر n اظ   :ب اب  است بن 
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=0}1010|0{1 بن اع  ف 3

,2   naana

n  در 

n2, که دار ماست. )اوهه  ظ   اثبنت شده  ۀ  قضیn  درواقا   

2n, ا  اظ ظ  فجموعه را    اگا  عننصا    کاه   طاور   باه  ؛اسات  

ظاانم   101 ودو از رشااتۀ دظ  ا  قاا ار دمایم    صااورت دا ا ه  باه 

 (شود. فز

 صورت  ب ا  فکعاب لوکانس    ا ن در .17n مف ض کنی

n  ش ا   ظ   ب ق ارید: 

n انتن رأس اظ درهه فنکسیمم n0رأس الف.   ت.اس 

1n, من  أسرب.  2n هاظ دره   .مستند 

2n, مان   أس  انتن ر1بن حداق  دو  من  أسدر فین  ر .  اظ  

3n ۀدره  حاداکث   ۀد گ  ممگز اظ درها  من  أسمستند و ر 

4n د.مستن 

 یافته یافته و توسعه های فیبوناتچی تعمیم مکعب 4

f منیف ض ک فکعاب   ؛1n بوده و دلخواه رشتۀ دودو ز ک  
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)(  نفته فیبویناچز اعمیم fQd گ افز است که اظ dQ    بن حار

f که من ز أسامنم ر  .  اد  دست فز ست  بهمن ه اظ    ک ظ  رشت 

)(بین  د گ    به fQd ظ  گ افز اظ dQ  امانم   وسای ۀ  بهاست که

d من  به طول رشته f که  است.   من ییست  المن شده      ظ  رشته 

=(11)بننب ا ن   dd Q. [22] مان یخساتین بانر در    ا ن فکعب 

 در 188۲در سانل   چنیا   و مساو ا    خی ز پیش. دیا هاع  ف شد

 من ز کاه اظ  من ز بن اع  ف فشنبه فع فز ک دید: گ ا  گ ا  [2۲]

dQ فتاوالز مساتند    1اان   s کاه دارا   من ز أسبن حر  امنم ر 

1s)( من که بن   ند. ا ن گ ا  دست فز به

dQ ایاد    یشن  داده شاده  

 .اید ییز فوردفطنلعه ق ار گ فته [24 و 21] در

 dQ(11) گاته شد  فکعب فیبویاناچز ا   پیشطور که  ممن 

dQ پن ن )و ممچنین فیانیز( اظ - ک ظ  گ ا  طول اسات. اعیاین    

f مان   کا د  رشاته   d دو اعادا   )( مان  اظا     کاه باه    fQd 

dQ پن ن اظ-ظ  گ افز طول  [22] ا  فشک  است. در بنشد  فسئ ه 

f مان   ا ن فسئ ه ب ا  امنم رشاته  حا    پانج بان طاول حاداکث      

 .است شده 

ید که ش ط لاظم با ا   ا ه دثنبت ک [25] درو ممکنرایش   ذر ن

)( ر ختز  ک fQd و )( fQd
 ||=||    اسات کاه    ff  و  

)()( ال فط   شد که اگ ؤسپس ا ن س fQfQ dd
   یگانه  

|||=)(|   ن باین  ff  d و  حادس   ا  فوهاود اسات    رابطاه  

f و یی باد تز  دلخواهمن ا ن بود که ب ا  ظو      f و    اگا   

)()( fQfQ dd
  1)(

3

2
||  df .     مااان ممچناااین

f مان  دودو از   رشته f و   1d  ا بان طاول     مان  در    کاه  

)()( fQfQ dd
 کاه   ان ا ان     سؤالید. ا ن ا هفشخص ک د

پنسا  داده   [21] مان ممی تناز مساتند  ان خیا   در      دسته اظ فکعب

شود که ما  فکعاب فیبویاناچز     فمنله  اثبنت فز   است. در  شده 

 [21]در  ذکا  اسات کاه    شن ن .  نفته  ک فسی  ممی تنز دارد عمیما

 .اید شدهفشخص  ییز پر  ید  ممی تنز فز من ز که دور فکعب

مان  فیبویاناچز    بساوم اظ فکعا   انتان  اک   ا نکاه بن اوهه به 

 نفتاه را   بویاناچز اوساعه  مان  فی  فکعب [26] در وممی تنز مستند 

=)(فاااااا ض کناااااایم  شااااااده اع  ااااااف  ii VV  و 

iii VVV 100= 12  . بان    نفتاه  فکعب فیبویناچز اوساعه  ک

iرا بن  n بعد

nni  i    را بن من  أسو فجموعه ر 0)(

nV  

i. دماایم یشاان  فااز 

nV صااورت طااور بنظگشااتز و بااه    ا بااهر 
i

n

i

n

i

n VVV 100= 12     کنایم کاه در      اع  اف فاز  i

iV  

i دودو ز به طولمن   فجموعه امنم رشته i و 

iV 1  فجموعه امنم

1i من  دودو ز به طول رشته iدار ام  است. اوهاه   

i

i Q=  

11 =  i

i

i Q و nn  =0.
 

1 فکعب

4 ده یشن  دا (6)  در شک  

 ت.اس شده 

 

1یافته  مکعب فیبوناتچی توسعه (:6شکل )

4 

 

 اید هثنبت ک د [27] اظ 2 .1 ۀدر قضی ظاگنگ ین سنلو  و مد وا ت

ضا ب دکانراز     نفتاه حنصا    مان  فیبویاناچز اوساعه    که فکعب

مان   اا       طور دقیق به .من مستند من  فیبویناچز و اب فکعب فکعب

2K□1 یااد کااها هثنباات کاا د

1= 

 i

n

i

n جاان باا ا  ماا   و اظ  ی

ni 0  

in

i

n  = □
iQ (11   )                                                 

 :بننب ا ن دار م

(11)                              
iQ□

1= niQ□0

1=  n

i

n 

 نفتاه باه    فیبویاناچز اوساعه   من  فکعب ۀبه ا ن ا ایب  فطنلع

 ؛شاود  من  فیبویناچز و ض ب دکنراز فحادود فاز   فکعب ۀفطنلع

G داییم که اگ  ب ا  فثنل  فز H و  ز داشاته  فسای من  ممی تنا   

G بنشند   □H G که ک دور ممی تنز دارد فگ   ی  ما    H و 

حانل چاو    . [۲] فا د بنشاند   ۀمان ز دوبخشاز اظ ف ابا    دو گ ا 

مان ممگاز فسای  ممی تناز      من  فیبویناچز و ییز اب فکعاب  فکعب

مان    بنانب ا ن  فکعاب   .من دور ممی تنز ییز دارید(  فکعببدارید )ا

طور فشانبه  بان اوهاه      نفته دور ممی تنز دارید. به فیبویناچز اوسعه

ضا ب دکانراز دو گا ا  فیانیز  فیانیز اسات         به ا نکه حنصا  

فیانیز     نفتاه  من  فیبویناچز اوسعه اوا  یتیجه گ فت که فکعب فز
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من  فیبویاناچز   فینیز بود  فکعب ممی تنز و )دربنرۀ .[15] مستند

 در ادافه بحث خوامیم ک د.(

  مان  أساعاداد ر  ۀروشن است که با ا  فحنساب   (11) ۀاظ رابط

 نفتاه    مان در فکعاب فیبویاناچز اوساعه     من و اعداد ف ب  اعداد  نل

من را در فکعاب فیبویاناچز فتنانظ  بیانبیم و      کنفز است ا ن ایداظه

 مان در  استانده کنیم. ا ن ایداظه [2] سپس اظ خواص ض ب دکنراز

 :اید فحنسبه شده [15]

,2|=)(|.|)(|=|)(| 2

i

iniin
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n FQVVV   
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n QVEQEVE  
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1n طور که در  خ   ممن  1nQ ب   iیشیند   فز 

n    ییاز با 

inQ 1  .یشیند فز  

 ها اتی آنیمدارهای رأسی و تعبیرهای ترکیب .5

من    من یینظفند م که  گ وه ۀدر ا ن بخش  به ب خز فانمیم اظ ی   

 X  اک گا وه و   م کنیم. ف ض کنی طور گررا فط   فز بهرا 

 گاو یم  . فزمستندیناتز  ۀ ک فجموع X با    کناد   عما  فاز   

XX م گانه اانب    :  کاه در      xx =),( 

Xx چنن  فوهود بنشاد کاه با ا  ما       و ما    ,  
 

)(= xx یز و یxxe عم  گ وه ب   ک عم   . به ا ن =

x گاو یم. در ا ان عما   فن اور اظ فادار      فز فجموعه  فجموعاه  

}|{ x  ماست. حنل ف ض کنای G  اک گا ا  اسات.     

GAut)( عم  GV)( ب   فجموعه فدارمن  در ی   بگی  د. را  

GVO)( باانا اان عماا  را  حنصاا  اظ   را باان  و اعااداد    

|)(=|)( GGo VV O فادارمن   . ا ان فادارمن را   دمیم یشن  فز

G رأساااااز  یم. ممچناااااین  اظ یماااااندخاااااوای فاااااز 

|}|=|);({=|),( kXGXkGo VV O  یشان  داد   ب ا 

k ۀاعداد فدارمن  بن ایداظ  .کنیم استانده فز 

 و [17] من  فیبویناچز و لوکانس در  گ وه خودر ختز فکعب

   یگنشات فعکاوس  1n  ایاد. با ا   شاده  ب رساز  [29] را  

 م:کنی صورت ظ   اع  ف فز به

nn : 

.==)( 1121 bbbbbbb nn

R

n   
 روشن است که n  ک خودر ختز اظ   ۀاسات. در قضای   

n انتان خاودر ختز یی باد تز اظ     ظ   ثنبت شده است کاه   

 .ستا

1n  2Zم   ب ا  [29] .1 .5 قضیۀ )( nAut. 

ه شدب رسز  [17] من  لوکنس ییز در گ وه خودر ختز فکعب

)( است کاه  است. ثنبت شده  nAut   اوسا     و  اولیاد   

 شود که در    فز

)()(: nn VV  

1121 =)( nnn bbbbbb  

3n  nn به ا ن ا ایب ب ا  م  DAut 2)(. 
 

باه   مان  عادد  فخت اف    کاه دیبنلاه  شود  ند ور  است لاظم 

 و ایاد   ور  شاده  هم  .orgoeis در سن ت من مم اه خواص   

را مان   المعانرفز اظ دیبنلاه   ةدا ا    درواقا   ا ن سان ت  به ا ن ا ایب 

مان  فیبویاناچز و    فادارمن  فکعاب   .[28]   وهاود  ورده اسات   به

فنیناد  من  فخت ااز   دیبنله [۲1] اظ .اید هشدفطنلعه  [۲1] لوکنس در

129526A  250114A  246998A  000358A و 

001224A و باه یانم   در ا ن سن ت اید که ممگز  استخ ا  شده

 .یدفوهودیو سندگن     

GVu)( رأس فدار u یمند را بن  ||    را بان  ۀو ایداظ  u 

u=101010001 رأس  با ا  فثانل   ؛دمیم یشن  فز  9 را اظ 

29ا  گاتیم   طور که پیش . ممن گی  م فزدر ی    )( ZAut .
 

)( درواق  9Aut  مان  ممانیز و   اوس  خاودر ختز   اولیاد   

1121  شود که در   فز =)( uuuuuu nnn   .بننب ا ن 

},100010101{101010001=101010001
 

|=|2 یتیجهرو د u .101010000طور فشانبه    به=v   رأساز

9 اظ )( است. در بخش پیش گاته شاد کاه    9Aut  اوسا   

  و   شود. بننب ا ن  اولید فز 

},,,,,,,,,{=)( 8282

9  idAut 

  دریتیجه
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.100010010}010001001,101000100,

010100010,001010001,100101000,

010010100,001001010,000100101,

010010001,100100010,001000101,

010001010,100010100,000101001,

,,001010010,010100100{101001000=101001000

 

|| بننب ا ن v  9 کاه در  دار ام وهه . امجدهب اب  است بن و  

 ؛وهاود داریاد   فتاانوت من   بن ایداظه فخت ف فدارمن  9 در ییز

و عضا  هی ا دارا  انتن  v=101010000س ب ا  فثنل  فدار رأ

 :است

}. 010100001 101000010, 010000101,                      

 100001010, 000010101, 000101010,                      

 001010100, 010101000, 101010000,{101010000 

 

و   اک مان    فدارمن  رأسز اظ ایداظهدارا  فکعب فیبویناچز 

ظ   اعاداد کا  فادارمن  رأساز و ییاز اعاداد        ۀ. در قضیاست دو

 .شده استمن  فخت ف فحنسبه  فدارمن  رأسز بن ایداظه

 :دار م 2n بن ف ض [۲1] .2 .5 قضیۀ
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)(  است که اعداد ا نقنب  اوهه  ۀیکت nVo   ب خاز   در حا

 کاز اظ ا ان فسانئ     رویاد.   کنر فز اظ فسنئ  شمنرشز ا کیبیناز به

فطا     1862در سانل   گ ماب  و پتنت که سا  ا ا کیبیناز  فسئ ه

2)(1 ک فساتطی   اوا   فزبه چند روش : [۲1] ک دید  n
 

را 

بان ابعاند    زفستطی   فن ور اظ  ک دوفینو)  دوفینومن پوشنید  اوس

12 21  اان و  ).فتماان ز ماان  فساائ ه اظ اعااداد روشاساات 

اگ   کاز را یتاوا  اظ    را فتمن ز گو یمدو پوشش  .پ سد پوشش فز

 با ا  فثانل  با ا     ؛دست  ورد د گ   بن ایعکنس و  ن چ خش به

2=n 3 و=n  و 32ا ایاب   ب رسز باه من  فورد فستطی  

42  .دمناد    ( یشن  فز9( و )7من  ) طور که شک  ممن مستند

باه دو و چتانر روش فتمان ز اوسا      ا ایاب    باه  مان  ا ن فستطی 

)( ا ایب بن که ا ن اعداد ییز بهشوید  دوفینومن پوشنیده فز 2Vo  

)( و 3Vo پنسا  داده   [۲1] در سؤالدر حنلت ک ز  ا ن ید. ب اب  

 من  فورد ی   ب اب  است بان  اعداد روش. بن اوهه به     شده است

)( nVo  .(001224 ۀبان یانم دیبنلا    [28] ا ن یتیجه درA ثبات   

 است.( شده 

)( ا کیبیاناز کاه بان   فسانئ   اظ  کز د گا    nVo  شامنرش   

1n شده اظ شوید  اف اظمن  عدد  ف اب فز کاه   طور  به ؛است 

را فتمان ز  دو افا اظ    . در ا ن بنرهبنشند 2و  ن  1ویدمن      هم 

  ب ا  فثانل  ؛یین ددست  د گ   بن ایعکنس بهاظ   م گنه  کز گو یم

 1n=5  اف اظمن  عدد  فاورد ی ا  اظ  . n=4م ف ض کنی

 :یدبه ا ایب ظ  

11111=5  

1112=  

1121=  
    212=  
    122=  

 

 
 توسط دومینوها 32های متمایز مستطیل  (: پوشش7شکل )

 

 
 توسط دومینوها 42های متمایز مستطیل  (: پوشش8شکل )

 

را  5ااوا  عادد    روش فتمن ز فاز  پنجشود که به  فشنمده فز

بنشاند و ا ایاب    {1,2}ویدمن  اف اظ اظ  نن  اف اظ ک د که هم چ

)( که ا ن عدد بن دار ماممیت داشته بنشد. اوهه  من در    4Vo 

پنسا  داده شاده    [۲1] دردر حنلت ک ز ییز  سؤالب اب  است. ا ن 

)(ییز پنس  بن  است. در ا ن بنره nVo  .ب اب  است 
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مان  لوکانس    ظ   اعداد فدارمن  رأسز فکعب ۀحنل در قضی

 .کنیم را فحنسبه فز

  Nnب ا  م   [۲1] .3 .5 قضیۀ
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مان    اعاداد فادارمن  رأساز فکعاب    هنلب اوهه است کاه  

 اسات لوکنس ییز بن ب خز اظ فسانئ  شمنرشاز ا کیبیاناز فتنانظ      

n من  لوکنس به طاول  رشته که بین فجموعه دار ماوهه . [۲1] و  

کاه   طاور   باه  ؛ساید و ساینه  ۀفت  nاظ من  دور   رشته فجموعه

 ب قا ار اسات.  سینه فجانور یبنشاند   اک دوساو ز      ۀمیو دو فت 

n ساید و ساینه بان  فتمن ز  دستبند دوفن ور اظ  مان     فتا ه  رشاته   

n دور  بن  ان ایعکانس    چا خش بن که مستند ساید و سینه  ۀفت  

 دهمن بان  دساتبند فجموعاه  ب ا  فثنل   ؛ کز  د گ   حنص  یشود

طاور کاه    اید. ممان   یشن  داده شده (8) ساید و سینه در شک  ۀفت 

 ان ایعکانس اظ د گا       من بن چ خش  ک اظ     میو شود  د ده فز

 چتانرده  ب اب  بنفتمن ز من  دستبنداعداد . بننب ا ن  شود حنص  یمز

 درواقا    (8) من  شاک  دساتبند اظ  م  اک که  دار م. اوهه است

)(=14 است. دریتیجه 10  ک فدار اظ ۀیمن ند 10Vo  اعداد

ساینه   ۀتا  را کاه دو ف تا ه  ف دهبان   فتمن ز من  ساید و سینهدستبند

[ بان  ۲1ا ن فسئ ه ییز در حنلت ک از در ] . دشمنر فتوالز یدارید  فز

)( nVo  .پنس  داده شده است
 

)( فمادار  ۲ .5 ۀاظ قضی nVo   

 است:صورت ظ    فخت ف به من n ب ا 

,16,5,5,8,9,141,2,2,3,3, 
   .است فشخص شده  [28] در 129526Aبن ینم  ا ن دیبنله

ظ ا  فع فاز    ۀرابطا  [۲1] در مان  یهروید اثبنت  کز اظ قضا  در

 :شود فز

(12     )                                 .
1

=)(
|

d

nd

L
d

n

n
nc 








 

nc)( حنص  اظ ۀعننص  دیبنل  :یدصورت ظ   به 

5,5,5,8,10,11,2,2,3,3, 
n باانفتماان ز ساااید و سااینه  گ دیبنااددو فن ااور اظ  فتاا ه   

 کاه بان چا خش    مساتند ساید و سینه  ۀفت  n دور  بن من   رشته

 امانم . n=9 ف ض کنید  ب ا  فثنل ؛د گ   حنص  یشود   کز

ساینه   ۀید و سینه که میو دو فتا  سا ۀفت  ی هبن  فتمن ز من گ دیبند

فشانمده  . اید  یشن  داده شده (11)   در شک ییستندفجنور  من در   

 c)9(ن است و ا ن عدد ب دهمن ز گ دیبندکه اعداد چنین  شود فز

من  ساید و سینه گ دیبنداعداد  nc)(در حنلت ک ز  . ب اب  است

 ساینه فجانور ییساتند    ۀمن میو دو فت  شمنرد که در    فزرا فتمن ز 

000358A ۀدسته اظ اعداد ییز بان یانم دیبنلا    ا ن[. ۲1]  [28] در 

 .اید شده ثبت

های فیبوناتچی کدهای تام در مکعب .6  

 ن عادم وهاود کادمن  اانم در     ش وع بحث دربنرۀ وهود پیش اظ 

رأس  پا داظ م.  فاز  فوردییانظ م به بین  فانمیمن  فیبویناچز   فکعب

x دلخواه مان    فن ور اظ ممسن ه را در ی   بگی  د.  G گ ا اظ  

x  ۀفجموع )}(|)({=)( GExyGVyxNG  .اسات 

r ب ا  عدد صحیث ینفناز  ممچنین   اوپ باه  Gاظ  uس و رأ 

r شااعنع  ؛اساات vماان ز چااو   أس  فجموعااه رuز و ف کاا 

rvud که طور  به ),( .اک من  به شعنع  ب ا  سندگز  اوپ  

ۀ  ا   ظ  فجموعا ینفیم. فن ور اظ  ک کاد در  اک گا    را اوپ فز

C گ ا  اسات کاه در    ما  دو رأس اظ    من  أساظ فجموعه ر 

C من  باه ف کاز    در فنص ه حداق  سه مستند. به بین  د گ   اوپ

 کنند. ا جند فزمن  فجزا    فجموعهمن أسا ن ر

v   رأسuس گو یم رأ فز به ااوپز   vم گنه پوشنید   را فز 

u که اظ   Sۀظ  فجموعا ممچناین   بنشاد.   فتع اق ف کز    است   

گاو یم   ینلاب فاز   ۀرا  ک فجموعا  G  گ ا من  أسفجموعه ر

G م گنه ما  رأس اظ  پوشانیده   S داق   اک رأس اظ اوسا  حا   

شاد.  ینفیم م گنه  ک فجموعه ینلب ییاز بن  شود.  ک کد را انم فز

کاد   اک    مان   أسشده باه ف کاز ر  من  ا جند طور فعندل  اوپ به

باه بیان  د گا      . گ ا  ا جند کنند من  رأس ممۀ ۀاف اظ اظ فجموع

 مان   أساظ فجموعاه ر  C ۀ ک کد انم اظ  ک گ ا   ظ  فجموعا 

 C کاه ما  رأس اظ گا ا   ان عضاو  اظ      طور  است به   گ ا  

طاور   باه . فجانور اسات   C  ک عضاو اظ  طور دقیق بن بهاست و  ن 

د کاه در  کا  را اع  اف  کد انم r  اوا فز 1r ب ا   ا  دقیق

 .ا  فع فز ک د م انم ممن  فاتوم کد انم است که پیشکد -1    
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ها هیچ دو  سفید و سیاه که در آن مهرۀ دهدستبندهای مختلف با (: 9شکل )

 سیاه مجاور نیستند. مهرۀ
 

ب رساز  [ ۲2] در n کدمن  انم در گ ا  فیبویاناچز وهود 

   .است  شده

 
ها هیچ دو  سفید و سیاه که در آن ۀمهر نهُهای مختلف با گردنبند(: 11شکل )

 یستند.سیاه مجاور ن ۀمهر

 فکعاب فیبویاناچز  دماد    فاز یشن   (11)طور که شک   ممن 

n 4 کد انم دارد. فکعب فیبویناچز 3n ب ا    در شک  

5 و فکعب فیبویناچز (2) اید. اظ  یشن  داده شده (۲) در شک  

5 و 4 ن اسات کاه  من روش ا ن شک  کاد اانم یداریاد. در     

6n شود که ب ا  ظ   اثبنت فز ۀقضی  ییز فکعب فیبویناچز 

n کد انم یدارد . 

0n مف ض کنی [۲2] .1 .6 ۀقضی عدد  صحیث اسات.   

n ویناچزفکعب فیب  .3n کد انم دارد اگ وانتناگ  

 های فیبوناتچی و لوکاس خواص متریک مکعب .7

n ب اب  بن n که قط ه مسو ثنبت ک د [9] در ممچنین  است.  

n ید که شعنعا هدیشن  دا [19] در ظاگنگ ین سنلو  و فوینر نز

   /2n ف کاز و سپس  است n    یاد.  ا هرا ییاز فحنسابه کا د

ظو  اسات  ب ابا  بان     nکه  حنلتزدر ف کز ا ن گ ا   n0  و

ست  ب اب  بان  ف د ا nکه  در حنلتز  n

n U0   کاه در  اسات

   nU طول من  به رشته فجموعه n  1که  اک    طور  به ؛است 

 با ا  فثانل    ؛طاول ظو  داریاد   من  باه 0فنکسیمنل اظ  ۀو دیبنل

500100 U  501000ولز U .  فاده  ها   در ممان  ف 

n   اگا  nر کاه د اسات   فما   اک هاات اظ      ظو  بنشاد  

n ید  و اگ قط  اظ  کد گ  ۀا  به ایداظ در فنص ه من أسر فا د   

جان  اسات. اظ  ی  1n مان ز ب ابا  بان    بنشد  اعداد چنین ظو 

  1n  که ب ا  م تاس یتیجه شده 

,
2

=)( 
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 3و  1 ،2 های فیبوناتچی تام در مکعب هایکد: (11)شکل 
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. اسات  فحنسابه شاده    [12]من  لوکنس ییز در  قط  فکعب

ndiam ظو  بنشاد   nاست که اگا    ثنبت شده n =)(  و

)(=1 ف د بنشاد   nکه  صورازدر  ndiam n.   ممچناین

 دار م:

1م ف ض کنی [۲۲] .1 .7ۀ قضی kn .صورت    ا ن در

   :ب اب  است بن k  و  اظ ف کزبن خ nمن   أساعداد ر






















 kn

k

kn
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کاه با  فبنان  فنصا ه     اسات  فتغیا  د گا      شنخص و ن 

 GW)( بان  Gشود. شنخص و ن  گا ا  ممبناد    اع  ف فز

مان    من  امانم ظو   فجموع فنص ه صورت و به شدهیشن  داده 

. ا اان فتغیاا  در شااود اع  ااف فااز G ماان  أسنف اااب اظ ری

دایان  و   اوهه ر نضاز شیمز بسینر فتم است و فورد ضینت ر ن

  Gفتوس  گ ا   ۀاست. فنص     ق ار گ فتهبسینرداین   شیمز

)(G    صااااورت بااااهفتغیاااا  د گاااا   اساااات کااااه

)(

2

|)(|

1
=)( GW
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شااود. بناانب ا ن   اع  ااف فااز

طاور فعاندل    اوا  به   فزGشنخص و ن  گ ا   ۀب ا  فحنسب

 در کالاوظار فاولارد و   فتوس     پ داخات.  ۀفنص  ۀبه فحنسب

ید که شنخص و ن   ک فکعاب فیبویاناچز را   ا هیشن  داد [۲4]

  0n   ب ا  م  اوا  بن اعداد فیبویناچز بین  ک د. درواق فز

211
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n FFFFW. 

ظ ا  را با ا     ۀمن سپس در ممان  ف ها   ف فاول بسات       

)( nW    0ارائه دادید: ب ا  مn  

(1۲)      
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)( ۀا ایب  چند فمدار یخست اظ دیبنل به ا ن nW   1  1  

است کاه شانخص و نا      گاتنزمستند.  549  176  54  16  4

 :است  فحنسبه شده [1] بعد  ییز در-nب اب فکع

nQW n

n

1)2(2=)(  
فتوسا    ۀرفتانر ظ ا  با ا  فنصا      (1۲) ۀاظ رابطممچنین  

 :شده استفکعب فیبویناچز یتیجه 
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صورت ظ ا  ارائاه    بهشنخص و ن  فکعب لوکنس  [۲4] در

)(=1n  11 ب ا  م شود:  فز  nnn FnFW .و اظ  یجن: 
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های فیبوناتچی و  همیلتنی در مکعبمسیرهای  .1 .7

 لوکاس

 من فسای  ممی تناز و ییاز    گاتیم  اب فکعب ا  پیشطور که  ممن 

شاود کاه   ان     فطا   فاز   سؤالدور ممی تنز دارید. اکنو  ا ن 

 ان دور ممی تناز   ن  فیبویاناچز و لوکانس ییاز فسای      م فکعب

مان   اسنساز ا ان فکعاب    ۀاظ اجز  و شنرفن ژی   کنی  دارید 

 :یدا هظ   را ثنبت ک د ۀاستانده ک ده و یتیج

n مان     فکعب0n ب ا  م  [11] .2 .7 قضیۀ فسای    

 .ممی تنز دارید

من  فیبویاناچز  اک دور ممی تناز     فکعباست که  گاتنز

کاه   صاوراز ظو  بنشاد. در مان      من  أسدارید م گنه اعداد ر

فگ   کاز  من  رأس ممۀف د بنشد   ک دور شنف   من أساعداد ر

مان    فکعاب  فاده اسات کاه     ییز [11] در. [21] من دارید اظ   

 .ظو  دارا  دور ممی تنز مستند من  أسیناچز بن اعداد رفیبو

  ما   7n که با ا  ما    ثنبت ک ده [24] در ظاگنگ ینسنلو 

n  نل اظ  .به دورمن ز بن طول ظو  فتع ق است 

ایاد. در ا ان    دهشا ب رساز   [12] من  لوکنس ییز در فکعب

 .من ممی تنز ییستند ا ن یوع اظ فکعباست که  ف ه  ثنبت شده 

 عدد استقلال رأسی و یالی .2 .7

 پا داظ م. در  مان  فیبویاناچز فاز    ابتدا به عدد استملال فکعب

  0n ثنبااات شاااده اسااات کاااه بااا ا  مااا       [19]









 

2
=)( 2n
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F
 .ممچنین  اظ ممن  ف ه  دار م: 

),(=)( nnn oemax 
 صاورت  بااه n عاادد اساتملال  اانلز فکعاب   [12] در
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 و ییااااااز)ˆ,ˆ(=)( nnn oemin

n در  خ   ب ا  عادد اساتملال رأساز   ت. اس فحنسبه شده   

 :ارائه شده است [12] ظ   در ۀرابط

)ˆ,ˆ(=)( nnn oemax 

های  لوکاس گرافهای فیبوناتچی و  مکعب .7 .3

 ندا میانی

ید. بن اوهه به ا من  فینیز من گ ا  که اب فکعبا  گاته شد  پیش

ماان ز اظ  ماان  فیبویااناچز و لوکاانس ظ  گاا ا  فکعااب ا نکااه

شاود کاه   ان ا ان      فطا   فاز   ساؤال من مستند  ا ن  اب فکعب

که گا ا    ثنبت ک ده [۲5] در فودر من ییز فینیز مستند  گ ا 

G فینیز است اگ وانتناگ  G ممبند n گ ا  المن ز اظ  ک 

  رأس G کاه با ا  ما  ساه رأس اظ     طاور   به ؛فکعب بنشد-

تانده اظ ییز بنشد. بن اسا  G فکعب  رأسز اظ-nمن در فینیز   

 .اید من  ظ   ثنبت شده ا ن فط ب قضیه

 .فینیز است 2n  n ب ا  م  [15] .3 .7 قضیۀ

 .فینیز است 0n  n ب ا  م  [15] .4 .7 قضیۀ

من    ا من  فیبویناچز را فین  گ بتواییم فکعب ا نکهب ا  

فینیز اشخیص دمیم  به دو فاتوم هد د ییانظ دار ام. فکعاب    

G گ ا -. را در ی   بگی  د G هزئز G که بان   یشان    

G من  کلاس-    من  أسشود  گ افز است که ر داده فز  

E فتاانوت   کالاس - مستند و دو F و   فجنوریاد م گانه   

FE  من  و  نل Ee Ff و   چنن  فوهاود بنشاند    

F  کلاس- ممچنین   ک. fe که  اظ  ک فکعب هزئز 

G مان    هفؤلاا ینفیم م گنه حداق   کاز اظ )دو(   را هنیبز فز 

FG ممبند   دارا || F مان    فکعاب  وسا   .رأس بنشاد  

 :کند صورت ظ   فع فز فز فیبویناچز را به

G مفا ض کنای   [۲6] .5 .7 ۀقضی  اک گا ا  اسات. در     

n بن Gصورت   ا ن - ر خت است اگ وانتناگ  ما    ک 

G کلاس اظ nPGز هنیبز بوده و یی  =.
 

 

M   گا ا  فیانیز  G کنیم که ب ا  م  گ ا  اضنفه فز  

MG چنن  فوهود است که  من  أساگ  فجموعه ر. [۲7]=

n فکعب فیبویناچز   ااوا  باه   را فز n یشن  دمیم  n را بن 

n ماااان  فجموعااااه nbbb 21{= n 1}=| nb
 

  و

n nbbb 21{= n 0}=| nb
 

  ا ایب اجز ه ک د که به

 n .شاوید  ختم فاز  0و  1من  فیبویناچز مستند که به  رشته

 دار مکند. اوهه  المن فز 1nن ر خت ب  کظ  گ افز  n فنیند

مان  باین    و    ا  انل ظ ا   ؛ا ان ظ  گا ا  فحادب اسات    که 

2n که بن) nشده اوس ظ  گ ا  المن ر خات اسات(     ک 

 و وسا  در  انراینکو .دمند را اشکی  فز nاظکلاس -  ک

n من  ید که ظ  گ ا ا هیشن  داد [۲9]  n و n که اوسا   

n من  فحدب اظ شوید  انتن ظ  گ ا  فزالمن   مستند کاه بان   

1n اید ر خت  ک. 

=}|),(>),{( مفا ض کنای   wvdwudwWuv .  اگا 

uvF uvW مان  باین   فجموعه  انل   uvU و ممچناین  vuW و   

uvW من  أسفجموعه ر vuW بنشد که  ک ممسن ه در  داریاد    

اوا  ارائه  من  فیبویناچز را فز اع  ف هد د  اظ فکعب  یگنه

 :داد

G مفاا ض کناای [۲9] .6 .7 قضیییۀ  ااک گاا ا  ممبنااد  

GEuv)( مست. ممچنین فا ض کنای  دوبخشز ا   انلز اظ  

G nudeg کاه  طاور   به ؛است  )(=1 و )(= nvdeg. 

n بن Gصورت    ا ن در ر خت است اگ وانتناگ  فوارد   ک 

 :ظ   ب ق ار بنشند

uvW در uvUالف.   .فحدب است 

uvU ر ختز بین  ک اطنبق است که  ک  ک uvFب.   و 

vuW  .کند اع  ف فز 

 . uvW 1 بنn vuW و  2n نب   مستند. ر خت  ک 

vuvuد.  WU =. 

و در ممان    6 .7 ۀذک  است کاه بان اساتانده اظ قضای     شن ن 

مان  فیبویاناچز ارائاه     ف ه   الگور تمز ب ا  شننخت فکعب

|))(|))((| شاده اسات کاه در ظفان      GVlogGEO اها ا   

 .شود فز

 متغیرها .8

ا ان   بانرۀ ب خز اظ فتغی مان ز کاه در    رسزبه ب  در ا ن بخش
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n چاو  . پا داظ م  ایاد  فاز   من فط   و فحنسبه شاده   فکعب  

یاد.  ا دوبخشز است  عدد ریگز و شنخص ریگز    فشاخص 

شود کاه ب رساز    اع  ف فز وضو  فتغی  ریگز د گ   به ینم

 G     اظ هرابیت بیشت   ب خاوردار اسات. وضاو  گا ا    

 فیاز  کنفا     من ز اسات کاه با ا  ریا      کمت  ن اعداد ری 

G ماان   اانل فتماان ز  ماان  أسکااه ر طااور  بااه ؛لاظم اساات 

من  گرریده اظ خاود   من را ب   نل من  فتمن ز  اظ ری  فجموعه

 بان  ب ابا   n است که وضو  ثنبت شده  [1۲] در .اختینر کنند

n  .بننب ا ن بن شنخص ریگز    ب اب  است ؛است 

G در گ ا  دور  عدد بدو  G)( بن  شود  یشن  داده فز 

G اوا  اظ است که فز من ز أسو کمت  ن اعداد ر  ؛حر  ک د 

داشاته بنشاد. باه بیان  د گا        که گ ا  حنصا  دور ی  طور  به

)(G ا  ن ظ  فجموعه کوچک ۀایداظ )(GVX    اسات

XG که مان    دور فکعاب  بادو  دور بنشاد. عادد بادو       

n=9 ب رسز شده و فمدار دقیاق    اان   [۲8] فیبویناچز در  

)(=19ا  فثاااانل  باااا  ؛اساااات فحنساااابه شااااده  8  

33=)( 9  10 و بااا ا=n  55)(53 10  .

اسااات کاااه ممچناااین در    ف هااا  ا ااان حااادس  فاااده  

)()()(=)( 21 nnnn   کاه در   طاور   باه ؛

   )(n n انبعز یی کنمشز ب  حسب   ت.اس 

هد د  فط   شد که در    ب عکس عادد   ۀفسئ  [14] در

 ک گ ا  مساتیم   من  أسدور  به دیبنل کمت  ن اعداد ر  و بد

من  فیبویناچز    ییز اظ باین   من امنم ظ  فکعب که بن حر    

را  من أسکمت  ن اعداد ر [14]در  گ گور ا   طور دقیق ب وید. به

مان    کاه امانم ظ  گا ا     طور  حر  شوید به nQ که بن د اظ

m ر خت بن المن ز  ک  ید  ب رساز کا د. او ا ان    را اظ بین بب 

),(ن عدد را ب mn    یشان  داد. گ گاور فمادار ),( mn  را

n باا ا  ماا   3m و  باا ا  فثاانل    ؛یااین کاا د اع 

 /32=,3)( nn    3 که درn .من    او ممچنین ک ا

 کااه باا ا  ماا    هم ااه   اساات  اظ فتعاادد  فطاا   کاا ده  

4mn  4)4,(2),(  mnmn  . 

 ابتادا در را من  فیبویاناچز   فکعب عدد ینلب  ژو و پن ک

 ۀکماک اجز ا   ه. اظ  اک طا    با    دیاد کب رسز  اوس  [41]

)()()( اسنسااز  21   nnn  .  اظ طاا   د گاا  

)( ظ   ک ا  پن ینز ب ا  ۀقضی n  :دمد دست فز به 

  4nب ا  م   [41] .1 .8 ۀقضی













 

2

3
)( 2

n

Fn
n 

 فماند   دقیاق    کانفپیوا    فحنسابنت کماک   هپن اک و ژو با  

)( n 8n را ب ا    [29] در .(2 لهدویک: ) یدا هاعیین ک د 

)(17 یشاان  داده شااد کااه   9    و حاادس ظده شااد کااه 

17=)( 9 .   بعدمن ا ن حدس اثبنت شد و ییز ثنبات شاد کاه 

25=)( 10. 
 های کوچک عب(: عدد غالب مک2جدول )





16117543111)(

2517128543211)(

10987654321

n

n

n





 

 :است ب رسز شده  [29] من  لوکنس در عدد ینلب فکعب

 :صورت  ا ن در  4n مض کنیف  [29] .2 .8 قضیۀ

)()()(الف.  31   nnn   

)()()()(ب.  4 nnnn .
 

n فمدار دقیق عدد ینلب 8n ب ا   فحنسبه  [29] در 

ن  نفتن  اک  ممچنین  در    فمنله ب .(2 لهدویک ) است شده 

n اظ شنیزده ۀفجموعه ینلب بن ایداظ  یتیجه شاده اسات کاه    

16)( n    . 

)( ب ا  1 .9 ۀفشنبه بن ک ایز که در قضی n فط   شاد    

 :من  لوکنس دار م فکعب بنرۀدر

 7nب ا  م   [29] .3 .8 قضیۀ














3

2
)(

n

nLn
n. 

  G است که ب ا  م  گا ا    فده  [۲] کنیم که در اضنفه فز

)()( GG   .  :ممچنین دار م 

  8nبااااااا ا  ماااااااا    [29] .4 .8 قضییییییییۀ 

1
222)()(






lgn

nn . 

من  فیبویاناچز و   فکعب بند  بسته-2عدد  در  خ   فمدار

 .است گ د ور  شده  (۲) در هدول 10n لوکنس ب ا 
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 های کوچک بندی مکعب بسته-2(: عدد 3جدول )

181386532111)(

201496532211)(

10987654321

n

n

n







 

 مطالببندی  جمع .9

 بانرۀ  فاده در  دسات  باه  فا ور یتان ج اسنساز    باه   در ا ن فمنلاه 

ی   ا کیبیناز و فت  ک   من  فیبویناچز و لوکنس اظ یمطه فکعب

ص و ا  اظ خوا ا  کنف  ذک  است که فجموعه شن ن پ داختیم. 

اواییاد در   اوضیث بیشت  را فز من  ا ن دو یوع فکعب بن و ژگز

 [ بینبید.  41]

فطنلعاه قا ار   ی ا  مندساز ییاز فورد    من اظ یمطه ا ن فکعب

من در ع اوم کانفپیوا   شایمز و     فته و کنرب دمن  ف اوا    گ 

ع ات ی ام و     اید. ممچناین  باه   شننسز فورد اوهه بوده ظ ست

من  پیچیده  من در شبکه من  فتننظ   ا ن فکعب پیچیدگز گ ا 

 ۀاید کاه فطنلعا   نده بودهاستابوک و او یت  بسینر فورد یند فیسفن

نت فن در ا ن فمنله بن استانده کند. فحنسب پر   فز من را اوهیه   

Sage افزار اظ ی م باه    ش پن نیزکه در بخ است صورت گ فته 

 .خوامیم پ داختاوضیث فختص   اظ    

 باز مسائل .11

مان   در کنرمن من  بان    بنظ که  ۀچند فسئ  ۀدر ا ن بخش به ارائ

یشاده     حا  کنیم ان فسنئ پ داظ م. الاش فز  م  فزا هفواهه شد

 .من ز روشن سنظ م را بن ذک  فثنل

مان  فیبویاناچز و    فدارمن  رأسز و  نلز فکعاب  [۲1] در

مان را فشاخص کا د م.     لوکنس را فطنلعه ک ده و اعداد ک    

ن ز ما  اظ ا ن فدارمن اظ چه ایاداظه  م  کحتز اعیین ک د م که 

 من  فخت اف را فحنسابه   ید و ییز اعداد فدارمن اظ ایداظهفوهود

  دقیق فوهاود در ما    فنیده  اعیین عننص بنقز سؤالک د م. افن 

صاورت ظ ا  فطا       یخست را باه  بننب ا ن  فسئ ۀفدار است. 

 کنیم: فز

دقیق اعیین ک د کاه با ا  ما     طور  اوا  به   ن فز .1 مسئلۀ

  من  فدارمن چه مستند  اظ فدارمن  یمن نده دلخواه ۀایداظ

11 گ ا   فسئ ها ن ب ا  اوضیث  ا در ی   بگی  د. بان  ر 

  اعداد ک  فدارمن  رأساز    ب ابا  اسات    ۲ .5 ۀاوهه به قضی

  :بن
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 :کند ظ   ایداظه ا ن فدارمن را فشخص فز ۀقضی

  Nnب ا  م   [۲1] .1 .11 قضیۀ

}2|18;{}|1;{=)}(|;{| nkknkkOXX nV 
 

 :کند ظ   ییز اعداد فدارمن اظ م  ایداظه را اعیین فز ۀقضی

nkو Nnب ا  م   [۲1] .2 .11 ۀقضی 2|  
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  انظده    کدارمن ا ن ف ۀ  ایداظ1 .11ۀ ا ایب  اظ قضی به ا ن

   2 .11 ۀضیمستند و اظ ق بیست و دوو 

  
1=(1)=,1)( 211 FoV 

 
 

12=(1)(11)=,11)( 7211 FFoV   

  3=)11(1)()11(11)(
22

1
=,22)( 2112111 FLFLoV  

 

 ۀ  دواظده فادار اظ ایاداظ   اک  ۀبننب ا ن   ک فادار اظ ایاداظ  

 ۀوهود دارید. افن یمن ناد  بیست و دو ۀو سه فدار اظ ایداظ  نظده

اظ ا ن دسته اظ فدارمن چاه عننصا   مساتند  در ا ان      م  ک

 ۀسانظد. فادارمن  بان ایاداظ     فز 110را   ک ۀدار بن ایداظفثنل  ف

 :شوید ییز اوس  عننص  ظ   سنخته فز  نظده

00000,000,1001000,101000001000000000

00000,000,1010100,100001001000100000

10000,000,1010100,100010011001001000

10100.100,1010100,100100101010010100
 

عضو   عننص   بیست و دومن  فدارمن   ممچنین  یمن نده

 01010001001 و 01000101000  01010010000

ااوا    پر   اسات    ان فاز    افن   ن ا ن کنر ممواره افکن . مستند

n ب ا  م   ۀاظ اعیاین اعاداد کا  فادارمن  ایاداظ       پس دلخواه 

ز مان را ییا   مان      من و اعداد فدارمن اظ م  ایاداظه  یمن ناده     
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مان    اوهه کنید که بان فاا وض باود  یمن ناده     فشخص ک د 

فطنلعاه   اوهاه باه گا وه خاودر ختز گا ا  فورد     فدارمن  بان  

  11 اوا  ک  عننص  فدار را  نفات. در فثانل بانلا  با ا      فز

صورت  است  به    ۀیمن ند 01010010000عننص  فدار  که 

 :یدظ  

0}.0000100101

10100,000,0001000,001001010100101000

00000,001,1001010,001010000101000001

00100,001,1010000,010000011000001001

00101,001,0000010,010010001001000001

00101,010,0010000,010000011000001010

,01001010,0000010,000010100001010010

01000,000,0010100,010100101010010000{

 

مان  فیبویاناچز را    وهود کدمن  اانم در فکعاب   [۲2] در

طاور طبیعاز باه ذمان      ظ ا  باه   سؤالا م. بننب ا ن  ب رسز ک ده

 :کند خطور فز

  اید   من  لوکنس چگویه کدمن  انم در فکعب .2 مسئلۀ

 اسات کاه فکعاب لوکانس     یشن  داده شده  (12) در شک 

n  طاور کاه شاک     انم دارد. افن ممن  کد n=1,2,3 ب ا  

ااوا  در حنلات    کد انم یدارد.   ن فز 4دمد   یشن  فز (1۲)

n<3 ب ا  n ک ز یتیجه گ فت که  کد انم یدارد  در ییا   

کاد اانم دارد    ان     k  k صورت  اگ  ب ا  عدد طبیعز  ا ن

ر حنلت ظ   د ۀاوا  ایداظه کد انم را در    اعیین ک د  قضی فز

G دلخاواه  ک کد اانم در گا ا     ۀک ز  ک ایز را ب ا  ایداظ  

 .دمد ارائه فز

G مف ض کنی .3 .11 قضیۀ GC)( و ک گا ا  سانده      

    است. اگ اظ  ک کد انم   و  ا  ن و  کوچک  یبا ا به 

G ماااان  أسر ۀااااا  ن درهاااا  باااازرگ بنشااااند  

1

|)(|
|)(|

1

|)(|




 

GV
GC

GV. 

)(=},,{ مفاا ض کناای اثباانت.  1 rvvGC   ا اان در 

iv   خودiv صورت  م   فجانور    را   مان   أسر مماۀ و ییز  

)(1در کا     پوشنید. دریتیجه  فز ivdeg  اوسا  ما    رأس

iv بننب ا ن شوید. پوشنیده فز: 

))((1))((1|=)(| 1 rvdegvdegGV   

  دریتیجه

)1()1()1(   r 

)1()1()1(|)(|  rGV  
 

به ا ن ا ایب  
1

|)(|
|)(|

1

|)(|




 

GV
GC

GV  و حکم

 شود.   کنف  فز

کد انم )در صورت  ۀک ایز ب ا  ایداظ ۲. 11 ۀقضی  درواق 

 ساؤال . حانل  دماد  دست فز وهود( در فکعب لوکنس را ییز به

 شود: ظ   فط   فز

 ان حتاز   ا  ک د   اوا  ا ن ک ا  را کوچک   ن فز. 3 ۀمسئل

 کد انم را اعیین ک د  ۀار دقیق ایداظاوا  فمد فز

 

 
 های لوکاس با بعد کوچک مکعبکد تام در  (:12شکل )

 

 
 4مکعب لوکاس  (:13شکل )

 

در فحنسابنت خاود باه       کاه  را د گا     ۀفسئ  در ادافه 

G مدمیم. ف ض کنی اوضیث فز   ما هب خورد  ک گ ا  است  

u و v و   دو رأس اظ    مسااتند. فن ااور اظ گاا ا  باانظه  

),( vuI  ظ  گ افاز اظ G اا  ن   اسات کاه بان امانم کواانه      
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u فسای من  فوهاود باین    v و   ا ن  شاود. بنانب   سانخته فاز   

),( vuI  شنف u v و  است که ب  امنم  من ز أسر ۀو ییز مم 

v و u ا  ن فسی من  فوهاود باین   کوانه با ا    ؛قا ار داریاد   

 I(1,2)را ببینیاد. در ا ان گا ا       (14) گ ا  شاک    فثنل

b و a  2  1 مان   أسشانف  ر  ),(اسات. ممچناین      baI 

 .است 3و   a  b  1 2من   أسشده ب  رظ  گ ا  المن

G من  بنظه یی  ک  خت اظ گ ا  امنم گ ا  ۀفجموع را  

GI)( بن مان  فیبویاناچز    دمایم. اگا  باه فکعاب     یشان  فاز    

)( بنظگ د م  روشن است که 1I     انتن شنف   ک گا ا  کنفا

|)(=|1 بننب ا ن ؛رأسز استدو  1I .  به ممین ا ایب)( 2I 

رأسز است و  سهرأسز و  ک فسی   دوا  کنف  شنف   ک گ 

|)(=|2 دریتیجه 2I .عننص  فوهود در )( 3I اواییاد   را فاز  

|)(=|4 ببینید که اظ    دار م( 15) در شک  3I. 

 

 
 2,3Kگراف کامل دوبخشی  (:14شکل )

 

 
 3بازه غیریکریخت در های  گراف (:15شکل )

 

|)(=|6به مماین ا ایاب     4I 10 و|=)(| 5I .   درواقا

|)(| ۀدیبنل nI  :صورت ظ   است به 1n ب ا  
41,55,76,,14,21,29,1,2,4,6,10

 
اسات. باه    [28] اظ 000065Aرسد که ا ن دیبنله   ی   فز به

 :بین  د گ 

|)(=|)(11 اوا  یوشات    ن فز. 4 مسئلۀ  npnI   کاه

)(1 در    فن ااور اظ np 1n اف اظماان  عاادد   باادو   

 .نستویدم ا ایب هم  دری  گ فتن

های فیبوناتچی و لوکاس با  ساختن مکعب ۀنحو .1 .11

 Sage افزار نرم

Sage  افزارماان  پ کاانرب د و البتااه هد ااد ر نضااز    کااز اظ یاا م

ب خاز    طور را گن  قنب  دست سز است. در ا ن بخاش  بهکه است.

مان  فیبویاناچز و    با ا  ب رساز فکعاب    فوردییانظ من   اظ ب ینفه

 .کنیم لوکنس را فط   فز

 :کند عد  را اع  ف فزبُ nانب  ظ    ک فکعب فیبویناچز

def fibonacci-cube(n): 

    G=graphs.CubeGraph(n) 

    return G.subgraph (v for v in G if '11' not in v) 

بعاد  را اولیاد   -n طور فشنبه  دستور ظ   فکعب لوکانس  به

 :کند فز
def lucas-cube(n): 

    G=graphs.CubeGraph(n) 

    return G.subgraph (v for v in G if '11' not in v+v) 

  درواقا  بساینر فتام اسات.     Sage درفنصا ه  که  دار ماوهه 

کند  فنص ه است. باه بیان     من را اعیین فز چه ش وع و پن ن  ح مه ی

دساتورمن و   ۀستورات  ک ح مه کمز ه وا  اظ بمیا ا   امنم د دقیق

بعد  بن اد   من  بنلا ییز خطوط ید. در انب ظ    کد گ طور کنف   به

عم کا د اانب    ۀوا  و ظ ا   کاد گ  بنشاند. حانل یحاو     کمز ه ا 

cubefibonacci انب  .دمیم را اوضیث فز( cubelucas  

=.)( ( دساتور .ییز فشانبه اسات   nCubeGraphgraphsG

G بعد  سانخته و    را -n  ک اب فکعب د. ساپس بان   ینفا  فاز  

 دساااااااااااااااااااااااااااااااااتور

)11(. vinnot'ifGinvforvsubgraphGreturn  
G ظ  گ افز اظ v فنیند من ز أسسنظد که شنف  ر را چنن  فز   اظ 

G مان  فیبویاناچز     یدارید. بنن به اع  اف فکعاب   11بنشد که  

بعد  است. حنل اگا   -n یبویناچزظ  گ ا  حنص   ک فکعب ف

=(4) مبنو ساای cubefibonaccig   g   ااک فکعااب 

م   کنفز اسات بنو سای  g است. ب ا  یمن ش 4فیبویناچز بن بعد 

().showg. دستور 
for v in g 

     print(v) 
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g من  أسر ۀمم  :کند را اولید فز 

0000  
0001  
0010  
0101  
1001 
1000  

0100  
ه خاواص بیشات     دستورمن  فتانوت د گ   وهود دارید ک

م کاه بنو سای   با ا  فثانل  درصاوراز    ؛دمناد  دست فز  را به g اظ

()__.= pairsalldistancegDM  DMدرواقاااااااا  

بین م  دو رأس  ۀفنص  کمک    اوا  به فنا  س فنص ه است و فز

]0000[]1010[ با ا  فثانل  دساتور    ؛را  نفت دلخواه DM 

. دوشاود   دمد که فز را فز 0101و  0000بین دو رأس  ۀفنص 

را بینبیم که در امانم   من ز أسبخوامیم فجموعه ر محنل ف ض کنی

  ا  ن فسی من  فمکن بین ا ن دو رأس ق ار دارید. ب ا  ا ان  کوانه

 :کنیم کنر  اظ دستور ظ   استانده فز
for w in g 

    if DM['0000']['0101'] == DM['0000'][w] + 

DM[w]['0101']: 

       print(w) 

 :صورت ظ   است صورت  خ وهز به درا ن

0000 
0001 

0101 
0100 

گاتااه  0101و  0000  بانظه  مان  أسباه ا ان فجموعاه اظ ر   

یو سیم که بن گا فتن ما  دو رأس    شود. حنل  ک انب  چنن  فز فز

v و u دلخواه  :من را اعیین کند   بنظه   g اظ 

def interval(g, u, v): 

     DM=g.distance_all_pairs() 

     s=set() 

     for w in g: 

         if DM[u][v]==DM[u][w]+DM[w][v]: 

            s.add(w) 

     return s 
 

   اظ دساتور 0101و  0000ا ایب  ب ا   نفتن بانظه   به ا ن

)1010,0000,( ginterval اوا  اانب    کنیم. فز استانده فز

g ر ب د که بانظه فوهاود باین ما  دو رأس اظ    کن بنلا را چنن  به را  

 :دفعه در خ وهز ظنم  کند  ک

for u, v in Combinations(g, 2): 

    interrval(g, u, v) 

gnsCombinatio)(2,  که در    م  بانر دو رأس اظ گا ا     

و فتناوعز  دستورمن  بیشت   اوهه دار م کهکند.  را ایتخنب فز

من خاوددار       ۀاظ بین  ممدر ا ن فختص   وهود دارید که فن 

 کنیم. فز
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